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INTRODUCERE

Practic toate masinile construite de om si utilizate In domeniul transportului prezinta
agregate si motoare bazate pe actiunea unor ansamble rotorice. Constrangerile de siguranta
in exploatarea vehiculelor impun dezvoltarea metodelor de calcul la turatii supracritice si n
sisteme neinertiale.

Cedarile de componente ale rotorului trebuie sa fie prevazute prin calcul si sd permita
oprirea 1n sigurantd a vehiculului. Astfel, In domenii cum ar fi domeniul aeronautic se
impune, pentru acceptarea la zbor a unui sistem de propulsie, efectuarea cu succes a testelor
ce presupun defectarea in timpul functionarii a ansamblului rotoric.

Pentru toate situatiile descrise mai sus, in prezent sunt puse la punct metode de calcul
potrivite cu particularitatile fiecarei situatii analizate.

Punctul de plecare in fundamentarea fizica a metodelor de calcul il constituie ecuatia
de miscare Lagrange. Aceasta a fost folositd de primii teoreticieni Voinea R. si Stroe L. [1]
pentru descrierea dinamicii rotoarelor in sistem de referinta neinertial. Apoi mai tarziu, in
cadrul dezvoltarii teoriei elementului finit de catre Arne Vollan si Louis Komzsik in lucrarea
[2] s-a abordat forma completd a ecuatiei de miscare Lagrange considerand si termenii
corespunzatori energiei disipative.

CAPITOLUL 1
STADIUL ACTUAL iIN DOMENIU

1.1 DESCRIERE GENERALA A DOMENIULUI DINAMICII
ROTOARELOR

Catre sfarsitul secolului al XIX-lea, Rankine face prima dezvoltare teoretica a
dinamicii rotoarelor pornind de la necesitatea proiectarii turbinelor cu aburi si pune in
evidentd existenta primei turatii critice pentru toate rotoarele. Datoritd faptului cd se
considera ca dezechilibrul existent in rotor genereaza o fortd centrifugd proportionald cu
turatia (si peste prima turatie criticd) se recomanda in mod incorect ca toate rotoarele sa fie
proiectate cu domeniul de functionare sub prima turatie critica.

Mai tarziu DeLaval si Osborne Reynolds aduc contributii experimentale importante
ce permit lui Jeffcott in 1919 sd elaboreze primul model teoretic corect al dinamicii
rotoarelor cu reprezentarea corectda a fenomenelor ce apar la turatii supercritice.[3] Seria
surprizelor continua cu descoperirea lui Kimball, A. L. despre rolul amortizarii interne a
rotorului asupra functionarii instabile [4] a rotoarelor la turatii supercritice. Acest fapt
contravine intuitiei conform careia amortizarea intotdeauna conduce la atenuarea vibratiilor
si nu poate fi chiar sursa acestor vibratii. Aparitia masinilor rotative de mare turatie in cadrul
aplicatiilor aerospatiale din secolul XX a determinat descoperirea de efecte aditionale in
cadrul etansarilor, efectul Lomakin [5] si pentru interactiunea rotoarelor cu fluidul
inconjurator, forta Alford.[6]
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La nivel international, Tn anul 1992 este facut un pas decisiv privind dinamica
masinilor rotative prin publicarea de catre Voinea R. si Stroe I. a metodologiei de calcul in
sistem de referintd neinertial [1], metodologie care este folosita si in prezent si care face
obiectul dezvoltarii In detaliu in lucrarea prezentd. Aceastd metodologie raméane pana in
prezent cea mai generald si cuprinzitoare abordare teoreticd a neinertialitatii Tn domeniul
masinilor rotative. In plan national preocuparea in aceasti directie este continuati de Stroe 1.
evidentiatd 1n articolul [7] cu un caracter aplicativ puternic privind protejarea instalatiilor
industriale de mare valoare cum ar fi turbinele de mare putere de efectele cutremurelor de
pamant. Din punctul de vedere al metodei elementului finit cea mai cuprinzatoare abordare a
subiectului masinilor rotative in sistem de referintd neinertial la momentul actual este
realizata de Vollan A. in cartea ,,Computational Techniques of Rotor Dynamics with the
Finite Element Method” [2]. Daca Friswell [8] dedica un capitol acestei abordari in sistem
neinertial, Vollan fundamenteaza intreaga teorie, toata cartea sa, pe principiul neinertialitatii.

1.2 MISCAREA PUNCTULUI MATERIAL IN SISTEM DE REFERINTA
NEINERTIAL ROTATIV AVAND O AXA FIXA IN RAPORT CU UN
SISTEM DE REFERINTA INERTIAL

Pentru a intelege principiile care guverneaza functionarea masinilor rotative se
foloseste ca piatrd de temelie legea a doua a miscarii enuntatd de Newton. Acest principiu
stabileste ca, intr-un sistem de referinta inertial, suma tuturor fortelor ce actioneaza asupra
unui obiect fizic este egala cu produsul dintre masa acelui obiect si acceleratia sa.

{F}zm-{a} (1.1

In mod uzual rotoarele sunt proiectate si analizate in sistemul de referintd neinertial
legat de rotor astfel incat componentele acestuia sd poatd fi analizate folosind tehnicile
obisnuite ale teoriei clasice. In sensul acesta principiul al doilea al dinamicii enuntat de
Newton este adaptat pentru intelegerea fenomenelor care au loc in cazul unui sistem de
referinta neinertial caracterizat de o viteza de rotatie definita de vectorul {Q} [rad/sec].

m(%jm+[—m[%j—m.z~{Q}x(%]—mm}x(m}x{r})—m'dff}x{r}
(12)

Din forma dedusa mai sus rezultd ca traiectoria unui punct material de masa m in

rot

sistem de referinta neinertial rotativ poate fi determinata prin adaugarea la legea a doua a lui
Newton a trei forte fictive: forta centrifuga, forta Coriolis si forta de transport.

forta centrifugd = —m-{Q} x({Q} X {r}) (1.3)
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forta Coriolis = —m-2-{Q} x (%} (1.4)
rot
forta de transport = —m - d El?} x{r} (1.5)

1.3 MISCAREA DE TRANSLATIE A SOLIDULUI RIGID MODELAT CA
DISC IN SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL SUPUS LA MISCARI DE
ROTATIE

Punctul de plecare in fundamentarea fizica a metodelor de calcul in sisteme de
referinta neinertiale il constituie ecuatia de miscare Lagrange. In cuprinsul lucrarii s-a folosit
teoria dezvoltatd in scopul aplicarii pe elemente finite de catre Voinea R. si Stroe L. in
lucrarea [1]. Spre deosebire de majoritatea lucrarilor in domeniul masinilor rotative in acest
capitol se va considera ca rotorul analizat descrie nu doar o miscare de rotatie in raport cu un
sistem de referinta inertial ci si o miscare neuniforma de translatie.

In cadrul acestei metode se considera discul rotorului rigid si concentrand toatd masa
rotorului iar arborele flexibil si fird masa. In capitolele si paragrafele urmitoare se va
dezvolta mai detaliat lucrarea [9] publicata de autor in scopul sustinerii acestei teze.

In figura de mai jos se pot observa cele trei sisteme de coordonate utilizate pentru a
formula ecuatiile Lagrange si apoi ecuatiile de echilibru dinamic pentru rotorul studiat.

Sistem 3
e Sistem
referinta o
1. fal @3 referinta
_neinertia L QX . legatde dise
Lagir  >B

axial
radial

Sistem
referinta
0, inertial

Figura 1.1. Rotor in sistem de referinta neinertial.
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Folosind o transformare Euler de tip XYZ cu unghiurile ¢,,¢,,®;(s,,=sing,,,
¢, =Ccos @ ,...) pentru sistemul de referintd legat de disc, viteza de rotatie a discului in raport

cu sistemul de referintd inertial (exprimata in sistemul neinertial legat de disc) este

p oe, s, 0 o, a
Oy, =G (= Oy T By = =Cy53 ¢ 090, v +T, 1B+ (1.6)
r S, 0 1] D, 14

Dupa efectuarea inmultirii si adundrii rezultd

p S3(¢2+}}S1+chl)+c3(S2(BS1+7}Cl)+62(¢1+d))
q 1 =15:(5,(c7 =8,8) =& (@ +@) + ey (7s, + e+ @) (1.7)
r Sz(¢1+d)+cz(7}cl_ﬂsl)+d)3

Pentru a afla viteza de translatie a centrului de masa al discului rotorului se observa
cd originea sistemului de referintd 02X2Y2Z: se afla exact in centrul de masa al discului.
Astfel, notand cu index d viteza discului si cu indice 0,1,2 variabilele asociate cu cele trei
sisteme de coordonate se obtine pentru viteza de translatie a discului,

Vo = Vo =V + Vg + @y X0102‘ (1.8)

Considerand distanta dintre originile Oy si Oz ca fiind d,,, folosind notatia u, v, w

pentru deplasarile centrului de masad al discului in sistemul de referintd O1X1Y1Z: atunci

rezulta,
Viao U, Vio 0 -y B U,
Viao (=3Va (T V0 (| 7 0 -a v,
Va0 Wy V.10 -B «a 0 |ld,+w,
\ / (1.9)

viteza de transport
Dupa efectuarea inmultirii si adundrii matricelor din dreapta rezulta
Viao u, +Vx10+ﬂ(d12 +Wd)_7"d

Viao [ = \'/d+vy10+7}ud—d(d12+wd) (1.10)

Va0 W, v, +av, — Bu,

In sistemul de ecuatii de mai sus, deoarece w, si w, sunt mult mai mici in raport cu
u,, v,, u, st v,, acestea pot fi neglijate in etapa finala a calculului vibratiilor laterale a

arborelui masinii rotative.
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CAPITOLUL 2

ECUATIA DE MISCARE iN SISTEM DE REFERINTA
NEINERTIAL

2.1 ECUATIA DE MISCARE A SOLIDULUI RIGID iN SISTEM DE
REFERINTA NEINERTIAL

Considerand expresiile vitezelor si fortelor deduse in capitolele anterioare se pot formula
ecuatiile Lagrange. In acest scop se determini mai intdi Lagrangeanul corespunzitor
aplicatiei.

L=E-V. (2.1)

Cu E este notata energia cineticad ce este alcatuita la rAndul ei din energia cinetica de
translatie £, si energia cinetica de rotatie £,. Cu V' este notata energia potentiala.

E=E,+E, E:%(vjdo 2 +vfd0)+%[[d (» +qz)+1pr2], (2.2)

Energia cinetica este determinatd considerand ecuatiile (1.7) si (1.10) in ecuatia de mai
sus (unde p,q,r sunt componentele vitezei unghiulare @,, definita in (1.6)).

Energia potentiala rezulta folosind termenii din (2.23).

2 ko) +ol 2
V= kwr¢3 + 44 (¢2 P )+k14 (u¢2_v¢l)+kax + _

2 2 2 2 2.3)
F P F _-a S E-A
+—u"+Vv | +—— (g + . F_= “w
2-a( ) 2-5,844((01 (”2) ( a j
Introducand ecuatiile (2.1), (2.2) si (2.3) 1n ecuatiile Lagrange
IO o, (=1,2,3.4) 24
dt\ 0q, ) 0q,

se obtine un sistem de ecuatii liniare in functie de coordonatele generalizate g, (vezi

notatia (2.13)) ce poate fi rezolvat prin metode clasice relativ rapide cum ar fi metoda
vectorilor si valorilor proprii dacd se aproximeaza termenii mici cu termeni liniari iar
termenii mici de ordin superior se neglijeaza.

Apoi organizandu-le in forma matriceald rezultd ecuatia de miscare. Dupa efectuarea
derivarilor in (2.4) si folosind aproximarile termenilor mici rezulta
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. F .
ii-m,—2-m, -}'/'\'/+u(—7'/2md —Bm, +k, +7”j+v-(d-,8-md)+¢2 ke, +

(2.5)
+my-dy,--y=0
Veom, +2-m, -7-u+v-(—y‘2md—ozzmd+kn+Fan+u-(a-ﬂ'-md)—¢l-k14+
a (2.6)
tm, -d, '18'7./:0
G 1+, (1,Q+1,7-21,7)+
. . . : o Fo-a
+o, -(Ip;/-§2+k44 +1,7° 1,7 -1, +1,5 +mj+ 2.7)
+,-(1,aB—1,6B)~k,-v+I,-B(Q+7)=0
Gy 1+ ¢y (—1,Q- 1, — 1,7 +21,7)+
. . . . o F.-a
+(p2(]py-Q+k44+Ipy2—Idyz—lpa2+1da2+5,8mj+ (2.8)
+9,(1,6B-1,68)+ku—I,6-(Q+7)=0
Forma matriceala pentru ecuatiile (2.5), (2.6), (2.7) si (2.8) devine
[M]{G}+(Q-[G)+7-[C,]){a} +([K]+ &> [Kpu]+ B [K,o ]+ 77 [Kus ]+ 09
+af[K,|+7-Q[K 5]+ F, - [K,]){g}—{F}=0.
Folosind notatiile
[Cr]=Q:[G]+7-[C,]. (2.10)

(K] =[K]+ & [K]+ B2 (K ]+ 7 [Kis ]+ B[ K u ]+ 7 Q[K ]+ F - [K,]- 211
ecuatia de echilibru dinamic se poate scrie simplificat

[M{d}+[Cr J{a} +[ K [} —{F} = {0} (2.12)

Unde {¢} = {u,v.0,,0,}" . (2.13)

Pentru rezolvarea ecuatiei de miscare in forma matriceala de mai sus, in primul rand
se observd ca termenul {F} este constant si deci rezultatul va fi compus dintr-o solutie
constanta la care se adauga solutia sistemului de ecuatii omogen. Din punctul de vedere al

determindrii caracteristicilor dinamice cum ar fi frecventele naturale de vibratie in domeniul
liniar este suficientd rezolvarea sistemului de ecuatii omogene. Este de remarcat ca pozitia de
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echilibru 1n jurul céreia are loc evolutia dinamicd se determina rezolvand in cazul acesta
ecuatia statica

(K J{at={F}. (2.14)

Rezolvarea ecuatiei omogene se face folosind notatiile urmatoare

(X)- {q} 2.15)

q

[A]{[M] 0 } 2.16)

0 [7]
-1 e
si cautand o solutie de forma
(X}={r}-e", {X}=a-{r}.e"" . (2.18)
Astfel partea omogeni a ecuatiei (2.12) devine
[4){X}+[B]{x}={o}. (2.19)
Inlocuind (2.18) in (2.19), apoi multiplicand cu —[4] " rezulta
—A-{Y}-et —[4] ' [B]{Y} - ={0}). (2.20)

Se simplificd termenul e*’si se obtine forma clasicd a unei probleme de vectori si
valori proprii

~[4]'[B]{Y} =4-{1}, .21

a cdrei solutie este alcdtuita din perechi de numere complexe A si perechi de matrice

coloand de numere complexe {Y } Fiecare pereche este alcdtuitd dintr-un numadr (set de

numere) complex si conjugatul sdu. Pentru a regési solutia la problema initiald (2.12) se

retine jumatatea inferioard {y} a vectorilor proprii reprezentati de matricele coloana {Y}

astfel incat
{a}(t)={y}-e" +{p} -e"". (2.22)

Partea imaginara a valorilor proprii A reprezintd frecventele proprii de vibratie ale

rotorului iar matricele coloana { y} reprezintd formele de vibratie ale rotorului.
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2.2 INFLUENTA FORTEI AXIALE DIN ARBORE ASUPRA MISCARII
ROTORULUI N SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL. FORMULAREA
ANALITICA

O sursa indirectd de modificare a rigiditatii pentru grinzi in general o poate constitui
forta de intindere sau compresiune care actioneaza in in lungul grinzii si care, asemeni unei
corzi de vioara care prin forta de intindere isi variazd frecventa proprie de vibratie, poate
duce la modificarea substantiala a frecventelor naturale de vibratie.

Astfel se obtine matricea de rigiditate diferentiala ce exprimd contributia fortei axiale la
deplasarea centrului de masa al discului.

Lo o o

a

ol o o

a
[K.]=F,- ) : (2.23)
00 0
5.844
00 0 a
i 5.844

2.3 INFLUENTA MOMENTULUI DE TORSIUNE DIN ARBORE ASUPRA
MISCARII ROTORULUI IN SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL.
FORMULAREA ANALITICA

La arborii zvelti sau cand se doreste un calcul foarte precis, este importanta considerarea
momentului de torsiune transmis de rotor si mai precis de arborele rotorului. Momentul de
torsiune este un vector care isi pastreaza directia coaxiald cu axa lagarelor de-a lungul
arborelui. In consecinta, atunci cand arborele sufera deformatii de incovoiere, vectorul
moment de torsiune se descompune in doud componente, una tangentiald la arborele
rotorului si una perpendiculard pe arbore. Componenta perpendiculard a momentului de
torsiune actioneaza in sensul amplificarii deformatiei arborelui reducand astfel, in mod
aparent, rigiditatea arborelui. Practic, in prezenta unei incarcéri la torsiune mari, arborele
pare ca se iInmoaie, fenomen care poate evolua, in cazul arborilor zvelti, pana la flambajul la
torsiune si distrugerea arborelui.

In ce priveste vibratiile, deoarece intotdeauna momentul de torsiune are ca efect
amplificarea deplasarii pe directia laterala pe care isi exercita influenta va genera in cadrul
ecuatiei de echilibru dinamic o matrice de rigiditate cu semnul minus, care va reduce
rigiditatea arborelui.

10
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a+22b 00
3a’h
a+2b
K l==Mm - 0 00 2.24
[ tor] tor 3a2b ( )
0 0 01
0 0 10]

2.4 INFLUENTA DEZECHILIBRULUI ASUPRA MISCARII ROTORULUI
IN SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL. FORMULAREA ANALITICA

Pentru determinarea fortei generate de dezechilibrul rotorului in sistem de referintd
neinertial se va determina energia cineticd a dezechilibrului. Se noteaza m, -e dezechilibrul

rotorului. Dezechilibrul nu poseda energie potentiala si deci doar cu ajutorul energiei cinetice
se pot formula ecuatiile Lagrange (2.1) (2.4).

In final se poate scrie forta datd de dezechilibrul in rotor

a fsin (Qt) - [(7/ + Q)2 + ,Bﬂcos(Qt)

—{F. )} =me- dﬁcos(Qt)—[(7+Q)2 +a2]sm(gz) . (2.25)

Cu aceasta se poate calcula raspunsul in frecventd al rotorului pe domeniul de
functionare in sistemul de referintd neinertial. Aceastd cauzd de vibratii va fi analizatd in
detaliu 1n capitolul cinci, destinat aplicatiilor numerice.

O alta caracteristicd importantd in calculul deplasarilor laterale la rotoare este
abaterea de la perpendicularitate a discurilor rotorului in raport cu axa de rotatie a arborelui,
in raport cu axa lagarelor. Studiul asezarii inclinate a discurilor in rotor nu va fi tratat in
aceasta lucrare ci reprezintd un subiect ce va fi dezvoltat intr-o lucrare viitoare.

CAPITOLUL 3

CLASIFICAREA ROTOARELOR DUPA ELASTICITATEA
ARBORELUI IN RAPORT CU LAGARELE

In general atunci cand deformatiile cele mai mari in timpul functionarii se produc in
arborele rotorului, rotorul este numit ,,rotor flexibil”. In contrast cu cazul rotorului flexibil
este cazul In care deformatiile majore in functionarea masinii rotative au loc la nivelul
lagarelor, caz in care rotorul este numit ,rotor rigid”. In scopul analizei si proiectarii
ansamblelor rotorice , de mare folos este diagrama turatiilor critice care poate fi exprimata in
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functie de rigiditatea lagarelor sau de zveltetea arborelui. Ambii parametri au un impact
direct asupra turatiilor critice.

Pentru a formula ecuatia de miscare se observa din figura 1.1 ca orice forta sau moment
care actioneazd la nivelul centrului de masd al rotorului, actioneazd mai intdi asupra
arborelui si apoi prin intermediul arborelui actioneaza asupra lagarelor. Deci sistemul poate
fi modelat ca o Inseriere de elemente elastice conform figurii urmatoare.

DISC
ARBORE LAGARE  CARCASA
F
M
[Ks] [Kb]

Figura 3.1. Modelarea schematicd a ansamblului rotoric privind matricele de rigiditate cu
evidentierea relatiei dintre termenii ecuatiei de miscare.

Astfel elasticitatea echivalentd poate fi exprimata conform resorturilor inseriate de unde

rezultd matricea de rigiditate [K |

KT =K (KT = [K)=(K] 5] a1

In cazul rotorului rigid matricea [K, ] are termenii mult mai mari decat matricea [K, |si in
cadrul relatiei (3.1) [K,]se poate neglija fard a afecta in mare masura rezultatele finale la

rezolvarea ecuatiei de miscare. In celilalt caz cand rotorul este numit ca fiind flexibil
matricea de rigiditate a lagarelor se poate neglija.

Pentru evaluarea in etapa de proiectare preliminard a caracteristicii de rotor flexibil sau
rigid se foloseste diagrama turatiilor critice. Aceasta se construieste variind rigiditatea
lagarelor (ki,k2), termeni in [K, | sau zveltetea arborelui (L/d).[10, 11]

3.1 FORMULARILE SIMPLIFICATE DE TIP ARBORE RIGID, LAGARE
RIGIDE. METODE DE APLICARE

In abordarile practice ale problemelor de proiectare industriali este indicati in multe
cazuri simplificarea modeldrii rotoarelor in sensul elimindrii gradelor de libertate
corespunzatoare deformatiei arborelui sau a lagarelor. Pe baza studiilor lui Stroe I. si Craita
C. [10, 11], metoda acestora este adusd la nivelul fundamental al punctului material
(eliminand functiile de forma) si Tmbogatitd cu contributia autorului in simularea rotoarelor
flexibile in plus fatd de cele rigide. Reducerea teoreticd la nivelul punctului material

12
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deschide posibilitatea utilizarii teoriei pentru orice dezvoltare ulterioara in special in
domeniul elementului finit care are la baza conceptul de ,,nod” alaturi ce cel de ,,element”.

In literatura de specialitate se considera ci un arbore de masina rotativa este flexibil daca
inmagazineaza peste 70% din energia potentiald de vibratie a masinii rotative si se considera
cd arborele este rigid daca energia potentiald procentuala in arbore este mai mica de 30% din
energia total la vibratie.[12] In cazul in care avem energia potentiala in arbore intre 30% si
70% din energia totala de vibratie atunci arborele se considera ca fiind ,,arbore intermediar”.
In functie de aplicatie fiecare tipologie de arbore poate fi de dorit sau de evitat. Contrar
intuitiei, 0 masin rotativa robusti nu va avea in mod automat lagire rigide. In general o
flexibilitate conferita lagarelor conduce la o fiabilitate sporita pentru masina rotativa. [13]

Considerand inserierea elasticitatii celor doud subansamble, subansamblul arbore si
subansamblul lagare conform figurii de mai sus se obtine matricea de rigiditate a Intregului
ansamblu rotoric.

_ _ _ _ 1\l
(KT =[K] K] = [K]=([K]+[&]) - (3.2)
Acest rationament se poate codifica sub forma unui vector boolean
RF =[b, b,] (3.3)

in care variabilele p, si b, pot lua valorile 1 sau 0 si cu ajutorul lor se poate rescrie

ecuatia (3.2) astfel incat avem

-1 -1\7!
[Ko]= (b [KT +0.[K,]")
RF :[1, O] = rotor flexibil,

(3.4)
RF =[0,1] = rotor rigid,
RF = [1, 1] = rotor intermediar.
Pentru evaluarea energiei potentiale se pot folosi relatiile
V=12 P (K] (F) v =12-F) K] P 6.5)
V. % = s -100, V,% = , -100. (3.6)
V.+V, V.+V,

Se observa din (3.4) ca daca avem rotor rigid sau flexibil atunci matricea de rigiditate
echivalenti va fi chiar matricea de rigiditate a lagirelor respectiv a arborelui. In final ecuatia
de migcare in sistem de referinta neinertial (2.9) se poate rescrie considerand (3.4)

[M]{G}+(Q-[G)+7-[C,]){d} +([K, ]+ [K, ]+ B [Kon ]+ 77 [K s ]+

. 3.7
+af[Ku]+7 QK]+ [K g -{F} =0.
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3.2 SIMULAREA ROTOARELOR CU CARACTERISTICA ELASTICA
NELINIARA

In prezent algoritmii de calcul uzuali privind frecventele proprii de vibratie la masinile
rotative sunt algoritmi de calcul in domeniul liniar. Astfel ca pentru a se simula functionarea
rotorului se face liniarizarea ecuatiilor diferentiale.

FA

F=K x+ax®

Figura 3.2. Caracteristica elasticd a unui lagér neliniar modelat ca o functie polinom de
gradul trei.

Datorita dificultatii in a obtine rezultate folosind algoritmi neliniari se prefera intotdeauna
pe cat este posibil folosirea de algoritmi de calcul liniari.

Din punct de vedere practic una dintre cele mai simple reprezentari ale unei caracteristici
neliniare este un polinom de gradul trei conform figurii 3.2. Urmarind figura 3.2 se observa
ca panta tangentei pentru x=0 reprezintd rigiditatea folositd uzual, in ipoteza micilor
deplasdri, in calculul liniar atat static cat si dinamic. Daca asupra lagarului se actioneaza cu o
forta relativ mare Fs atunci rigiditatea lagarului nu mai poate fi aproximata prin tangenta in
x=0 cu panta Ky ci se foloseste un factor de corectie ¢ - x” care se aduna la Ky, dependent de
deplasarea efectuata.

K,=K,+a-x°,
5 5 (3.8)
F =K, x, :(KO +o-x, )-xs =KX, +o-x;
Atunci cand se analizeaza intreg rotorul si se foloseste notatia matriceala
(K, ]=[K,]+[K:], (3.9)

unde matricea [KG] este o matrice de corectie a formuldrii liniare si se numeste matricea

de rigiditate geometrica.

d

dF
Ko = [Ej ) (a(KoH a-x’ )j =K, +3a-x”. (3.10)

X=X
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Din ecuatia de mai sus (3.10) este evident ca mai trebuie addugat factorul de corectie
3a-x” la KO care este folosit uzual pentru calculul dinamic liniar. Atunci cand este

considerat calculul pe intreg ansamblul rotoric cu toate lagarele se foloseste forma
matriceala:

(K] =Ko ]+[K ], (3.11)

unde matricea [KD] este matricea de rigiditate diferentiala folosita pentru calculul

dinamic liniar corespunzator deplasarii xs si aceasta inglobeaza toti factorii de corectie
corespunzatori pentru toate lagarele neliniare.

In figura 3.3 de mai jos sunt redate in mod schematic etapele de calcul implicate in
prezenta lagarelor cu caracteristica neliniara.

CALCUL FORTE
INERTIALE

CALCUL FORTE
N LAGARE

CALCUL DEPLASARI
N LAGARE

CALCUL MATRICE
GEOMETRICA $I MATRICE DE
RIGIDITATE DIFFERENTIALA

CALCUL DEPLASARI STATICE SI
DEPLASARI VIBRATIE

Figura 3.3. Procedura de calcul pentru cazurile cand exista preincarcarea rotorului.

Solutionarea deplina in cazul rotoarelor cu caracteristica elastica neliniara se poate
face folosind metode numerice iterative in timp cum ar fi Wilson-teta modificat pentru
caracteristici elastice neliniare. In acest scop a fost creat de catre autor un solver neliniar ce
este folosit in simularile care sunt redate mai jos. Ideea de bazd a metodelor iterative 1n
general, este aproximarea ecuatiei diferentiale prin serii Taylor. Plecand de la aceasta idee de
baza si adaugand si alte tehnici numerice sunt obtinute solverele bazate pe metoda Runge-
Kutta sau Wilson-teta.
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3.2.1 Vibratia fara preincarcare

Figura 3.4. Echivalarea rotorului cu arbore rigid cu un resort prevazut cu o masa.

In cazul fara preincircare nu existd forte constante cum ar fi propria greutate care si
actioneze asupra rotorului. Se considerd cad singura fortd care actioneaza este una cu
caracteristica sinusoidald cum ar fi forta centrifuga datoratd dezechilibrului rotorului. Pentru
cazul cu preincircare a fost aleasd acceleratia laterali de 9.8 m/s? pentru a demonstra
caracterul extins de aplicatie depasind domeniul neinertial si afectand toate rotoarele in cAmp
gravitational.

Aplicatie practica.

Se considera acelasi rotor din figura 1.1, a=b, |O102|=d12=0. Turatia de functionare
este intre 0 si 3000 rpm. Se considera arborele rigid cu masa neglijabila in raport cu discul.
Masa discului este m = 259.16 Kg. Se considera rigiditatea lagarelor K=1E7 [N/m],
rigiditate cubicd a=6E14, amortizarea C=25 [N/m], dezechilibrul rotorului me=5.1e-4
[Kg.m] si forta statica laterald Fst = mq-9,8 [N]. (aplicatd in cazul cu preincarcare)

Se doreste calculul raspunsului in frecventd, in sistem de referintd inertial pentru
comparatie si in sistem neinertial cu preincércare. Astfel in cazul prezent cand caracteristicile
lagarelor sunt omogene este suficienta rezolvarea ecuatiei pe directia Ox.

Ecuatia de echilibru dinamic pentru cazul inertial este

m-i+c-x+k-x+a-x’ =me & -cos(w-t) (3.12)

In cele ce urmeazi s-au considerat mai multe valori ale dezechilibrului me in ordine
crescatoare cu scopul de a evidentia evolutia domeniilor de rezonanta ale rotorului. S-a
constatat ca, spre deosebire de cazul liniar, domeniul in care are loc vibratia cu amplitudini
crescute este mult mai mare in relatie directd cu marimea fortei sinusoidale (forta centrifuga
data de dezechilibrul rotorului). Suplimentar fatd de acest fenomen mai apare si fenomenul
armonicilor superioare prin care o fortd armonica cu o anumita frecventa de oscilatie produce
rezonanta rotorului nu numai la acea frecventa ci si la multiplii ei. De exemplu, cand rotorul
este excitat cu o fortd ce variaza cu 44 Hz rotorul va vibra si cu o frecventd de 88 Hz desi
amplitudinea corespunzitoare vibratiei la 88 Hz este mult mai mica decat cea
corespunzatoare frecventei de 44 Hz.

16



Dinamica Masinilor Rotative in Sisteme Neinertiale

Tabel 3.1. Amplitudinile maxime ale vibratiei pentru turatie crescatoare si descrescatoare.

Val. . Frecv. max. Frecv. max Amplit max Amplit. max
Nr.caz dezechil.
[Kem] ascend. [Hz] | descend [Hz] | ascendm [mm] | descend [mm]

1 1.0E-5 47 44 4.8E-5 1.1E-5
2 1.4E-5 52 44 9.1E-5 1.9E-5
3 1.6E-5 54 44 0.1 1.4E-5
4 1.8E-5 59 44 0.13 1.9E-5
5 2.0E-4 62 44 0.15 2.4E-5
6 2.2E-4 69 44 0.18 1.6E-5
7 2.4E-4 76 44 0.21 1.6E-5
8 2.6E-4 87 44 0.26 2.6E-5
9 2.8E-4 nominal nominal 0.42 0.42

in tabelul de mai sus sunt rezumate rezultatele obtinute. Pentru cazul 1 (figura
urmatoare asociatd) se evidentiaza existenta unui domeniu de rezonanta intre frecventele de
44 si 50 Hz. Amplitudinea maxima a vibratiei este de 4,8E-5 m.

Amplitudine vibratie stabilizata functie de frecventa
5e05 1 T — T —

variatee crescatoars
(=}~ variatie descrescatoars

4805 - y ]
§
5

3805 1
5
&
"
B
=
[sa]

2 2805 ]
L=
2
‘B
E
=L

1805 1

e ey A R R

35 40 45 50 55 &0

Frecventa excitatie w [Hz]

Figura 3.5. Cazul 1. Amplitudinea de vibratie stabilizata in prezenta unui dezechilibru de
1.0e-5 [Kg'm].

Se observa comportarea diferita a rotorului atunci cand are loc variatia crescatoare a
frecventei fortei de excitatie fatd de cazul cand exista o variatie descrescatoare a frecventei
fortei de excitatie (care este sincrond cu turatia). In cazurile tratate aici fiind implicat
dezechilibrul rotorului, cresterea frecventei fortei de excitatie are loc prin simpla crestere a
turatiei rotorului respectiv descresterea frecventei de excitatie fiind realizatd prin scaderea
turatiei. Pentru cazul fard preincircare lagidre neliniare cu caracteristicd polinom cubic,
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raspunsul 1n frecventa se manifesta sub forma unui lob care se méareste spre dreapta odata cu
cresterea fortei sinusoidale de excitatie. In cazul rotoarelor aceasti fortd apare datorita
dezechilibrului. In concluzie pentru rotoarele solicitate la forta de dezechilibru, in cazul
lagérelor neliniare, vibratiile se vor manifesta nu la o anumita frecventa ci intr-o banda de
frecvente care incepe la aceeasi valoare ca in cazul liniar si se Incheie la o valoare care creste
proportional cu valoarea incarcarii. Variatia raspunsului discului rotorului se face in mod
continuu n partea stdnga a acestei benzi de frecvente si printr-un salt brusc in partea dreapta.
Modul brusc in care se face acest salt pe partea dreaptd este atenuat in mod proportional cu
amortizarea existenta 1n lagare.

3.2.2 Vibratia cu preincarcare

Cazul 1n sistem de referintd neinertial in care avem o acceleratie pe directie laterala Ox
de 9.8 m/s?. Se vor construi si diagramele turatiilor, frecventelor critice in cele doud cazuri
de mai sus. (Valoarea aleasa evidentiaza domeniul mai larg de aplicatie a teoriei)

Ecuatia de miscare pentru cazul neinertial cu acceleratie laterald ai= 9,8 m/s* pe
directia Ox este

m-i+c-x+k-x+a-xX’ =m-a, +me-@" -cos(w-t) (3.13)

Pe directia Oy se pastreazd comportamentul inertial dedus la punctul a) deoarece
acceleratia actioneaza numai pe directia Ox si nu are efect asupra directiei Oy.

Tabel 3.2. Amplitudinile maxime ale vibratiei pentru turatie crescatoare si descrescatoare.

Nr.caz Val. Frecv. max. | Frecv. max Amplit max Amplit. max
dezechil ascend. descend ascend descend
1 1E-4 67 65 6.5E-5 0.13
2 2.6E-4 67 65 8.4E-5 0.14
3 5.1E-4 nominal nominal 0.5 0.5

Pentru situatia 1n care exista o preincéarcare prima modificare majora apare la frecventa
de rezonantd care suferd o crestere importantd. De la 44 Hz se observa cresterea la 65 Hz
ceea ce reprezintd o crestere procentualda de 48%. O altd modificare surprinzatoare o
constituie schimbarea formei caracteristicii domeniului de rezonanté din tipul ,,hardening” in
tipul ,,softening” (caracteristica pentru cazurile cand alfa este negativ in ecuatia (3.13)).
Practic se inregistreaza un domeniu de rezonanta largit pe etapa descrescatoare a turatiei si
implicit a frecventei de excitatie datd de forta centrifugd a dezechilibrului. Din figura
asociatd de mai jos se observa largirea spre stanga, In domeniul frecventelor mai mici, a
domeniului de rezonantd atunci cand are loc cresterea fortei de excitatie respectiv a
dezechilibrului din rotor. Pe de alta parte, din tabelul se mai sus, se observa ca frecventa
maximd la rezonantd pentru variatia crescatoare a turatiei se apropie de cea pentru variatia
descrescitoare a turatiei odata cu cresterea dezechilibrului. in momentul cand acestea ajung
aproximativ la aceeasi valoare are loc cresterea nelimitata a amplitudinii de vibratie odata cu
turatia. Practic domeniul de rezonantd se extinde la tot domeniul de turatii mai mare decat
turatia corespunzatoare frecventei de 65 Hz.
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Amplitudine vibratie stabilizata functie de frecventa
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Figura 3.6. Cazul 1. Amplitudinea de vibratie stabilizata in prezenta unei forte constante
laterale de 2539.8 [N] si dezechilibru de 1.0e-4 [Kg-m].

CAPITOLUL 4

METODA ELEMENTULUI FINIT iN ANALIZA MASINILOR
ROTATIVE iN SISTEM NEINERTIAL

4.1 FORMULAREA CU ELEMENTE FINITE DE TIP BARA

In scopul efectudrii de calcule mai detaliate si mai precise in anumite cazuri se dezvolta
matricele deduse in capitolul anterior pentru aplicarea in domeniul elementelor finite. in
general cele mai utilizate tipuri de elemente finite iIn domeniul dinamicii rotoarelor sunt celi
de tip Euler si Timoshenko. Elementele de tip Timoshenko pot fi considerate ca o dezvoltare
a celor de tip Euler avand termeni si coeficienti suplimentari pentru simularea fenomenelor
de lunecare specifica de-a lungul fibrelor arborelui rotorului.

Ideea de bazd in formularea cu elemente finite este de a pleca de la o sectiune foarte
subtire de arbore care este consideratd un disc foarte mic de grosime ds si aflat la
coordonata s in cadrul elementului finit ce discretizeazd rotorul. Pentru acest disc foarte
subtire se pot defini marimile caracteristice cum ar fi masa discului m_ , momentul de inertie

geometricd /, momentul de inertie masic pe diametrul discului 7, si momentul de inertie

dupa axa de rotatie a discului 7, .
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m,=p-7-R-ds=p-A-ds. 4.1)
I,=p-1-ds, 4.2)
I,=2-1, (4.3)

Pentru un disc mic ds energia cinetica se formuleaza In mod identic conform relatiilor
(2.2). Pentru a obtine energia cinetica pe Intregul element finit se face integrarea in raport cu
variabila s pe toatd lungimea L, a elementului finit. Folosind functiile de forma, deplasarile

la coordonata s in lungul elementului finit se inlocuiesc cu deplasarile in nodurile de la
capetele elementului finit inmultite cu functiile de forma corespunzatoare. Astfel in final
integrarea are loc asupra functiilor de forma.

Ecuatia Lagrange in format matriceal are forma:

d| oT oV
et aty 9

Pentru a obtine energia corespunzitoare intregului element finit se face integrarea
Lagrangeanului pe toata lungimea elementului finit.(4.6)(4.7)

In ce priveste energia potentiald, o formulare valabild pentru bara de tip Timoshenko si
implicit pentru cea de tip Euler este conform [12]

1

v=la) (K ]+ (& )a.)
|k =] & |+ K5 ]

Pe de alta parte din energia cinetica rezultd urmatorii termeni care iau forma unor matrice
de rigiditate aditionale:

K5t =] ([ )] K[ (5)]) e} i=1 @6)

(4.5)

0 0 0O
I, r10 1 0 O
(K==l [P o 0 o[ T¥6)] -
0 0 0O
- 4.7
0 00 O
L, r 10 0 0 O
S NIETO1E P AR TE) ] ™
00 0 1

Similar, folosind aceeasi metodologie, se obtin si expresiile celorlalte matrice de
rigiditate neinertiale asociate formuldrii cu elemente finite, detaliate in teza.
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4.2 FORMULAREA ECUATIILOR CE GUVERNEAZA INFLUENTA
MOMENTULUI DE TORSIUNE TRANSMIS ASUPRA ARBORELUI

In cazul structurilor complexe este dificild adiugarea fortelor ce sunt aplicate in nodurile
elementelor finite In scopul formuldrii ecuatiei de miscare. Principiul deplasarilor virtuale
insotit de aplicarea principiului D’ Alembert contribuie la obtinerea relativ usor a ecuatiei de
miscare. Practic principiul D’Alembert presupune considerarea unei forte inertiale care este
in echilibru cu celelalte forte aplicate astfel Incat suma tuturor fortelor ce actioneaza asupra
punctului material este zero. In continuare principiul deplasirilor virtuale se enunti in felul
urmator: lucrul mecanic efectuat de un sistem de forte aflat n echilibru si care se aplicd unui
sistem mecanic (punct material) este zero. Principiul lui Hamilton reprezintd o solutie de
aplicare a principiului deplasarilor virtuale. In aplicarea acestuia se deosebesc cazurile
fortelor conservative fatd de cele neconservative. Fortele conservative pot fi definite folosind
o functie potential ceea ce face ca lucrul mecanic efectuat de acestea pentru deplasarea
punctului material (nodului) sa fie independent de traiectoria urmata intre pozitia initiala si
cea finala (care sunt considerate fixe) si sa poatd fi determinat numai cunoscand functia
potentialului, pozitia initiald si cea finald. Fortele neconservative sunt forte care transmit
energie mecanici in functie de calea pe care se deplaseaza punctul material. In aceastd
categorie se pot incadra fortele disipative cum ar fi cele de frecare si fortele care aduc
energie din exteriorul sistemului mecanic analizat.

Ecuatia Lagrange pentru un grad de libertate

dfor@) ov . _._ 48
dt( o j+au+cuf 0 “8)

i(@jJra—UJra—D—f:O 4.9)

dt\ ou Ou Ou

T 1 .
unde D este functia disipativa D = Ecu2
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4.3 TEORIA BAREI IN FORMULAREA TIMOSHENKO

Energia pentru deformatiile specifice

— T ~ - -

u, k” . . . . . . k18 u
V] Vl
exl 9)61
u, L)% % 4.10
2| u, u,
vV, v,
0,11 . . le,
00 ke - - o o k6]

unde matricea din mijloc reprezinta matricea de rigiditate K in forma Timoshenko.

(120 0 6/  -12 0 0 6/ ]
2 -6l 0 0 -12 -6l 0
6l I(4+®) 0 0 6 IF2-®) 0
El |6 0 0 P(4+®) -6/ 0 0 P(2-0)
“TH0)|-12 0 0 6 120 0 ~61
0 -12 6l 0 0 12 6l 0
0 -6 F(2-®) 0 0 6 PF(4+d) 0
6 0 0 P(2-®) -6/ 0 0 P(4+0)
@.11)

4.4 INFLUENTA MOMENTULUI DE TORSIUNE TRANSMIS ASUPRA
FRECVENTELOR DE VIBRATIE LATERALA A BAREI IN
FORMULAREA TIMOSHENKO

O cerinta dictata de aplicatiile practice o reprezintd capacitatea de calcul a frecventelor
laterale de vibratie in functie de momentul de torsiune transmis prin arborele respectiv. La
inceputul dezvoltarii teoriei dinamicii rotoarelor Greenhill 1883 [14] concluzioneaza ca
momentul de torsiune nu influenteazd frecventele critice ale arborilor. Aceastd ipoteza
simplificatoare nu este general valabild si mai tarziu in 1921 Southwell si Gough [15]
demonstreaza ca exista cazuri particulare pentru care momentul de torsiune duce la scaderea
frecventelor critice de vibratie. In acest sens munca de pionierat a fost desfasurata in special
de Golomb M. si Rosemberg R.M. [16] prin activitatea sistematicd in domeniul experimental
si mai apoi de catre Eshleman si Eubanks prin eforturile de teoretizare pe care le-au
desfasurat [17].
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Astfel Eshleman si Eubanks sunt primii care desfagoara un studiu sistematic general
valabil pentru a determina domeniile de functionare in care efectele momentului de torsiune
trebuie considerate. De aceea acestia au dezvoltat si publicat rezultatele studiului lor folosind
marimi adimensionale raportate la lungimea si raza arborilor studiati folosind asa numitul
coeficient de zveltete:

p=t (4.12)

Ca principiu de lucru Eshleman si Eubanks au folosit descompunerea dupa regula
paralelogramului a vectorului moment de torsiune dupa cele doud directii ale elementului
finit de bara: directia axei de forfecare (ce este perpendiculara pe fata elementului finit) si
directia corespunzatoare planului fetei elementul finit conform cu figurile de mai jos. Se
considerd momentul T de torsiune aplicat la extremitatea elementului finit de lungime 7 si
directia de rotatie in sensul axei Oz. Este dezvoltata metoda publicata de autor.[18]

Axa de forfecare perpendiculara
pe fata elementului

Figura 4.1. Momente si forte dezvoltate pe elementul de bara

Axa de forfecare
perpendiculara pe fata
elementului

Figura 4.2. Momente si forte dezvoltate pe elementul de bara
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In scopul definirii ecuatiei de miscare a elementului se foloseste in cazul de fata
principiul lui Hamilton generalizat. Deoarece momentul de torsiune este neconservativ nu se
poate aplica in cazul de fata principiul Lagrange. Astfel avem :

[k~ Pydr+ [ owedi=0 (4.13)

In continuare se defineste ultimul termen din ecuatia de mai sus folosind notatiile:

TO. =M, (4.14)
T0,=M, (4.15)

swe =[5 5&u 4.16
w _IO - ?Mu‘_’_ ?MU S ( )

Se aranjeaza in forma matriceala:

T

ou 58214 ou 58214

as | [0 =177 as? 2l | [0 =177 a5
swe=[|1 Os ds s+ [ r L os o5 | lgs (4.17)

0 ov| |l 0 552 0 1218y 1]1 0 552\;

Os Os? Os> 0Os?

7(5)

Considerand notatia ‘P( ) {‘P ©)
s

} cu partea corespunzatoare deplasarilor de

translatie W, (s) si notand vectorul deplasarilor la capetele elementului finit cu ¢°, ecuatia

(4.17) se transforma:

I 0 -1
we= {qe}TL(T[‘PT(S)']T L 0 }[‘PT(S)"]JJS'&QQ} +
-1
+q') j[ [ ()"’]{ O}[‘I'T(sv]jds-é{q“}

(4.18)
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i 0 1 !
oW = {L (T[%(s)"]f [_1 0}[%(@'1}% ' {q"}} oia’}+

) (4.19)
D [Tqb—[‘l’ ()] { }[‘PT(S)”’] s-{q"}} $O1q°}
Se noteaza:
Kpo = Teenorr | 0 e ot as (4.20)
Ta 0 T _1 0 T ‘
i @ ar| 01 "
KTﬁsz[T?[\PT(s)] L 0}[\1@@) ]st 4.21)
Astfel ecuatia (4.19) devine
oW =[K,,{a}] -stay+[ K,y -1a3] -Sq (4.22)
e =[(K,, +K,,)-ta} | -51q%) (423)

unde K, si K, sunt matricele de rigiditate date de momentul de torsiune transmis

prin arborele analizat conform cu teoria incovoierii barei in forma Timoshenko.

4.5 CALCULUL MOMENTELOR CRITICE DE TORSIUNE LA
FLAMBAJUL DE TORSIUNE A BARELOR FOLOSIND
FORMULAREA TIMOSHENKO

Se poate discuta despre flambaj la compresiune si flambaj la torsiunea arborelui
rotorului. Limita de flambaj la compresiune poate fi determinatd si folosind matricea de

rigiditate [19] publicatd de Kosmatka [Kj] in formularea barei Timoshenko. Practic in

momentul cand termenii matricei de rigiditate Timoshenko [K;] se anuleazd cu termenii

matricei de rigiditate Kosmatka, rigiditatea la incovoierea a arborelui devine nula si are loc
flambajul acestuia. Pe de alta parte, din punctul de vedere al flambajului la torsiune, in mod
asemanator Tn momentul cand termenii matricei de rigiditate Timoshenko se anuleazd cu

termenii matricei de rigiditate datd de momentul de torsiune [Kf] are loc flambajul la
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torsiune. Astfel in formularea ecuatiei de miscare avem pentru formularea in sistem inertial
si solicitare simpla la torsiune,

[k )=[x:]-[x:] s [&J=[K J+ K, | (4.24)

Indicele e denota formularea la nivel de element finit. Considerand momentul de
torsiune notat cu T de forma

r-xEL (4.25)
L

unde EI este rigiditatea la incovoiere a rotorului iar L este distanta Intre lagarele care
sustin rotorul, se poate face urmatoarea formulare in regim static

[K]{g}=0 (4.26)

([K,:1-[K,]){a} =0 (4.27)

Se noteaza matricea de rigiditate datd de momentul de torsiune corespunzator limitei de
flambaj

1

&7 =K (4.28)

Astfel ecuatia (4.27) devine
(K] -k[&7 ]){a}=0 (4.29)
(&7 T 1K, -k[1]) g} =0 (4.30)

Astfel ecuatia (4.30) corespunde unei probleme cu vectori si valori proprii unde
valorile lui k folosite in ecuatia (4.25) conduc la aflarea momentelor de torsiune critice
pentru fenomenul de flambaj la torsiune. Conform cu Ziegler [20] pentru rotoare cu arbori
simplu sprijiniti pe lagare scurte k, =2 -7z (se face mentiunea cd in Ziegler pag.126,127 nu e
inglobat si numarul 7 in coeficientul k astfel incat in lucrarea [20] k£ =2 care este mai apoi
inmultit explicit cu w pentru a ajunge la formula (4.25)). Aceasta permite calculul valorii
maxime pentru momentul de torsiune T de la care incepe sd se manifeste fenomenul de
flambaj la torsiune.

In cazul in care rotorul se afla in miscare de rotatie stabilitatea la deplasari laterale
este influentatd si de fortele giroscopice. Acestea pot avea o influenta stabilizatoare asupra
tendintei de vibratie laterald in cazul in care precesia se desfasoara in sensul de rotatie sau
destabilizatoare in cazul in care precesia are loc in sens invers.
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Astfel pentru cazul general, ecuatia de miscare in sistem de referinta neinertial (2.9)
devine

(Mg +(@[Gl+ 7 [C) g} +([K]+ & [Ku]+ B [Ko ]+ 7 [K o]+

+dﬂ[Kd4]+7}'Q[Kd5]+[KA]—[KT]){(]}_{F}:0. (4.31)

in mod asemanator cu formularea analitica cu deosebirea ca semnificatia matricelor
este diferita ele fiind obtinute prin tehnici de asamblare specifice elementelor finite [12] din
matricele si vectorii definite pentru fiecare element finit si care sunt date in relatiile (4.7) -

,(4.11),(4.24) deduse in capitolele anterioare. In ce priveste matricea coloand {F} este de

mentionat ca poate include si influenta dezechilibrului dedusa in (2.25) pe langa fortele de
tip neinertial.
Se observa cd termenul dependent de momentul de torsiune [K; | influenteaza in

mod negativ rigiditatea la incovoiere a ansamblului rotoric. Aceasta influenta devine foarte
importanta in cazul rotoarelor zvelte si duce la scaderea spre zero a primei frecvente critice
de vibratie laterala in cazul In care momentul de torsiune se apropie de limita de flambaj la
torsiune. De asemenea si celelalte moduri de vibratie inregistreazd scaderi notabile ale
frecventelor proprii de vibratie.

4.6 CALCULUL IN CONTEXTUL DEFORMATIILOR MARI

Pentru determinarea formelor de vibratie si a frecventelor de vibratie in domenii de
varf cum ar fi cel aerospatial simplul calcul de vibratie folosind geometria de fabricatie nu
este satisfacator. Aceasta se intdmpld datoritd faptului cd piesele ce alcituiesc
turbomotoarele si in general componentele puternic solicitate din industria aerospatiala
prezintd modificarea considerabilda a geometriei in timpul functionarii [21] astfel incat
formele de vibratie suferd o modificare substantiald. De asemenea starea de tensiuni din
corpul pieselor cat si campurile de acceleratii la care sunt supuse determind modificarea
considerabila a frecventelor de vibratie. [22] [23] Un caz particular 1l constituie combinarea
dintre cele doud efecte de mai sus avand loc modificarea in mod interactiv a aplicarii
incarcarilor in functie de deformatia piesei. Un exemplu elocvent a acestui fenomen 1l
constituie modificarea directiei locale de aplicatie a fortei centrifuge odata cu deformarea
puternica a structurii analizate. Consecinta variatiei geometriei discului rotorului in functie

de turatie este variatia caracteristicilor sale mecanice cum ar fi momentele de inertie /,(€2)
si 1,(Q). Rezulta ca toate matricele care implica acesti termeni vor fi dependente de turatie.

In consecinta ecuatia de miscare (4.31) devine

[M(Q) g +(Q[6(Q)]+7-[C,()]) {4} +
+([K]+ & [K, (Q) ]+ B[ Ko (Q)]+7° [ Kus (Q) ]+ (4.32)
+ap[ K, () ]+7-Q[ K5 (Q)]+[K, - [K, ] {a} ~{F (@)} =0.
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Datorita dependentei de turatie a termenilor ecuatiei de miscare, turatiile critice se
vor obtine Tn mod iterativ. Se estimeazd valoarea turatiei critice cdutate si apoi se obtin
matricele necesare calculului turatiei critice si se calculeaza turatia critica dorita. Se compara
valoarea estimati cu cea obtinutd pentru a verifica incadrarea in precizia dorita. In cazul in
care nu este Indeplinitd precizia impusa se reia calculul folosind ca turatie criticad estimata
valoarea calculatd in pasul anterior. Se repeta procedura pana cand este atinsa precizia de
calcul dorita.

CAPITOLUL S
APLICATII NUMERICE

5.1 DOUA CAZURI DE REFERINTA DIN LITERATURA
DOMENIULUI DINAMICII ROTOARELOR

5.1.1 Rotor cu un singur disc, analiza in sistem de referinta inertial

Arborele rotorului are raza R = 0.01m si lungimea de 1.4m. Materialul din care este
fabricat rotorul este otel cu densitatea p=7800K g/m>.si modulul de elasticitate E=2-10''"N/m?.
Discul are raza de 0,15m si grosimea de 0,03m.

Pentru dezechilibrul discului sunt date masa dezechilibrului me=10"*kg si distanta
d=0,15m rezultand me'd=1.5-10"m-Kg.

La distanta de doud treimi din lungimea arborelui este amplasat lagarul Lo cu
caracteristici elastice kx=2-10° N/m, kyy=5-10° N/m si cu amortizirile cxx=40 N/m, cy,=100
N/m.

L=0,4m

L/3 2L/3

A
\

Y
NEX,

Ly

Figura 5.1. Rotor cu un disc si trei lagare.(Lalanne pag.191)

S-au folosita pentru discretizarea rotorului in sase elemente de tip Timoshenko.
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a) Diagrama Campbell si formele de vibratie

300 T . . .

400 _[_;}E
=
=

el [=
[=
.g 300 F
—
=)
=
u
,E 200 F N1
o
L=
=
]_{]{] 9 e
o
—
e El
0 i ] ] ]
0 2000 4000 6000 2000 10000 12000

Turatia [rpm]

Figura 5.2. Diagrama Campbell in sistem de referinta inertial (cazul uzual).

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-3
03 E T T . T

1.10E-04m
1 3228rpm

Raspuns (semiaxa mare) [m]

-10 I L I I L

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Turatia [rpm]

Figura 5.3. Deplasarea discului radiala maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv.banda galbena).
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5.1.2 Rotor cu trei discuri, analiza in sistem de referinta inertial

a) Diagrama Campbell si formele de vibratie

L=1.3m

-

A
\

0.5m

|
|
|
»
Lt}
|
|
|
|
|
|
|
1
l
1
1

Figura 5.4. Rotor cu trei discuri si doua lagare.(Lalanne pag.126)

Diagrama Campbell
1200 T T T T =
E1] e
g
1000 | g
e
:
H
£ 800 .
m
g
T 600
£ NI
g E] i
E a0} = -
ES
200 e ' e — HF;L
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Turatia [rpm]

Figura 5.5. Diagrama Campbell in sistem de referinta inertial (cazul uzual).

Cele doud lagire sunt anizotrope cu caracteristicile de elasticitate kw=5-107,
kyy=7-107 si cele de amortizare cx=5-10%, cyy=7-107 diferite pe directia axei Ox fatd de axa
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Oy. Materialul este otel cu densitatea p=7800Kg/m?, modulul de elasticitate E=2-10'" N/m si
coeficientul Poisson v=0,3. Domeniul de functionare este 0 - 30000rpm. Discretizarea cu
elemente finite de tip bard Timoshenko este realizatd conform cu cea prezentata de Lalanne in
[24] pentru a permite comparatia rezultatelor in referentialul inertial obisnuit. Motivul
alegerii acestui caz de calcul este larga sa utilizare in literatura de specialitate, ceea ce
permite comparatia rezultatelor obtinute de autor cu cele publicate deja si implicit validarea
modelului de pornire, iar apoi aprecierea contributiilor originale ale autorului in raport cu
stadiul actual in domeniu.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Calculul raspunsului in frecventa sub actiunea fortei sincrone generate de dezechilibrul celui
de-al doilea rotor (notat R2 in figurile anterioare) masurat la nivelul acestui rotor este redat in
figura de mai jos. Calculul deplasarii maxime radiale reliefeaza existenta celor sapte maxime
locale corespunzatoare celor sapte viteze critice cand liniile de vibratie intersecteaza linia de
excitatie N1. Valorile calculate pentru fiecare turatie critica si frecventa de vibratie asociata
sunt redate Tn primul tabel de mai jos. Pentru comparatie sunt reproduse si valorile de
referinta furnizate de Lalanne pentru exact acelasi rotor in lucrarea [24]. Eroarea relativa
obtinuta n raport cu valorile de referinta este foarte mica fiind egald sau mai mica de 0,2% cu
exceptia celei dea saptea turatie critica la care deplasarea maxima radiala calculata are o
eroare de 1.3% fata de referintd. Sunt evidentiate n mod exact domeniile de precesie inversa
a discului al doilea R2 cat si turatiile la care nu exista precesie (turatiile de inceput si sfarsit
ale zonelor de precesie inversa cand graficul semiaxei mici tinde la zero).

Raspuns rotor la nodul-6

102 | 2.10E-03m |
. 3798rpm

-03

Raspuns (semiaxa mare) [m]

-10 I L L L

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Turatia [rpm]

Figura 5.6. Deplasarea discului R2 radiala maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv.banda galbena).
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Directia preferentiala de vibratie pentru fiecare turatie fara precesie este dictatd de
caracterul neomogen al elasticititii lagarelor pe directia Ox si Oy. In final s-a evaluat si
deplasarea maxima radiald pentru intreg rotorul de 2.2 mm (vezi tezd) la nivelul nodului 8§ la
3798rpm.

Tabel 5.1. Evaluarea preciziei de calcul pentru frecventele critice si amplitudinea de vibratie

Referinta Lalanne pag.131 Rezultate Obtinute in implementarea
Nr.vitezs tabelul 6.3 [24] autorului
critice Turatie [rpm] Raspuns [m] lezg:rg;r;]] Rf::)ouar:zc;:;]]
1 3620.4 9.38E-04 3619.9 (0.0%) | 9.38E-04 (0.0%)
2 3798.1 2.10E-03 3798 (0.0%) 2.10E-03 (0.0%)
3 10018 5.00E-05 10015 (0.0%) 5.00E-05 (0.0%)
4 11279 1.30E-04 11279 (0.0%) 1.30E-04 (0.0%)
5 16785 4.21E-06 16776 (0.1%) 4.20E-06 (0.2%)
6 24408 6.84E-05 24398 (0.0%) 6.85E-05 (0.1%)
7 26615 3.09E-05 26595 (0.1%) 3.13E-05 (1.3%)

5.2 ROTOR iN SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL SOLICITAT
LA ACCELERATIE PE DIRECTIA AXEI LAGARELOR ROTORULUI

In cazul aplicarii unei acceleratii pe directia axiala formularea Timoshenko a matricei
de rigiditate se modificd prin adaugarea unei matrice suplimentara numitd matricea de
rigiditate diferentiald [19]. Astfel ca in cazul in care apare o tensionare a elementelor de tip
bara Timoshenko se produce o crestere a rigiditatii elementului rezultand cresterea frecventei
fundamentale de vibratie a intregului ansamblu rotoric. La aplicarea in sens opus a
acceleratiei fatd de cazul anterior apare o scadere a rigiditatii elementului de tip bara astfel
incat frecventa de vibratie fundamentala suferd o scddere proportionalda cu marimea
acceleratiei. In cazul rotoarelor cu arbori zvelti aceastd scidere se poate manifesta pana la
atingerea valorii zero pentru frecventa naturald de vibratie fapt ce corespunde cu flambajul
arborelui rotorului. Un alt factor care influenteazd frecventa de vibratie naturald a rotoarelor
este, asa cum s-a demonstrat in aceastd lucrare, momentul de torsiune si implicit puterea
vehiculata de masina rotativa. Din acest punct de vedere, intotdeauna cand are loc cresterea
puterii transferatda prin arborele masinii rotative se produce scdderea frecventei
fundamentale de vibratie a rotorului.
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5.2.1. Rotor cu un disc

a) Cazul solicitarii la compresiune: Acceleratie pe directia 0z = 30000 m/s2.

S-a ales valoarea deosebit de mare a acceleratiei pentru a se evidentia clar pe
diagrama Campbell efectul acceleratiei axiale. Pentru valori uzuale ale acceleratiei ar fi de
dorit utilizarea unor modele de rotoare zvelte cum ar fi arborele de la elicea anticuplu a
elicopterului dar acestea nu sunt usor accesibile in literatura publicata in domeniul rotoarelor.

In acest caz se produce compresiunea arborelui. Frecventa fundamentala de vibratie

este zero Hertz si ceea ce se traduce prin flambajul arborelui.

b) Cazul solicitarii la intindere: Acceleratie pe directia 0z =-30000 m/s2.

Toate frecventele proprii suferd o crestere notabild datoritd aparitiei unei forte

inertiale de intinde a arborelui.

5.2.2. Rotor cu trei discuri

a) Cazul solicitarii la compresiune: Acceleratie pe directia 0z = 30000 m/s?

Hz]

Frecvente vibratie [

Figura 5.7. Diagrama Campbell in sistem de referinta neinertial (a,= 30000 m/s?). Cu linie
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albastra intrerupta este redat cazul inertial.

33




Dinamica Masinilor Rotative in Sisteme Neinertiale

Pentru configuratia cu trei discuri aleasa arborele este foarte rigid si are loc o variatie
moderatd a liniilor de vibratie la solicitarea de acceleratie pe directia axiald aplicata. Astfel
pastrand marja de sigurantd de 10%, domeniul de functionare In vecindtatea turatiei
nominale este 92 — 100%. Aceasta rezultd intr-o crestere de 6% a acestui domeniu de
functionare in raport cu cazul inertial.

b) Cazul solicitarii la intindere: Acceleratie pe directia 0z =-30000 m/s2.

Pentru cazul acceleratiei care determina intinderea arborelui se remarca o deplasare
ascendentd a liniilor de vibratie in diagrama Campbell. Aceastd deplasare are loc de o
maniera in care daca se verifica intersectia N1/F7 se constatd ca nu mai respectd marja de
siguranta impusa de 10%. Se poate astfel concluziona ca functionarea masinii rotative la
turatia nominald devine periculoasd si se impune reducerea turatiei de functionare in
domeniul 64 — 78%. Prin intindere are loc cresterea rigiditatii arborelui astfel incat lagarele
devin mai solicitate la miscarea de vibratie decat in cazul inertial.

Diagrama Campbell
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Figura 5.8. Diagrama Campbell in sistem de referintd neinertial (a,= -30000 m/s?). Cu linie
albastra intrerupta este redat cazul inertial.
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5.3 ROTOR iN SISTEM DE REF ERINTA NEINERTIAL SUPUS
ACCELERATIILOR DATORATE UNUI VECTOR DE ROTATIE
PERPENDICULAR PE AXA LAGARELOR

5.3.1 Rotor cu un disc, rotatie in jurul lagarului axial (02 =0rps,  =30rps,y = 0)

a) Determinarea diagramei Campbell

In cazul masinii rotative in sistem de referinti care se roteste in jurul axei Oy ce trece
prin lagarul axial radial, din punct de vedere cantitativ, este dominant efectul intinderii
arborelui care produce cresterea frecventelor liniilor de vibratie. Din punct de vedere
calitativ este determinantd influenta directa a rotatiei sistemului de referintd neinertial astfel
incat liniile de vibratie nu mai pornesc (la turatia zero) din doud puncte corespunzator celor
doua forme de vibratie ci pornesc din patru puncte. Aceastd impartire este datoratd
fenomenului numit ,,spin softening” manifestat pentru vibratia in planul perpendicular pe
vectorul de rotatie.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Se produce deplasarea spre frecvente superioare a turatiilor critice.

5.3.2 Rotor cu un disc, rotatie in jurul centrului de masa al discului
(d = 0rps, B =30rps,y = O)

In cazul in care sistemul de referintd neinertial cu originea in centrul de masi al
discului tensiunea din arbore datoratd fortelor inertiale este minima, practic neglijabild in
acest caz particular. Aceasta face ca sa se evidentieze cu claritate efectul rotatiei sistemului
neinertial asupra diagramei Campbell. Se observa ca liniile de vibratie corespunzatoare
aceleiasi forme de vibratie nu mai pornesc din acelasi punct la turatia zero. Acest fapt se
datoreaza aparitiei fenomenului de ,,spin softening” in planul perpendicular pe vectorul de
rotatie al sistemului de referinta neinertial Ox1y1zl.

a) Determinarea diagramei Campbell
Tensiunea in arbore este minimizatd. Are loc o usoard scadere a frecventei
fundamentale.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Amplitudinea vibratiei frecventei fundamentale creste foarte mult.
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5.3.3 Rotor cu un disc, rotatie in jurul capatului opus lagarului axial
(02 = 0rps, B =30rps,y = 0)

In acest caz cele doud fenomene concurd la realizarea unei cresteri aparente a

compresiune, si de aceea contributia matricei [K,] este in sensul scaderii rigiditatii

rotorului.

a) Determinarea diagramei Campbell
Apare o fortd inertiald de compresiune in arbore. Frecventa fundamentala scade la
zero Hertz semnaland astfel flambajul arborelui.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Deplasarea laterala la turatie zero este nenuld datoritd fortelor inertiale si
dezechilibrului.

5.3.4 Rotor cu trei discuri, rotatie in jurul lagarului axial
(02 = 0rps, B =30rps,y = O)

a) Determinarea diagramei Campbell

Diagrama Campbell
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Figura 5.9. Diagrama Campbell in sistem de referint neinertial ( £ = 30rps ).Cu linie
albastra intrerupta este redat cazul inertial.
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Pentru cazul cand sistemul de referinta neinertial este amplasat cu originea in lagarul
axial radial starea de tensiune axiala este considerabila. Diagrama Campbell aratd deplasarea
usor ascendenta a liniilor de vibratie cu exceptia liniei F1 care este cea mai sensibila la
rotatia conform cu o axa perpendiculara pe axa lagarelor. Se poate spune ca in cazul liniei F1
fenomenul de ,,spin softening” are o influentd mai mare decat tensionarea arborelui.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-6

) T T T T T
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Figura 5.10. Deplasarea discului R2 radiald maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv.banda galben). Cu linie albastra intrerupta
este redat cazul inertial pentru comparatie.

5.3.5 Rotor cu trei discuri, rotatie in jurul centrului de masa al rotorului
(02 = 0rps, B =30rps,y = 0)

a) Determinarea diagramei Campbell
In acest caz tensiunea axiald in arbore datoratd fortelor inertiale este minimizata si
astfel expresia fenomenului de ,,spin softening” se evidentiaza mai bine.

37



Dinamica Masinilor Rotative in Sisteme Neinertiale

Diagrama Campbell
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Figura 5.11. Diagrama Campbell in sistem de referinta neinertial ( S = 30rps) .Cu
linie albastra intrerupta este redat cazul inertial.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-6
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Figura 5.12. Deplasarea discului R2 radiala maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv. banda galbend). Cu linie albastra
intrerupta este redat cazul inertial pentru comparatie.
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5.3.6 Rotor cu trei discuri, rotatie in jurul capatului opus lagarului axial al
rotorului (0'5 =0rps, B =30rps,y = 0)

a) Determinarea diagramei Campbell

In acest caz amplasarea sistemului de referinti neinertial la capatul opus lagarului
axial produce comprimarea arborelui rotorului. Astfel ca cele doud efecte care guverneaza
vibratia rotorului ,,spin softening” si comprimarea arborelui se combind in mod aditiv

conducand la scaderea frecventelor pentru toate liniile de vibratie si in mod special pentru
linia de vibratie F1.

Diagrama Campbell
1200 . T

YA - ==
g =8

7, gy, o = 2 = N2
000 & w N N ==

Frecvente vibratie [Hz

1] 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Turatia [rpm]

Figura 5.13. Diagrama Campbell in sistem de referintd neinertial ( £ = 30rps) . Cu linie

albastra intrerupta este redat cazul inertial.
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b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-6
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Figura 5.14. Deplasarea discului R2 radiald maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv.banda galbend). Cu linie albastra intrerupta
este redat cazul inertial pentru comparatie.

54 ROTOR iN SISTEM DE REFERINTA NEINERTIAL SUPUS
ACCELERATIILOR DATORATE UNUI VECTOR DE ROTATIE
COLINIAR CU AXA LAGARELOR

5.4.1 Rotor cu un disc, rotatie directa (02 =0rps, =0,y = 30rps)

Pentru rotatia sistemului de referintd neinertial in sens direct in jurul axei lagarelor
migcarea de precesie inversa apare ca fiind mai rapidd cu diferenta de frecventa
corespunzatoare rotatiei in jurul axei lagarelor (30rps -» 30Hz). Pe de altd parte rotatia in
jurul axei lagarelor amplifica forta data de dezechilibru si duce la deplasari radiale mai mari
comparativ cu cazul inertial.

a) Determinarea diagramei Campbell
Frecventa fundamentala manifesta o scadere notabila si schimba directia de precesie.
Celelalte frecvente de vibratie sunt mai mari comparativ cu cazul inertial.
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b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Deplasarea radiala pentru prima frecventd de vibratie creste foarte mult. Pentru
celelalte frecvente are loc reducerea amplitudinii maxime de vibratie.

5.4.2 Rotor cu un disc, rotatie inversa (& = 0rps, =0, = -30rps)

In cazul rotatiei sistemului de referinti neinertial in sens invers fatd de turatia
nominala a rotorului are loc modificarea efectelor precesiei inverse si a precesiei directe ceea
ce produce deplasarea liniilor de vibratie F1 si partial F2+F3 cu aproximativ 30Hz. Turatia
sistemului neinertial y este considerata constantd si deci ea actioneaza si atunci cand turatia

proprie a masinii rotative Q este nuld generand astfel fenomene de precesie la turatie zero.

a) Determinarea diagramei Campbell

Frecventa fundamentald scade in comparatie cu cazul inertial si isi pastreaza sensul
de precesie. Datoritd momentului giroscopic indus de rotatia sistemului neinertial liniile de
vibratie perechi nu mai pornesc din acelagi punct (de la aceeasi frecventd) la turatia zero.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului
Amplitudinile de vibratie laterald la solicitarea dezechilibrului sunt mai reduse decat
in cazul inertial.

5.4.3 Rotor cu trei discuri, rotatie directa (02 =0rps, f=0,7 = 30rps)

Pentru rotorul cu trei discuri, rotatia sistemului de referintd neinertial in sensul direct
duce la cresterea frecventelor liniilor de vibratie cu precesie inversd si la scdderea
frecventelor liniilor de vibratie cu precesie directd. Comparativ cu cazul inertial acest fapt ar
conduce la intersectia liniilor de vibratie alaturate. In realitate lucrul acesta nu se intimpla si
are loc un fenomen mai complex. Liniile de vibratie pornesc ca si cum urmeazd sd se
intersecteze dar in loc sd se intersecteze se transformd, cea de precesie directd in linie de
precesie inversd §i cea de precesie inversa se transformd in linie de precesie directd. Acest
fapt poate fi exemplificat pentru liniile de vibratie F5 si F6. Se observd din diagrama
Campbell ca linia F5 se transforma intre turatiile 10000rpm si 12500 rpm din precesie
directa in precesie inversa fara a se intersecta cu linia F6. Modificarea liniilor de vibratii este
de natura sa faca imposibild functionarea in marja de siguranta de 10% la turatia nominala.
Deplasarea laterald sub influenta dezechilibrului creste fatd de cazul inertial datorita efectului
de ,,spin softening” adus de rotatia sistemului neinertial.
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a) Determinarea diagramei Campbell

Diagrama Campbell

Frecvente vibratie [Hz]
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Figura 5.15. Diagrama Campbell in sistem de referinta neinertial
(d =0rps, f=0,7 = 30rps) . Cu linie albastra intrerupta este redat cazul inertial.

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-6

3.06E-03m
B
g
g
o
i
|
-
& I
08 Yy | ]
10
! g g g g g
/ g g g g
-09
107 g.a. = a a
10.10 i i I i i
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Turatia [rpm]

Figura 5.16. Deplasarea discului R2 radialda maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv.banda galbend). Cu linie albastra
intrerupta este redat cazul inertial pentru comparatie.
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5.4.4 Rotor cu trei discuri, rotatie inversa (az =0rps, f=0,7 = —30rps)

Pentru rotatia in sens invers a sistemului de referintd neinertial Oxlylzl se
inregistreaza scaderea frecventelor de vibratie pentru liniile de vibratie de precesie inversa si
cresterea frecventelor de vibratie pentru liniile de precesie directd. Acest fapt se datoreaza
aparitiei unei influente echivalente cu cea giroscopica si care are o influenta ce se adauga la
toate turatiile. Raspunsul la solicitarea dezechilibrului capata o diferenta majora fata de cazul
inertial prin scaderea la zero a deplasarii laterale atunci cand turatia rotorului devine egala cu
30rps (1800rpm). Acest fapt se explica prin disparitia fortei centrifuge ce actioneazd asupra
dezechilibrului. Din punctul de vedere al zonelor de functionare a rotorului o marja de
siguranta de 10% inseamna cd rotorul poate functiona strict la turatia nominald Nn, zona 81
—99% fiind interzisa datorita intersectiei N1/F7.

a) Determinarea diagramei Campbell

Diagrama Campbell
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Figura 5.17. Diagrama Campbell in sistem de referintd neinertial
( a=0rps.B=0,7=-3 Orps\l . Cu linie albastra Intrerupta este redat cazul inertial.

43



Dinamica Masinilor Rotative in Sisteme Neinertiale

b) Raspuns in frecventa la solicitarea dezechilibrului

Raspuns rotor la nodul-6
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Figura 5.18. Deplasarea discului R2 radialda maxima la actiunea dezechilibrului cu
evidentierea zonelor de precesie inversa (prec. inv. banda galbeni). Cu linie albastra
Intrerupta este redat cazul inertial pentru comparatie.

5.5 DETERMINAREA ANVELOPEI NEINERTIALE DE
FUNCTIONARE A ROTORULUI

Doua limite fundamentale stau la baza determinarii anvelopei de functionare a unui
rotor in general si acestea sunt tensiunea Von Mises maxima admisibild a materialelor
folosite si limita de flambaj a axului rotorului. In plus fati de aceste doua limitari general
valabile se pot detalia si alte limitari date de marje de siguranta in exploatare, rezonante, etc.
Mai jos sunt reprezentate anvelopele neinertiale pentru un rotor din otel cu limita la curgere
2.5E8 Pa. Din prima diagrama se observa ca la aplicarea de acceleratie axiald momentul de
torsiune din rotor trebuie redus astfel incat sa nu se depadseascd limita la curgere a
materialului, tensiunea maxima admisibila Von Mises. In cea de a doua figuri este verificata
variatia frecventei fundamentale de vibratie in domeniul anvelopei de functionare. In acest
caz limitarea pe criteriul tensiunii Von Mises intervine inainte sa apara fenomenul de flambaj
astfel incat acesta din urma nu intervine in construirea anvelopei neinertiale.
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Figura 5.19. Anvelopa neinertiald datorata limitei la curgere a materialului folosit.
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Figura 5.20. Anvelopa neinertiald. Verificarea limitei la flambaj prin evaluarea
frecventei fundamentale de vibratie a rotorului.
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CONCLUZII
C.1. CONCLUZII GENERALE

Lucrarea scoate in evidentd importanta studiului dinamicii rotoarelor in sisteme de
referintd de tip neinertial in proiectarea masinilor rotative destinate in special domeniului
aerospatial. Abordarea din cadrul lucrarii este puternic orientatd spre aplicatia practica
necesard in mod uzual inginerului din domeniul aeronautic si este rezultatul provocarilor
intalnite de autor In decursul celor cincisprezece ani de activitate n parteneriat cu companii
de renume cum ar fi SAFRAN, ESA, AIRBUS, DLR, ONERA, CIAM. Desi exemplele
abordate in cadrul lucrdrii sunt alese din literatura de specialitate pe criteriul de a fi bine
cunoscute si documentate, modul cum sunt tratate cazurile de calcul sunt elocvente pentru
toate cazurile practice intdlnite Tn domeniul neinertial si in special domeniul aerospatial.
Activitatea de pionierat la nivel mondial desfasuratd de teoreticieni precum Voinea R. si
Stroe I. [1] este dezvoltata in detaliu tinand cont totodata de evolutia actuala la nivel mondial
cu accent pe dezvoltarea tehnicilor de element finit [2] capabile sa analizeze configuratii
geometrice si ansamble de piese foarte complexe. Dezvoltarea teoretica a fost realizata
pornind de la reprezentarea simpld sub forma unui punct material supus la diverse forte des
intalnite in experienta practicd cum ar fi prezenta fortelor axiale si radiale cat si a
momentului de torsiune implicat in transmisia de putere intre diversele sectiuni ale rotorului.
Apoi, pe baza concluziilor deduse pentru cazul punctului material a fost dezvoltata o teorie
in domeniul elementelor finite. Reprezentarea de tip bara Timoshenko a fost aleasd pentru a
fi imbogatita cu elementele teoretice necesare pentru realizarea calculelor specifice dinamicii
rotoarelor. Motivul se datoreazad preciziei foarte bune, a vitezei de calcul relativ mare si a
utilizérii pe scard largd cu rezultate foarte bune 1n domeniul calculului de rezistenta
materialelor si a analizei la vibratii a rotoarelor. Astfel, pe parcursul lucrarii, a fost pusa la
punct o metodologie de analiza care satisface cerintele intdlnite la toate aplicatiile practice de
rotoare din domeniul aerospatial. In capitolul referitor la aplicatii numerice sunt
exemplificate toate configuratiile tipice de neinertialitate ce pot fi Intalnite in activitatea
practica si este evidentiatd importanta considerarii teoriei neinertiale in comparatie directd cu
cea inertiald utilizatd in mod uzual. In functie de magnitudinea vitezelor unghiulare ce
implica sistemul de referintd neinertial atasat rotorului cat si de zveltetea si alte particularitati
ale rotorului se poate ajunge chiar la situatia cedarii catastrofale a rotorului. Fenomenele
implicate, tindnd de flambajul axului rotorului sub actiunea acceleratiilor sau datorita
modificarii dramatice a frecventelor critice astfel Incat sa se inregistreze suprapunerea peste
domeniul de functionare, au fost analizate in detaliu cu evidentierea masurilor de siguranta
care trebuie adoptate pentru fiecare caz particular.

C.2. CONTRIBUTII ORIGINALE

O contributie importantd a lucrarii de fatd o constituie deducerea formei complete a
teoriei Timoshenko pentru bare cu includerea influentei momentului de torsiune asupra
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frecventei de vibratie laterald. In domeniile in care este necesard o evaluare precisi a
vibratiilor masinilor rotative cum ar fi domeniul aerospatial, teoria barei Timoshenko este
una dintre cele mai folosite deoarece, in general, este una dintre cele mai avansate teorii la
momentul actual. Totusi pentru domeniul rotoarelor cu arbori zvelti, caracterizati prin
coeficient de zveltete a arborelui R/2L < 0.0025 [17] si puternic incarcati cum ar fi
transmisia de la elicea anticuplu a elicopterului, momentul de torsiune care insoteste
transmiterea puterii modificd dramatic frecventele proprii de vibratie. Astfel pentru aceste
cazuri este absolut necesard considerarea influentei momentului de torsiune asupra
frecventelor de vibratie laterale. Utilitatea deosebitd a acestei contributii este datd si de
domeniul mult mai larg de aplicatie care nu se limiteaza doar la domeniul prezentei teze ci
afecteaza toate masinile rotative si in special cele cu arbori zvelti.

O nota suplimentara de originalitate este si abordarea teoriei In prezenta deformatiilor
mari.

O contributie notabild o reprezintd elaborarea programului numeric de analiza
complexa a rotoarelor in sisteme de referintd neinertiale, elaborat de autor folosind limbajul
de programare Matlab.[25, 26] Cu acest program complex, au fost trasate toate curbele din
cuprinsul tezei.

Nivelul maxim de simplificare a capitolului cinci in domeniul aplicativ poate fi
considerat de asemeni o contributie importantd deoarece face accesibila teoria neinertiald a
rotoarelor pentru majoritatea cercetatorilor din domeniul mecanicii aplicate. Simplificarea
prezentarii a fost facutd astfel incat sa se evidentieze fenomenele cauzate de evolutia
neinertiald a rotoarelor nu prin scaderea gradului de generalitate a abordarii ci prin alegerea
judicioasd a amplasarii sistemului de coordonate neinertial in raport cu componentele
rotorului si in raport cu un sistem inertial. Aplicatia nemijlocitd In domeniul robotilor
industriali este evidenta cand se considerd centrele de frezare in cinci axe la care un brat
robotic manevreaza o freza de mare turatie. Pe de altd parte modul de construire a bratelor
robotice implica folosirea de motoare electrice cu turatie relativ mare a caror cuplu mic este
transformat prin mecanisme reductoare in cuplu mare si viteza unghiulard mica. De aici
rezultd ca fiecare element al bratelor robotice poate contine o masind rotativd (rotile
reductorului) in sistem neinertial. Desi nu este evident, teoria din domeniul roboticii st la
baza prezentarii simplificate a capitolului cinci referitor la aplicatii numerice. Teorema lui
Chasle [27-29] demonstreaza cd orice miscare a unui corp solid poate fi consideratd ca o
rotatie in jurul unei axe insotitd de o translatie dupd aceeasi axa. Astfel rezultd cea mai
simpla alegere a sistemului de axe neinertial legat de masina rotativa avinda axa Oz
coincidentd cu aceastd axd a miscdrii. Totusi din punct de vedere practic este mai utila
folosirea unui sistem de referintd neinertial amplasat pe axa lagarelor masinii rotative.
Metoda Denavit-Hartenberg [27-29] din domeniul roboticii este utilizata pentru a transforma
sistemul neinertial cu miscare dupa o axa (conform teoremei Chasle) intr-un sistem neinertial
coliniar cu axa lagarelor cu migcare dupa doud axe.

Meritul si contributia abordarii din capitolul de aplicatii numerice este ca pune la
dispozitia oricarui specialist din domeniul aerospatial si al roboticii o metoda de clasificare
din punct de vedere calitativ a efectelor unei miscari generale asupra masinii rotative prin
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interpretarea pozitiei sistemului neinertial obtinut prin metoda Denavit-Hartenberg in raport
cu centrul de masa al rotorului si lagarul axial. De exemplu pentru un rotor care are lagarul
axial pozitionat la stanga centrului de masa al rotorului si sistemul de axe neinertial obtinut
prin metoda Denavit-Hartenberg se afld tot la stinga centrului de masa atunci efectele
rotatiilor neinertiale vor fi similare cazului cand sistemul neinertial este amplasat cu originea
in lagarul axial.

Pentru estimarea cantitativi a acestor efecte trebuie aplicatd teoria numerica
dezvoltatd in lucrarea prezentd si in functie de limitele de rezistentd ale materialelor si
solutiilor constructive folosite se poate calcula anvelopa neinertiald de functionare a masinii
rotative ce descrie domeniul de functionare sigurd a masinii rotative aflatd intr-un sistem
neinertial. Deoarece caracterul de neinertialitate este dat de cele trei viteze de rotatie si de
cele sase acceleratii asociate axelor sistemului neinertial rezultd cd anvelopa de functionare
in domeniul neinertial este o hipersuprafatd in spatiul cu noud dimensiuni. Pentru rotoarele
care vehiculeazd putere, respectiv moment de torsiune, este utild includerea acesteia in
anvelopa inertiald pentru a obtine legea de reglare a masinii rotative la solicitari in domeniul
neinertial (se regleaza turatia). In scopul vizualizirii rezulti diagrame precum cele din
subcapitolul 5.5 care sunt de mare ajutor pentru proiectarea preliminara atdt a masinii
rotative 1n sine cat si a vehiculului care este dotat cu aceastd masind rotativa. Sunt ilustrate
cele doud limitdri universal valabile, limita de tensiune Von Mises care nu poate depasi
limita de curgere a materialului rotorului si a cea a frecventei fundamentale (1F@Nn) care
nu poate fi nuld, caz in care s-ar produce flambajului rotorului (flambaj la compresiune,
torsiune sau combinat).

Nu in cele din urmé este de mentionat contributia aplicativa a autorului in domeniul
patentelor internationale materializata prin aplicarea pe durata studiilor doctorale pentru trei
patente in domeniul turbomotoarelor de aviatie prin intermediul sistemul francez de
patentare cu scopul cresterii sigurantei transportului aerian in situatia ruperii unei palete de
turboventilator. O parte dintre contributiile originale mentionate in acest paragraf au fost
publicate de autor in reviste de specialitate nationale, in cadrul aplicatiilor pentru patente in
sistemul francez de patentare precum si la conferinte internationale. [9, 18, 30-39]

Prezenta lucrare introduce in literatura de specialitate romaneasca o teorie actualizata
bazatd pe formularea Timoshenko capabila sa sustind analiza dinamicd pentru rotoare de
orice grad de complexitate constituind astfel o contributie absolut necesara pentru domeniul
aerospatial.

C.3. PERSPECTIVE DE DEZVOLTARE ULTERIOARA

In cuprinsul lucrarii au fost abordate toate cazurile semnificative pentru rotoarele ce
functioneaza in sistem de referinta neinertial. Totusi un domeniu deschis dezvoltdrii rdmane
cel al metodelor numerice folosite cu scopul cresterii vitezei de calcul indeosebi pentru
calculul explicit neliniar. In aceastd lucrare a fost folositi metoda Runge-Kutta, o metoda
recunoscutd pentru robustetea sa, dar care nu este satisfacatoare din punctul de vedere al
timpului de calcul. In acest scop se pot dezvolta metode bazate pe algoritmi mai eficienti
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cum ar fi Wilson teta, metode dezvoltate special pentru domeniul dinamicii rotoarelor in
sistem de referintd neinertial.

O alta directie importantd de dezvoltare o constituie analiza masinilor rotative cu
discuri flexibile. Un astfel de caz il constituie de exemplu rotoarele de turbomotoare, dublu
flux cu grad mare de dilutie, rotoarele de elicopter sau cele pentru turbinele eoliene. Desi in
prezent existd metode pentru abordarea acestor probleme, se pot imbunatiti si mai mult
viteza de calcul cét si rezultatele obtinute in scopul evidentierii fenomenelor ce guverneaza
masinile rotative in sistem de referinta neinertial.

Nu 1n cele din urma se poate dezvolta metoda elementelor finite astfel incat nu doar
intreaga masind rotativa s aiba un sistem de referintd neinertial ci fiecare element finit sa
posede sistemul sau de referintd propriu neinertial care se va raporta printr-o transformare de
coordonate la sistemul de referintd neinertial al masinii rotative. Aceastd implementare
conferd o libertate deplind in abordarea deformatiilor mari ale pieselor componente din
masina rotativa indiferent de gradul de complexitate geometrica.

O problema foarte dificild in domeniul dinamicii masinilor rotative cu geometrie
complexa 1n sistem neinertial este capacitatea de calcul foarte mare necesara pentru a asigura
gradul de certitudine impus in functionare. Conform normelor Agentiei Spatiale Europene
coeficientul de sigurantd uzual folosit In proiectarea si calculul navelor spatiale este
1.25.[40] Existd cazuri in care simplificarea geometriei prin elemente unidimensionale cum
ar fi bara de tip Timoshenko nu furnizeaza toate informatiile necesare pentru validarea
proiectului fiind necesare si simuldri cu elemente tridimensionale. Acestea sunt necesare, de
exemplu, pentru calculul concentrarilor de tensiuni la nivelul racordarilor cu raza micd. Un
model de calcul cu elemente tridimensionale cum ar fi hexaedre si tetraedre va fi in final de
cateva zeci de mii pana la milioane de ori mai complex decat un model simplu cu elemente
unidimensionale de tip bara. In consecinta timpul si infrastructura de calcul necesare vor fi
atat de mari incat adesea aceasta abordare nu este posibild din punct de vedere practic date
fiind termenele de realizare limitate si dotarea speciald necesard pe partea de software si
hardware.

In acest scop se poate dezvolta metoda modelarii cu latice de bare, se poate trece
foarte rapid de la un model unidimensional, precum cel tratat in lucrarea prezenta, la un
model bidimensional in plan si in cele din urméa la un model tridimensional. Se pot face
rafindri locale pentru a cunoaste rapid comportarea masinii in zonele critice care sunt cele
mai solicitate in functionare. Alt avantaj al acestei tehnici este viteza mare de modelare,
calcul si optimizare in timpul proiectarii preliminare cand accentul cade pe validarea solutiei
si mai putin pe precizia rezultatelor.

In final pentru domenii cum este cel acrospatial se pot implementa rapid scenarii de
cedare catastrofald a diverselor componente a masinii rotative cu scopul evaludrii si
optimizarii gradului de sigurantd in exploatare. Este cunoscut cd standardele actuale in
aviatie impun functionarea in sigurantd a aeronavei chiar si in cazul, de exemplu, a ruperii
unei palete de turboventilator. Tehnica de modelare cu latice de bare este foarte potrivita in
aceste cazuri deoarece permite modelarea fisurilor, a rupturii, in mod nativ fara a fi necesara
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introducerea de elemente speciale in model si fard a fi necesard regenerarea matricei de

rigiditate la fiecare modificare a fisurii, rupturii.

[10]

[11]
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