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Introducere

Prezenta Teza de doctorat a constituit o provocare atat din punct de vedere matematic, cat si
din perspectiva ingineriei aplicate.

Tntr-adevar, din punct de vedere matematic, Teza este un studiu al stabilitatii Liapunov a
punctelor de echilibru ale sistemelor descrise de ecuatii diferentiale neliniare cu argument
intarziat, avand o structurd comutanta, pe baza unor legi de comutare necontrolata din exterior.
Astfel, problema abordata devine una complexa, cu un anumit caracter de unicitate in literatura.
Pentru unele din aceste sisteme este analizat cazul stabilitatii critice a echilibrului prin
recurgerea la o abordare Liapunov-Malkin. Se propun douia modele matematice. Tn ambele
studiul stabilititii se bazeaza pe utilizarea unor functionale de tip Liapunov-Krasovskii. Tntr-un
model se studiaza simultan problemele ridicate de neliniaritatea sistemului: caracterul
comutant, introducerea unei intarzieri pe stare si considerarea unui caz critic in care o valoare
proprie este nula. In cel de-al doilea model matematic este abordat situatia unui sistem neliniar,
comutant si cu intarziere pe control, fiind propusda o solutie bazatd pe metoda controlului
predictiv. Cazul critic de stabilitate a fost inlaturat prin considerarea in modelul matematic a
unor termeni care provin din scurgerile inerente in distribuitor si hidrocilindru, in contrapondere
modelul fiind completat cu intarzierea in timp pe variabila de control.

In literatura de specialitate sunt frecvente lucrarile privind analiza sistemelor liniare cu
ntarziere cu ajutorul functionalelor Liapunov-Krasovskii. Sistemele neliniare cu intarziere sunt
mai putin tratate in literatura, poate si din cauza gradului ridicat de dificultate a unei astfel de
probleme. Totusi, recent, atentia specialistilor din domeniu incepe sa se indrepte spre acest tip
de sisteme.

In ceea ce priveste sistemele cu comutare, si aici exista, in ultimul timp, un interes crescut,
mai ales datorita aplicatiilor frecvente din domeniul tehnicii si al comunicatiilor.

Noutatea apare in momentul Tn care cele doua teme, cea a sistemelor neliniare cu intarziere
si cea a sistemelor cu comutare, sunt privite simultan. Despre aceasta directie este vorba in
prezenta Teza de doctorat, tema fiind larg dezvoltata in capitolele Tezei.

Privind din punct de vedere ingineresc, se propune o aplicare a modelelor matematice la
servomecanisme hidraulice, Tn mod special la servomecanisme electrohidraulice. Tntr-adevar,
modelul matematic al servomecanismului hidraulic este caracterizat de o lege de comutare
interna, necontrolata, arbitrara.

Teza este structurata in patru capitole, insotite de Introducere si Lista Publicatiilor ce preced
primul Capitol, si de Concluzii si o lista de Referinte bibliografice in continuarea ultimului
Capitol.



Tn rezumat, in primul Capitol prezinti 0 privire de ansamblu a ceea ce inseamni ecuatiile
diferentiale cu intarziere. Se da definitia notiunii de solutie, precum si definitiile clasice de
stabilitate in sens Liapunov. Totodata, se introduc notiunile de sistem cu comutare si se prezinta
modalitati de studiu ale acestora. Ceea ce este de semnalat la sistemele cu comutare este ca daca
subsistemele constitutive sunt stabile, sistemul considerat ca Tntreg nu este garantat stabil. Mai
mult, o lege de comutare controlata poate stabiliza subsisteme instabile, sau poate destabiliza
subsisteme stabile, daca nu este adecvat conceputi. Tn cazul Tezei, dificultatea analizei deriva
si din faptul ca legea de comutare este una structurala, adica necontrolabila.

In Capitolul 2 se abordeaza cazul intarzierii pe stare simultan cu problematica cazului critic.
Acest fapt duce la aplicarea unui aparat matematic de tip Malkin, combinat cu utilizarea unor
functionale complete Liapunov-Krasovskii. Tn urma unor transformari de variabile, sistemul
initial alcatuit din cinci ecuatii diferentiale se rescrie ca un sistem diferential de ordinul patru si
o ecuatie care contine doar termeni neliniari. Astfel, stabilitatea sistemului neliniar cu valori
proprii nule se deduce pe baza unei conditii de stabilitate a partii liniare a sistemului de ordin
patru adus la forma Liapunov-Malkin. Se demonstreaza o teorema care da conditii suficiente
de stabilitate a punctului de echilibru pentru sisteme neliniare cu comutare necontrolata si
ntarziere pe stare.

Un alt tip de sistem neliniar cu intérziere si comutare structurala este studiat in Capitolul 3.
Tn acest caz, intarzierea este considerata pe variabila de control, iar cazul critic de stabilitate
este eludat prin considerarea unui model matematic mai apropiat de obiectul real studiat. Se
propune o metoda pentru obtinerea unui control cu predictie a starii. In acest context, se enunti
o teoremd care da conditii suficiente de stabilitate a punctului de echilibru pentru sisteme
dinamice neliniare cu intérziere pe control si comutare structurald, necontrolata.

Capitolul 4 este dedicat aplicatiilor la servomecanisme hidraulice a teoriilor dezvoltate in
capitolele precedente. Tn Sectiunea 4.1, se di o descriere generali a servomecanismelor
hidraulice. Mai mult de atat, se propun cateva modele matematice Tn care sunt prezente
intarzierea pe diferite variabile si caracterul comutant. In Sectiunea 4.2 se aplica teorema din
Capitolul 2, iar Tn Sectiunea 4.3 se gaseste 0 aplicatie a teoremei din Capitolul 3. Prin aplicatii
numerice se evidentiaza caracterul conservativ dat de utilizarea functionalelor Liapunov-
Krasovksii. Se identifica, atat analitic, cat si numeric, valoarea maxima a intarzierii pentru care
sistemul ramane stabil, acest lucru fiind relevant pe graficele aferente. Sectiunca 4.3 este
dedicata unui studiu in domeniul discret in cadrul metodei controlului predictiv.

Toate rezultatele obtinute pe parcursul cercetarii stiintifice din cadrul tezei de doctorat au
fost publicate in reviste indexate Web of Science si alte baze de date internationale sau au fost

prezentate la conferinte si sSeminarii stiintifice nationale si internationale.



1. Baze teoretice. Ecuatii diferentiale cu intarziere si
sisteme cu comutare

Tema ecuatiilor diferentiale cu intarziere (DDE - delayed differential equations) apare in
mod natural pentru descrierea cat mai fideld a fenomenelor posibile ce pot s aiba loc in viata
de zi cu zi g1 a caror actiune este influentata de istoria modului de evolutie a lor. Pentru anumite
fenomene, procese, sau sisteme fizice, un model matematic este mai adecvat daca se considera
si influenta factorilor pe un interval recent. Dupa cum este de asteptat, acest lucru conduce la o
crestere semnificativa a gradului de complexitate a problemei abordate.

O diferenta notabila intre un sistem cu si fara intarziere este ca intarzierea introdusa ntr-o
ecuatie diferentiala produce un sistem infinit dimensional. Ecuatia caracteristica a DDE este o
ecuatie transcendenta, avand o infinitate de solutii, si nu una algebrica asa cum este in cazul
ecuatiilor diferentiale liniare fara intarziere.

Se considera urmdtorul sistem diferential neliniar cu intarziere constanta

x(t)=f(x(t),x(t-h)), t=t;, h=const>0 (1)

cu f:DxD—>R", DcR", functie vectoriald de variabile vectoriale, local Lipschitziana.

Sistemul DDE considerat in Teza este neliniar, determinist, autonom, cu o singura intarziere

constantd.

Starea X (ty, 0)(0) = x(t+6;t,, ), 6 €[-h,0] la momentul de timp t >t; de-a lungul solutiei
X(t;ty, ©) este definita ca restrictia solutiei la intervalul [t —h,t]. Tn mod uzual, argumentele si
¢ pot fi omise. Astfel, se pot nota x(t) in loc de x(t;ty,¢) si X Tnloc de x (t),¢). Cu aceste
notatii, sistemul (1) se scrie adesea sub forma

x(t)=f(x), % eC([-h,0],R") )
cu f o functionala definita pe C ([—h, 0], R" )

Problema Cauchy consta in a gasi o solutie X(t;ty,¢), pentru sistemul (1) care indeplineste
conditia initiala

X(6:t,0):=X(t, +0)=(0), 0 [-h,0]. 3)

O metoda uzuala de rezolvare a problemei Cauchy pentru DDE este metoda pasilor
(Kolmanovskii & Myshkis, 1999), (Kalmar-Nagy, 2009).



Teorema 1. (de existenta si unicitate) ( (Kharitonov, 2013) 81.2. Th. 1.1). Se considera
sistemul cu ntarziere (2) cu functionala f :C([—h,O],R”)eR” ce satisface urmdatoarele
conditii:

a) pentru orice o> 0 existd M (a) >0 astfel incat | f ()] < M (a), (peC([—h,O],Rn) si
[l <

b) f este continua pe multimea C ([—h, 0] : ]R”)

c) f satisface conditia Lipschitz, i.e. pentru orice a >0 exista o constanta Lipschitz
L(c) >0 astfel incat |[f (o)~ f(@)]<L(@)|o—z],, @ €C([to—N.te],R"), i
oy ||h <L(a), k=12,

Atunci, pentru un t, >0 dat si pentru o conditie initiala ¢ € C ([—h, 0] : ]R”), exista ©>0 astfel
ncét sistemul/ admite o solutie unica x(t) pentru problema Cauchy (3), cu solutia definita pe
intervalul [t, —h,t, +1].

Definitie 2. Echilibrul zero (sau solutia zero) al ecuatiei (2) este stabil daca pentru orice €>0
exista 8(€)>0 astfel incdt pentru orice conditie initiald ¢ € C([—h, 0], R”) cu [|lof|, <8(e),

inegalitatea | x(t;ty, )| < & are loc pentru orice t >0.

Un tip de stabilitate mai puternica este introdusa mai jos.
Definitie 3. Solutia zero a ecuatiei (2) este asimptotic stabila daca este stabila si daca exista
8(¢)>0 astfel incat daca tho H <8, pentru orice £>0 exista T(X ,1,€)>0 astfel incat
Hx(t;to,xto )H<8 daca 1>, +T. Daca T nu depinde de X, solufia se numeste asimptotic

stabila, daca depinde doar de €, atunci se numeste uniform asimptotic stabila.

Definitie 4. Solutia zero a sistemului (2) este exponential stabila daca exista Ay >0,6 >0, si
y >1 astfel incat pentru orice t, >0 si orice functie initiald ¢ € C([—h, 0], R”), cu [, <A,
inegalitatea urmadtoare are loc Hx(t, ty, (p)” < y”(p”h e_c(t_to), t>t,.

Stabilitatea exponentiald este mai puternicd decat cea asimptoticd, dat fiind descresterea
rapida, exponentiala, cétre zero a solutiei perturbate.

Aceste tipuri de stabilitate se refera la stabilitate /ocala si descriu comportamentul solutiilor
dintr-o vecinatate a punctului de echilibru.



Sistemele cu comutare fac parte din clasa extensiva a sistemelor dinamice hibride. Astfel de
sisteme sunt caracterizate de interactiunea dintre sisteme continue si cele discrete (Liberzon,
2003), (Savkin & Evans, 2002). Domeniul sistemelor hibride este relativ nou prezentand un
lumea reala.

Prin sistem cu comutare se intelege un sistem alcatuit din m subsisteme si o functie constanta

pe portiuni o(t), numitd lege de comutare (sau semnal de comutare)

X = f50 (X(),u(t)), X(tp) =X

o:R, > {l..,mj}.
Legea o indica subsistemele o(t) (denumite, de asemenea, si moduri in Teza) care opereaza la
fiecare moment de timp t. Legea de comutare este o functie discontinud la momente de timp t
din R, denumite momente de comutare, si constanta pe fiecare interval de timp dintre doua

momente de comutare succesive. Doar un numar finit de comutare pot avea loc intr-un interval
de timp finit. o(t) este o functie continua la dreapta peste tot: lim__ . o(t) =o(t) pentru

fiecare t>0 (Liberzon, 2003), (Sun & Ge, 2005a). Prin x(t) se noteaza starea sistemului, iar
cu u(t) variabila de control.

De retinut este faptul ca daca subsistemele componente sunt stabile, acest lucru nu
garanteaza stabilitatea intregului sistem cu comutare (Liberzon, 2003), (Benitez & Pérez, 2011).
Pe baza unei alegeri a legii de comutare, aceasta poate stabiliza un sisteme cu comutare alcatuit
din subsisteme instabile (Wang, et al., 2019), (Yang, et al., 2014), (Dimirovski, et al., 2018),
(Niculescu, 2001), sau poate destabiliza un sistem cu comutare alcatuit din subsisteme stabile
(Cao, et al., 2019), (Wang, et al., 2016b), (Zhao, et al., 2017). O alta proprictate specifica unor
astfel de sisteme este ca doar un singur subsistem poate fi activ la un moment de timp dat.

In aceastd Teza se studiazi cazul servomecanismului hidraulic. Acesta, prin insasi natura lui
este caracterizat de o comutare structurald, sau altfel spus, legea de comutare nu este stabilita a
priori, ci defineste schimbarea semnului unei stari a sistemului, semn ce nu poate fi controlat
deoarece este dictat de dinamica servomecanism-sarcind externd actionatd/care actioneaza..
Prin urmare, vom vorbi despre sisteme neliniare cu comutare a caror lege de comutare este

necontrolata si dependenta de stare.



2. Cazul critic de stabilitate a punctului de echilibru
pentru un sistem neliniar cu comutare structurala si
intarziere pe stare

Tn acest Capitol este studiat un sistem neliniar cu intarziere pe stare si cu comutare. Sistemul
prezintd un caz critic de stabilitate a punctului de echilibru fiind dificil de stabilit, fard analiza,
daca sistemul este stabil, sau nu, conform metodei de stabilitate in prima aproximatie a lui
Liapunov. Problema va fi studiata extinzand abordarea propusa de Malkin (Malkin, 1966) in
cazul ecuatiilor diferentiale ordinare, utilizdind functionalele complete Liapunov-Krasovskii
(Kharitonov, 2013).

Se considera forma generald a sistemului neliniar cu intarziere si comutare
X(t) = Ax(t) + Bx(t—h) + K (x(t), x(t—h), y(t)),t >0
y(t) =G; (x(t), x(t—h), y())
unde x=(x1,...xn)T eR", yeR si A,B eM,(R) (matricenxn) pentru i=12,. F si G,

(4)

contin puteri ale lui x;, j=1...n, de ordin mai mare sau egal cu doi,
F(0,0,y)=G;(0,0y )= OVyeR, si pentru orice >0 exista M;(8) si M,(8) cu
proprietatea lim M, (3) = lim M, (8) =0 astfel incat oricand Ixt)] <8, [xEt-h)|<8, |y®) <8,
au loc urmatoarele inegalitati
JFy (0, x(t~ ), y )] < My(@) (0] + [xce -
IG; (x(t), x(t—h), y(t))] < M, () ([}x(®)]+ [x(t - h)])-

Sistemul (4) are o forma care anticipeaza prezenta cazului critic de stabilitate prin absenta

(5)

partii liniare in ecuatia lui y. Asadar, se enunta si se demonstreaza o teorema de stabilitate in

cazul critic al punctului de echilibru al unui sistem neliniar cu intarziere pe stare si comutare
necontrolata (4).
Pentru inceput, atentia este indreptata catre studiul stabilitatii punctului de echilibru al primei

ecuatii din (4)

X(t) = Ax(t) + Bx(t—h)+ F, (x(t), x(t—h), y()) (6)
cu y(t) presupus a fi marginit pentru orice t>0. Se noteaza cu X(t;0,¢) solutia sistemului (6)

care satisface X(6;0,0)=¢(6),6&[-h,0]. Se defineste X(0,¢)(8):=x(t+6;0,0),



6 [—h,0], pentru t>0. Se considera C([—h,O],R”) spatiul normat al functiilor continue cu

norma standard definita prin |, =Sup_o [[0(6)]-

Sistemul de mai sus poate fi scris intr-o forma compacta, generala
2= f(z) (7)
cu f, functionale definite pe C ([—h, 0], R" )

Teorema 5. Fie sistemul neliniar (7) cu f neindexata (i.e., fara comutare). Se presupune ca
f :C > R" si satisface toate conditiile de existenta si unicitate a solutiei locale pentru (7). De
asemenea f(0)=0. O conditie necesara si suficienta pentru stabilitatea asimptotica a solutiei
nule a sistemului (7) este sa existe o functionala continua si diferentiabila V :C — R astfel
incat 3m, M, y:R" - R" functii continue, crescatoare, cu m(0) =M (0) =y(0) =0, astfel

incdt pentru solutiile din (7), pentru orice t >0, au loc
m([x®f) <V () <M ([x0l,)
V) < (0l

Conform unor surse consultate (Gu, et al., 2003), (Kharitonov, 2013), (Gu & Niculescu,
2003), (Fridman, 2014b), Teorema 5, denumita adesea Teorema de stabilitate Liapunov-
Krasovskii, are originea in cartea lui Krasovskii (Krasovskii, 1959) (Teoremele 31.1-31.3).
Versiunea redata aici este apropiata de cea din (Kolmanovskii & Nosov, 1981), (Afanasiev, et
al., 2003), (Gu & Niculescu, 2003) si (Kim, et al., 2008), cea din urma referinta citand ca sursa
(Hale & Verduyn Lunel, 1993).

O functionala V(Xt) ce indeplineste conditiile Teoremei 5 se numeste functionald

Liapunov-Krasovskii (Kharitonov, 2013), (Kim, et al., 2008).
Modelul se construieste plecand de la cazul simplu de stabilitate asimptotica a sistemelor
liniare
X(t) = Ax(t)+Bx(t—h),i=12. (8)
Se considera functionalele Liapunov-Krasovskii V;(x), i=12 (Kharitonov, 2013),

(Kharitonov & Zhabko, 2003), (Kim, et al., 2008)
0

Vi(x) =Vo; (%) + | (1+h+s)|x(t+8)[ ds ©)

-h
cu V,; definit astfel

0
Vg, (%) = X" ()U; (0)x(t) +2x (t) j U, (~h—s)Bx(t +s)ds
o6 B (10
+j[j xT(e+t)BiTUi(s—9)Bix(t+s)d9jds

~h\-h
O conditie necesara si suficienta pentru existenta functionalelor Liapunov-Krasovskii (9) este

ca sistemul (8) sa fie asimptotic stabil.



Tn cele ce urmeaza, modelul matematic pentru cazul critic de stabilitate a echilibrului unui
sistem neliniar cu intarziere pe stare si comutare structurald se construieste pe baza a patru
proprietati ce se regasesc in lucrarea (Kim, et al., 2008), insa referitoare la cazul unui sistem

liniar. Fiei, j=1,2,i# j, doud moduri posibile in care sistemul se poate afla.
Propozitie 6. Exista o, 3 numere strict pozitive astfel incat pentru orice t >0, solutia X; a
sistemului (6) verifica
2 2

o X <Vi () < B [2. (11)
Propozitie 7. Derivatele functionalelor Liapunov-Krasovskii (9) de-a lungul solutiei sistemului
neliniar (6) verifica

Vi (%) < —w(x) (12)

cu w pozitiv definita si w(0) =0.
Propozitie 8. Exista p >1 astfel incat

Vi(%) <nVj(x) (13)

pentru toate solutiile X, ale sistemelor neliniare (6), cu i, j=1,2, i# j.

Se introduce o ipotezd cu privire la comportamentul functionalelor V, pe perioada

momentelor de timp consecutive, urmand linia din (Kim, et al., 2008).
(H) Pentru i=1,2, exista constantele ¢c; €(0,1) astfel incat, pentru orice pereche de

momente de comutare consecutive corespunzand modului i, cu t, <t,, cu modul i activ in t,
si ty astfel incat
Vi(x, )=V (%) < —€Vi(%, ) (14)

CU X, solutie a sistemului (6).

Teoremi 9. Se presupune ||y(t)|| <8, Vt>0. Atunci solutia nula a sistemului cu comutare (6)
este asimptotic stabila.

Definitie 10. Legea de comutare o este definita ca fiind stabila daca exista € >0 astfel incat
daca matricile A si B, i=12, satisfac HA‘ —AH<8, Héi —BiH<e, § verificd ‘8—6‘«: si
sistemele liniare (8) sunt stabile, functionalele Liapunov-Krasovskii (9) verifica (H) cand X,
este o solutie a sistemului activ similar cu (6) pentru anumiti Ifi care verifica (5)pentru un
M (8) cu ‘M (8)—M (8)‘<s.

Teoremi 11. Se presupune ca ipoteza (H) are loc, iar legea de comutare o este stabila. Atunci

solutia zero a sistemului cu comutare (4) este stabila.
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3. Stabilitatea punctului de echilibru pentru un sistem
neliniar cu control predictiv de stare, intarziere pe control,
si cu comutare structurala

Obiectivul principal este de a propune o solutie problemei complexe ridicate de stabilitatea
punctului de echilibru al unui sistem neliniar cu intarziere pe control si comutare structurald.
Cadrul matematic pentru studiul stabilitatii este dat de utilizarea unui control cu predictie de
stare bazat pe o lege de sintezd LQR (Linear Quadratic Regulator) si a unor functionale multiple
Liapunov-Krasovskii de tip quadratic.

Se considera urmatorul sistem liniar invariant in timp, cu intarziere pe control si fara

comutare

X(t)=Ax(t)+B.u(t—h); x(0) =x, %0,
u(t)=uy(t),—h<t<0,h>0, 12)
cu AcR™, B, eR™ si perechea de matrici (A, BC) complet controlabile sau, cel putin,
stabilizabile (Kwon & Pearson, 1980), (Kwakernaak & Sivan, 1972). Scopul este de a studia
stabilitatea punctului de echilibru nul al sistemului (15) pentru t >0, cu u(x(t)) controlul

dependent de stare si cu conditiile initiale U, (), Xg- O perturbatie a punctului de echilibru nul

este notatd cu X,. Controlul u este considerat o functie local integrabild u € Li, [-h,0) — R.

Daca sistemul (15) ar fi fara intarziere, atunci legea de control predictiva ar fi, de exemplu,

cu feedback dupd stare u(t)=Kx(t), K eR*" dat de utilizarea unui algoritm LQR.

Introducerea unei intérzieri pe control conduce la complicarea problemei. O solutie clasica

pentru rezolvarea acestei probleme este datd de considerarea unei legi de control predictiv dupa

stare descrisa sumar astfel: sa se gaseasca o lege de control U (t - h) = KX (t), sau altfel spus

u(t): KX(t+h), care sa stabilizeze sistemul cu intarziere pe control. Prin urmare, este

necesara o predictie a starii.

11



Propozitie 12. Fie sistemul (15) cu perechea de matrici (A, BC) controlabile sau, cel putin,
stabilizabile.
a) Un predictor de stare pentru sistemul (15) este dat de
o _
X, (t):=x(t+h)=e"x(t)+ Lhe AByu(t+s)ds. (16)
b) Prin aplicarea controlului cu predictie dupa stare u(t) = KX(t + h), sistemul (15) este
Tnlocuit de sistemul compensat
. o _
X(t) = AX(t)+ Ax(t=h)+BK [ e Buu(t+s—h)ds; Ay :=B.Ke™. (17)

Se considera sistemul neliniar cu comutare structurald si cu intarziere transferata de pe

control pe stare prin procedeul mentionat mai sus
X(t) = AX(t)+ Agx(t—h)+ BeK, [ e "B, (t+s—h)ds+ R [x(t)]
Ay :=B.Ke M i=1..m.

(18)

Sistemul (18) reprezinta o extensie neliniara a sistemului (17) la care se adauga structura
comutanta si termenii de ordinul unu F, (X(t)) obtinuti prin dezvoltarea in serie Taylor in jurul
originii.

Teorema 13. Se considera sistemele (18) cu

a) A matrici Hurwitz, asadar exista matricile simterice si pozitiv definite P, ce satisfac
ecuatiile matriceale Liapunov A'P +PA =-Q. pentru anumite matrici simetrice pozitiv
definite Q; si

b) Ay matrici suficient de mici, mai exact ||P Ayil| < Ain (Q1)/2, pentru care existd o; >0
astfel ncat ||P Ayil| < o < Apin (Q)/2.

Pentru fiecare i =1,...,m1n (18), se considera urmatoarele functionale Liapunov-Krasovskii
Vi(x) =X ()Px(t)+ o [ [x(s) ds. (19)

Atunci conditiile (11) si (12) sunt Tndeplinite pentru orice i =1,...,m, atdt timp cdt functiile
i ([x(0)]) = {xmm (Q)=2[ 0+ A (B) (M x|+ N, )]} [x(t)|" sunt pozitive.

Propozitie 14. Functionalele Liapunov-Krasovskii (19) indeplinesc conditia (13).

Teorema 15. O conditie suficienta de stabilitate asimptotica a solutiei zero a sistemului (18)
este ca functionalele Vi(Xt), i=1..,m, date de (19) indeplinesc conditiile (11), (12) si
ipoteza (H).
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4. Aplicatii la cateva modele matematice reprezentative
pentru servomecanismul hidraulic, cu Intarziere si
comutare. Simulari numerice

Teoria dezvoltata in Capitolele 2 si 3 se aplica aici la servomecanisme hidraulice. Astfel, in
Sectiunea 4.1 se dd o scurtd descriere a servomecanismelor mecanohidraulice si
electrohidraulice si a modului de obtinere a modelelor matematice ce le caracterizeaza. De
asemenea, se propun citeva modele matematice in care se introduce intarziere. In Sectiunea 4.2
se face o aplicatie a teoremei demonstrate in Capitolul 2, si anume o teorema pentru cazul critic
de stabilitate a unui sistem neliniar cu comutare si intarziere pe stare. Sectiunea 4.3 este
reprezentatd de o aplicatie a teoremei de stabilitate a punctului de echilibru al unui sistem
neliniar cu control predictiv dupa stare, cu comutare, si cu intarziere pe control. teorema
demonstrata in Capitolul 3. In plus, in Sectiunea 4.3 se prezinti o metoda de obtinere a unei

legi de control cu predictie dupa stare.

Modele matematice pentru servomecanisme mecanohidraulice si
electrohidraulice

Tehnologiile actuale implica lucrul cu masini capabile de a ridica obiecte extrem de grele, si
deci forte mari, sau de a realiza miscari foarte rapide si precise. Pentru astfel de operatii,
masinile sunt echipate cu servomecanisme hidraulice. Acestea se pot clasifica 1n
servomecanisme mecanohidraulice (MHS) cand semnalul de intrare provine de la operatorul
uman, semnal de naturd mecanica, sau servomecanisme electrohidraulice (EHS) cand semnalul
de intrare provine de la pilot automat, semnalul fiind de natura electrica.

Complexitatea servomecanismelor hidraulice si dinamica lor pot constitui surse de aparitie
a intérzierii: inertia componentelor mobile si a sarcinii controlate, neliniaritatile constitutive ale
servomecanismului, frecarea uscata dintre partile mobile si cele fixe ale cilindrului hidraulic (a
se vedea modelul LuGre (Olsson, et al., 1998)), intarzierile in linia de comanda de la traductori,
timpul de reactie a pilotului (Toader & Ursu, 2014), intarzierea generata de unitatea de calcul
in procesul de sinteza a legii de control, etc.

In cadrul tezei, se propun diverse modele matematice cu intarziere pentru EHS si MHS:
modele matematice cu comutare si intarziere pe starea servovalvei, pe control, pe variabila de
stare introdusa de frecare. Aceste modele au constituit punctul de plecare pentru intelegerea

efectelor produse de prezenta intarzierii in ecuatiile dinamice.
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Propozitie 16. Un model matematic elementar cu intarziere pentru EHS este descris de

urmatoarea ecuatie diferentiala neomogenad, autonomad, cu intdarziere

Xl (t) + le (t - ho) kk Uret (t h ) (20)

T

unde h, este o intdrziere echivalentd in care sunt incluse efectele componentelor inertiale si

vdscoase ale sarcinii in hidrocilindru §i in servovalva electrohidraulica ,hy=h+h,.
Propozitie 17. EHS descris de ecuatia cu intdrziere (20) este stabil (i.e. are radacini cu parte

reala negativa) daca kh, < g

Propozitie 18. Un model matematic elementar cu intarziere pentru MHS este descris de ecuatia

diferentiala cu intarziere

% (1) + ko (t—hy ) =k, (t=hy). (21)

Aplicatie la servomecanismul electrohidraulic cu intarziere pe stare

Se considera urmatorul model matematic al EHS fiind impartit in doua subsisteme in functie
de semnul variabilei de stare a servovalvei (Tecuceanu, et al., 2019), (Halanay & Ursu, 2009),
(Halanay & Ursu, 2010), (Balea, et al., 2010), (Ursu, et al., 2013), (Halanay, et al., 2009),
(Halanay, et al., 2004), (Ursu, et al., 2006), (Ursu & Ursu, 2007), (Balea, et al., 2010)

. . k f S S . B 5
Yi=Yoi Vo= Yot Yam Y Vs = m( ys(t—h)/ps - X3_Sy2)(22)
v (Y (M) Yy + Ry + Y2 )i Vs = - TN Y

Ecuatia caracteristica det (SI —A —Be™ ) =0 are o valoare proprie zero ceea ce inseamna

ca problema se situeaza in cazul critic de stabilitate si nu se poate decide cu privire la stabilitatea
punctului de echilibru pe baza teoriei in prima aproximatie Liapunov. Prin urmare, sistemul
(22) se aduce la o forma ceruta de metoda Liapunov-Malkin prin care Teorema 11 poate fi
aplicata.

Noul sistem este dat de

n=G (Tl C2: 831 C4 §5(t_h))

k
=_—<§2 (S”Las j&a (%E‘%J@

&3 =858, +bysEs(t—h) + 93 —CgN (23)
(;%4 =858, +0ys&s(t—h) + 54 —CyM

g = —8y8e;Es — 85,5 ——— Es(t—h)

Tsv
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si are forma specifica metodei Liapunov-Malkin

&(t) = A& + Big(t—h) + F (&(). &t —h). (1))
() =G; (&M, &t -h),n(), i=12.

Teorema 11 asigura stabilitatea solutiei sistemului (24), daca partile liniare

(24)

E(t) = AZ(t) + BE(t-h), =12 (25)

indeplinesc conditiile de stabilitate si conditiile Liapunov.

Teorema 19. (Hu & Wang, 2002), (Xu, et al., 2014). Sistemul liniar cu ntarziere (24) este
stabil independent de intarziere daca si numai daca urmatoarele doua conditii au loc:
a) polinomul caracteristic P(s)+Q(s), corespunzand cazului h=0, are doar radacini cu

parti reale negative;

b) polinomul F(w) = |P(i(x))|2 —|Q(io))|2 =0 nu are alte radacini reale o in afard de zero.

Definitie 20. [ (Kharitonov, 2013), Definitia 2.6]. Conditia Liapunov pentru sistemul (25) se
refera la interdictia ecuatiilor caracteristice ale sistemului sa aiba radacini simetrice fata de
origine.

Valoarea teoretica calculata h,, este validatd foarte bine de simularile numerice pentru

sistemul (22). valoarea critica a intarzierii, dincolo de care sistemul devine instabil, a fost gasita
afi h,, =0.0116s.

Stabilitatea echilibrului modelului matematic EHS cu intarziere pe control

Modelul matematic pentru EHS este descris de un sistem neliniar cu cinci ecuatii
diferentiale, patru dintre ele definind sistemul valva-actuator-sarcind, iar a cincea reprezentand
dinamica de ordinul intdi a servovalvei electrohidraulice (EHSV). Prin acest model se
evidentiazd caracterul comutant, neliniar, aparut din cauza schimbarilor directionale din
dinamica distribuitorului liniar. Modelul matematic este dat de

X5 20:

) . k f S S ) B

=i = = =g (Oxe b =S vk (s -20))
0 1

. B . Xz Kk

Xy :Vo "5k, (_CX5\/E+SX2 +k; (ps _2X4)); X5 :_$+%ul(x(t_h))
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X5 <0:

! ; k f S S : B
X=X ==Xy — K X =X K (CXS\/g—SX2+k| (ps—2x3))

m m m =V0+Sx1
. B . X Kk 27
x4:m(—CX5 '_ps—x4+SX2+k.(IOS—2X4))JX5=——5+iu2(x(t_h)); (27)
0 1

Ty Tsv

C= cdwﬁ.
p

Conditiile initiale asociate sistemelor (26)-(27) sunt: X (0)=X,; #0, u; (t)=ug; (t),
-h<t<0,h>0,i=12. Se introduc doud tipuri de scurgeri, si anume, una internd in

distribuitor, ti una externd in hidrocilindru. In absenta considerarii scurgerii in modelul fizic al

EHS, matricile Jacobi au doua valori proprii zero. In cazul modelului din (Meritt, 1976), cu

ambele tipuri de scurgeri, singularitatea exista doar in cazul in care ¥ =0.

Fie A; si A, matricile Jacobi calculate in zero pentru ambele cazuri X5 >0 si X5 <0

1 0 0
ko f S S 0
m m m m
BS B C%s1 L2k 0 BC/ps — %31
— — — ~ = I ~
A= Vo+Sf1  Vo+ S| 2,/ps —Ra1 Vo + Sk (28)
Cx BC./X
0o _BS 0 __ B 5L Lo | - Nl
VO - SX]_‘]_ VO — le,l 2 X4,l VO - SXL]_
0 o0 0 0 _1
v
1 0 0
ko f S .S 0
m m m m
BS B C)A(5’2 2K 0 BC, ’)?3’2
— — ~ = —_ I ~
A= Vo + SX].,Z Vo + SXl,Z 2 X3,2 Vo + SXLZ . (29)
BS 0 B CXS,Z K BC, [Ps — )24’2
_ - ——2K| |
Vo - S%.2 Vo —S%12| 2,/Ps — %42 Vo —S%,2
0 0 0 0 _1
Y

Matricea de influentd a controlului B, este un vector coloand cu primele patru elemente
egale cu zero si al cincilea egal cu Kg, / T, . Perechile de matrici (Ai, BC), i =1, 2, nu sunt

complet controlabile, dar sunt stabilizabile, inclusiv in X, =0 care este cel mai vulnerabil punct

de echilibru al sistemului EHS (Guillon, 1972). De fapt, cele doud matrici A; (28) si (29) sunt
matrici Hurwitz. Sinteza legii de control se realizeaza prin proceduri LQR cu privire la matricile
(A, BC), =12

Punctul de echilibru vectorial corespunzator subsistemului cu variabila de stare X; >0 se

obtine prin alegerea unei valori pentru %,,, celelalte fiind gasite conform relatiilor X,; =0,
16



X31 = Ps [ 2+kxy, /(2S), Xy =ps/2—kxy, /(2S), iar X5, fiind gasit ca solutie a ecuatiei

CXS\/( P — kxoyl/S)/Z —kkxo;/S=0. Se obtin urmitoarele valori: %, =5x10"m,

R, =0m/s, R, =1125x10° N/m2, R,,=97.5x10° N/m2, %,=0.0018x10"° m, cu
U, =0.0925 . Valorile proprii ale matricii A; (28) obtinute in bucld deschisa sunt:
Ay, =—97.4+1726.5i, A;3=-0.3, %, =-90, si A5=-131.2. valorile proprii in bucld inchisa
ale matricii A; (28) sunt A, ~=97.4+17i2 A;=-102, A,=-90, A;=-130.8.
Sinteza legii de control LQR s-a realizat alegand matricile de ponderare Q,, ca matrice zero

exceptand Q; (1,1) =1, iar R; =0.0025, obtinand factor de amplificare K1 = [6.1005 0.0002

0.0008 —0.0006 3.6293]. Acelasi procedeu se aplica pentru subsistemului caracterizat de
=2
Pentru verificarea conditiilor de stabilitate date in Teorema 13, asadar pentru indeplinirea

inegalitatii y; (HX(t)H)ZO, urmatorii parametri sunt necesari: Xy, K;, h, M;, HX(t)H, HRi (t)H,

Nis Amin (@), Apax (P), ;. Tinand cont de faptul ca matricile Q; si P sunt corelate datorita
ecuatiei Liapunov, asigurarea unei valori pozitive pentru expresia
Anin (Q, )—2[mi+xmax (R)(M;[IX]+N; )] este extrem de dificil.

Mai mult, un prag al valorii critice a intarzierii pana la care sistemul ramane stabil se gaseste
in jurul valorii de h=0.1s. Pentru h=0.096s, exista un pol In domeniul discret la limita

stabilitatii, z=0.99995. Pentru h” =0.1s, polul devine instabil z =1.0002346.

Discretizarea modelului si sinteza unui control cu predictie de stare pentru un
sistem liniar cu intarziere pe control

In aceasta Sectiune se propune o metodi numeric-analitici pentru sinteza unei legi de control
care compenseaza intarziereca. Aceasta se aplica la modelul matematic liniarizat (18) al
servomecanismului electrohidraulic cu intarziere pe control si comutare structurala,
necontrolatd, analizat In Sectiunea 3.2. Altfel spus, problema gésirii unei legi de control este
formulata si rezolvatd astfel Incat sa se asigure stabilitatea echilibrului dinamicii sistemului
influentatd de prezenta intarzierii.

Modelul matematic (18) implica existenta unui termen integral care contine istoria
controlului. Practic, pentru gasirea solutici DDE (18), pe langa conditiile initiale, este necesar
sa se cunoasca legile de control anterioare si sa fie incluse in calcul. Acest procedeu nu este
usor de efectuat si presupune o discretizare si integrare online a modelului pentru compensarea
efectelor date de intarziere. Astfel, integrarea sistemului cere inlocuirea integralei cu o suma
impartind lungimea intervalului de integrare h intr-un numar potrivit de k perioade de
esantionare T. Rezultatele simuldrilor numerice evidentiaza valoarea maxima a intarzierii pana

la care sistemul ramane stabil.
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Se considera sistemul liniar, invariant 1n timp, cu intarziere pe control
X(t) = Ax(t) + Bu(t —h), x(0) = x, (30)
si legea de control
u(t—h) =—Kx(t). (31)
Sursele intarzierii pe control pot fi:
1. caracteristica intrinsecd a Sistemului, sau
2. timpul necesar sintezei legii de control; in acest caz, intarzierea este egala cu perioada
de esantionare.

Ipoteza de lucru este ca matricea de feedback corespunzatoare legii de control (31) s-a
determinat astfel incat matricea A—BK este stabila. Mai mult, sistemul in bucld inchisa
indeplineste anumite criterii de performanta. Daca o intarziere mtervine in sistem, iar legea de
control, nu ia in calcul acest lucru, efecte nedorite pot avea loc in dinamica sistemului precum
degradarea performantelor sau chiar destabilizare. Astfel, se au in vedere doua directii de
studiu:

(D1) determinarea unei valori maxime a intarzierii h.., dincolo de care sistemul (30) devine

max
instabil utilizand legea de control (31)
(D2) sinteza unei legi de control care sa contracareze efectele introduse de intarziere; cu alte

cuvinte, pentru t>h, sistemul in buclda inchisd se comporta ca sistemul

X =(A-BK)x, X(h)zeAhXO. Aceastd cerinta este satisfacuta de legea de control

predictiva din urmatoarea Propozitie.

Propozitie 20. Legea de control cu predictie dupa stare pentru sistemul liniar (29) care
satisface obiectivul (D.) este data de

u(t) = —Kx(t + h) = —K e”"x(t) - K j:_h eA-9By (s)ds. (32)
Propozitie 21. Legea de control (31) se obtine conform formei discretizate
n-1 .
u(n) =-K Asx(m)—K 3° A3 By u(i) (33)
i=n—-k

t:=nT,n=0,12,..., h=kT, Ay =e"T, By == A" [e"" —I]B.
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Concluzii

C.1. Concluzii generale

Obiectivul principal al acestei teze a fost de a studia stabilitatea locala a punctelor de
echilibru pentru cateva sisteme dinamice descrise de ecuatii diferentiale cu intarziere si
comutare structurald, necontrolata. Stabilitatea este Inteleasa ca o stabilitate locald, o stabilitate
a echilibrelor perturbate cu variatii mici. In fapt, stabilitatea echilibrului servomecanismului ca
sistem de stabilizare este echivalenta cu stabilitatea sistemului ca sistem de urmarire.

Obiectivele secundare au fost de pregatire a cadrului matematic si de enuntare si demonstrare
a unor Propozitii si Teoreme de stabilitate. Rezultatele obtinute analitic au fost validate de
simuldri numerice la aplicatii reale din inginerie. Aplicatiile sunt in legaturd cu
servomecanismele mecanohidraulice si, in mod special, servomecanisme electrohidraulice,
ambele utilizate in aviatie pentru controlul suprafetelor primare de zbor ale avionului, in cazul
de fata pentru controlul eleroanelor.

Comparand abordarile din Capitolele 2 si 3, se pot stabili cateva concluzii. Cele doud modele
matematice sunt, in fapt, asemanatoare, in sensul ca intarzierea pe control poate fi vazuta ca o
intarziere pe starea servovalvei si viceversa. Rezultatele din capitolul 2 au avantajul unor
conditii de stabilitate mai putin restrictive si dezavantajul, in absenta unei legi de control
adecvate, a existentei unui prag mai scazut de stabilitate dat de prezenta intarzierii. Rezultatele
din capitolul 3 au avantajul unui control adecvat, de tip predictiv, care compenseaza in totalitate
prezenta intarzierii asigurand o stabilitate a echilibrului pentru perturbatii suficient de mari si
pentru valori suficient de mari ale intarzierii. Dezavantajul este dat de restrictivitatea ridicata
a conditiilor suficiente de stabilitate determinate.

Simularile numerice valideaza calculele analitice prin faptul cd intarzierea maxima pentru
care sistemul ramane stabil, calculata analitic, este practic aceeasi cu valoarea gasitd prin
simuldri numerice In domeniile continuu si discret, in prezenta unui control de tip LQR, si

anume h, =~ 0.1s. Pentru sistemul cu control predictiv, sistemul intarziat se comporta la fel

ca sistemul fara intarziere, ambele sisteme suportand perturbatii destul de mari ale punctelor de
echilibru.
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C.2. Perspective de continuare a studiului

Rezultatele prezentate in aceasta Teza se pot aplica in diferite ramuri ale ingineriei unde
intarzierea are un efect important in dinamica sistemelor din punct de vedere al stabilitatii
punctelor de echilibru. Prin urmare, modelul matematic poate fi imbunatatit astfel incat sa
descrie cu acuratete comportamentul obiectului controlat tindnd cont si de o istorie minimala a
dinamicii acestuia.

Exista o tendinta accentuata in ingineri de a studia sistemele cu comutare. Astfel, rezultatele
din Teza urmeaza aceasta directie si ofera un punct de plecare pentru dezvoltarea de noi studii
de stabilitate unde se cere sa se asigure stabilitatea unui sistem compus din subsisteme stabile
sau instabile. Un studiu necesar si util este de a gasi conditii de stabilitate mai putin restrictive
avand in vedere ca modelul functionalelor Liapunov-Krasovskii poate genera conditii foarte
restrictive.

Un alt orizont important de dezvoltare este de a propune si de a realiza modele practice in
laborator pentru validarea rezultatelor din Tezi. In ingineria aerospatiali, un obiectiv
semnificativ este de a stabili anvelopa de zbor a unei aeronave. Fenomenul de flutter este un
fenomen aeroelastic, dinamic, sever, constand 1n oscilatii auto-intretinute ale caror amplitudini
cresc puternic, intr-un interval scurt de timp, prin acumularea de energie in structura. Acesta
afecteaza grav suprafetele primare de comanda ale unui avion intrucat aici se dezvoltd fortele
aeroelastice. Acesta afecteaza grav suprafetele primare de comanda ale unui avion, ducand de
reguli la catastrofd. In anii recenti, au fost abordate diferite metode active de combatere a
flutterului. O solutie interesanta si realista pentru cresterea anvelopei de zbor ar putea fi data de
considerarea ntarzierii pe linia traductor — lege de control implementata — actuator.
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