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Introducere 

Prezenta Teză de doctorat a constituit o provocare atât din punct de vedere matematic, cât și 

din perspectiva ingineriei aplicate. 

Într-adevăr, din punct de vedere matematic, Teza este un studiu al stabilității Liapunov a 

punctelor de echilibru ale sistemelor descrise de ecuații diferențiale neliniare cu argument 

întârziat, având o structură comutantă, pe baza unor legi de comutare necontrolată din exterior. 

Astfel, problema abordată devine una complexă, cu un anumit caracter de unicitate în literatură. 

Pentru unele din aceste sisteme este analizat cazul stabilității critice a echilibrului prin 

recurgerea la o abordare Liapunov-Malkin. Se propun două modele matematice. În ambele 

studiul stabilității se bazează pe utilizarea unor funcționale de tip Liapunov-Krasovskii. Într-un 

model se studiază simultan problemele ridicate de neliniaritatea sistemului: caracterul 

comutant, introducerea unei întârzieri pe stare și considerarea unui caz critic în care o valoare 

proprie este nulă. În cel de-al doilea model matematic este abordată situația unui sistem neliniar, 

comutant și cu întârziere pe control, fiind propusă o soluție bazată pe metoda controlului 

predictiv. Cazul critic de stabilitate a fost înlăturat prin considerarea în modelul matematic a 

unor termeni care provin din scurgerile inerente în distribuitor și hidrocilindru, în contrapondere 

modelul fiind completat cu întârzierea în timp pe variabila de control. 

În literatura de specialitate sunt frecvente lucrările privind analiza sistemelor liniare cu 

întârziere cu ajutorul funcționalelor Liapunov-Krasovskii. Sistemele neliniare cu întârziere sunt 

mai puțin tratate în literatură, poate și din cauza gradului ridicat de dificultate a unei astfel de 

probleme. Totuși, recent, atenția specialiștilor din domeniu începe să se îndrepte spre acest tip 

de sisteme. 

În ceea ce privește sistemele cu comutare, și aici există, în ultimul timp, un interes crescut, 

mai ales datorită aplicațiilor frecvente din domeniul tehnicii și al comunicațiilor. 

Noutatea apare în momentul în care cele doua teme, cea a sistemelor neliniare cu întârziere 

și cea a sistemelor cu comutare, sunt privite simultan. Despre această direcție este vorba în 

prezenta Teză de doctorat, tema fiind larg dezvoltată în capitolele Tezei. 

Privind din punct de vedere ingineresc, se propune o aplicare a modelelor matematice la 

servomecanisme hidraulice, în mod special la servomecanisme electrohidraulice.  Într-adevăr, 

modelul matematic al servomecanismului hidraulic este caracterizat de o lege de comutare 

internă, necontrolată, arbitrară.  

Teza este structurată în patru capitole, însoțite de Introducere și Lista Publicațiilor ce preced 

primul Capitol, și de Concluzii și o listă de Referințe bibliografice în continuarea ultimului 

Capitol. 
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În rezumat, în primul Capitol prezintă o privire de ansamblu a ceea ce înseamnă ecuațiile 

diferențiale cu întârziere. Se dă definiția noțiunii de soluție, precum și definițiile clasice de 

stabilitate în sens Liapunov. Totodată, se introduc noțiunile de sistem cu comutare și se prezintă 

modalități de studiu ale acestora. Ceea ce este de semnalat la sistemele cu comutare este că dacă 

subsistemele constitutive sunt stabile, sistemul considerat ca întreg nu este garantat stabil. Mai 

mult, o lege de comutare controlată poate stabiliza subsisteme instabile, sau poate destabiliza 

subsisteme stabile, daca nu este adecvat concepută. În cazul Tezei, dificultatea analizei derivă 

și din faptul că legea de comutare este una structurală, adică necontrolabilă. 

In Capitolul 2 se abordează cazul întârzierii pe stare simultan cu problematica cazului critic. 

Acest fapt duce la aplicarea unui aparat matematic de tip Malkin, combinat cu utilizarea unor 

funcționale complete Liapunov-Krasovskii. În urma unor transformări de variabile, sistemul 

inițial alcătuit din cinci ecuații diferențiale se rescrie ca un sistem diferențial de ordinul patru și 

o ecuație care conține doar termeni neliniari. Astfel, stabilitatea sistemului neliniar cu valori 

proprii nule se deduce pe baza unei condiții de stabilitate a parții liniare a sistemului de ordin 

patru adus la forma Liapunov-Malkin. Se demonstrează o teoremă care dă condiții suficiente 

de stabilitate a punctului de echilibru pentru sisteme neliniare cu comutare necontrolată și 

întârziere pe stare. 

Un alt tip de sistem neliniar cu întârziere și comutare structurală este studiat în Capitolul 3. 

În acest caz, întârzierea este considerată pe variabila de control, iar cazul critic de stabilitate 

este eludat prin considerarea unui model matematic mai apropiat de obiectul real studiat. Se 

propune o metodă pentru obținerea unui control cu predicție a stării. În acest context, se enunță 

o teoremă care dă condiții suficiente de stabilitate a punctului de echilibru pentru sisteme 

dinamice neliniare cu întârziere pe control și comutare structurală, necontrolată. 

Capitolul 4 este dedicat aplicațiilor la servomecanisme hidraulice a teoriilor dezvoltate în 

capitolele precedente. În Secțiunea 4.1, se dă o descriere generală a servomecanismelor 

hidraulice. Mai mult de atât, se propun câteva modele matematice în care sunt prezente 

întârzierea pe diferite variabile și caracterul comutant. În Secțiunea 4.2 se aplică teorema din 

Capitolul 2, iar în Secțiunea 4.3 se găsește o aplicație a teoremei din Capitolul 3. Prin aplicații 

numerice se evidențiază caracterul conservativ dat de utilizarea funcționalelor Liapunov-

Krasovksii. Se identifică, atât analitic, cât și numeric, valoarea maximă a întârzierii pentru care 

sistemul rămâne stabil, acest lucru fiind relevant pe graficele aferente. Secțiunea 4.3 este 

dedicată unui studiu în domeniul discret în cadrul metodei controlului predictiv. 

Toate rezultatele obținute pe parcursul cercetării științifice din cadrul tezei de doctorat au 

fost publicate în reviste indexate Web of Science și alte baze de date internaționale sau au fost 

prezentate la conferințe și seminarii științifice naționale și internaționale.  
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1. Baze teoretice. Ecuații diferențiale cu întârziere și 

sisteme cu comutare 

Tema ecuațiilor diferențiale cu întârziere (DDE - delayed differential equations) apare în 

mod natural pentru descrierea cât mai fidelă a fenomenelor posibile ce pot să aibă loc în viața 

de zi cu zi și a căror acțiune este influențată de istoria modului de evoluție a lor. Pentru anumite 

fenomene, procese, sau sisteme fizice, un model matematic este mai adecvat dacă se consideră 

și influența factorilor pe un interval recent. După cum este de așteptat, acest lucru conduce la o 

creștere semnificativă a gradului de complexitate a problemei abordate. 

O diferență notabilă între un sistem cu și fără întârziere este că întârzierea introdusă într-o 

ecuație diferențială produce un sistem infinit dimensional. Ecuația caracteristică a DDE este o 

ecuație transcendentă, având o infinitate de soluții, și nu una algebrică așa cum este în cazul 

ecuațiilor diferențiale liniare fără întârziere.   

Se consideră următorul sistem diferențial neliniar cu întârziere constantă 

       0, , , const 0x t f x t x t h t t h      (1) 

cu : ,nf D D  ,nD  funcție vectorială de variabile vectoriale, local Lipschitziană. 

Sistemul DDE considerat in Teză este neliniar, determinist, autonom, cu o singura întârziere 

constantă.  

Starea 0 0( , )( ) : ( ; , ), [ ,0]tx t x t t h        la momentul de timp 0t t  de-a lungul soluției 

0( ; , )x t t  este definită ca restricția soluției la intervalul [ , ].t h t  În mod uzual, argumentele și 

 pot fi omise. Astfel, se pot nota  x t  în loc de  0; ,x t t   și tx  în loc de  0 ,tx t  . Cu aceste 

notații, sistemul (1) se scrie adesea sub forma  

    ,tx t f x   ,0 , n
tx C h   (2) 

cu f  o funcțională definita pe  [ ,0], .nC h  

Problema Cauchy constă în a găsi o soluție 0( ; , ),x t t   pentru sistemul (1) care îndeplinește 

condiția inițială  

       0 0; , : , ,0 .x t x t h          (3) 

O metodă uzuală de rezolvare a problemei Cauchy pentru DDE este metoda pașilor 

(Kolmanovskii & Myshkis, 1999), (Kálmar-Nagy, 2009). 
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Teoremă 1. (de existență și unicitate) ( (Kharitonov, 2013) §1.2. Th. 1.1).  Se consideră 

sistemul cu întârziere (2) cu funcționala   : ,0 , n nf C h   ce satisface următoarele 

condiții:  

a) pentru orice 0   există ( ) 0M    astfel încât ( ) ( ),f M      ,0 , nC h   și 

h
    

b) f  este continuă pe mulțimea   ,0 , nC h  

c) f satisface condiția Lipschitz, i.e. pentru orice 0   există o constantă Lipschitz 

( ) 0L    astfel încât 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ,
h

f f L          1
0 0, , ,n

k C t h t    și 

( ),k h
L   1,2.k   

Atunci, pentru un 0 0t   dat și pentru o condiție inițială   ,0 , ,nC h   există 0   astfel 

încât sistemul admite o soluție unică ( )x t  pentru problema Cauchy (3), cu soluția definită pe 

intervalul 0 0[ , ].t h t    

Definiție 2. Echilibrul zero (sau soluția zero) al ecuației (2) este stabil dacă pentru orice  0   

există   0    astfel încât pentru orice condiție inițială   , 0 , nC h R  cu   ,
h

     

inegalitatea  0; ,x t t     are loc pentru orice 0.t    

Un tip de stabilitate mai puternică este introdusă mai jos.  

Definiție 3.  Soluția zero a ecuației (2) este asimptotic stabilă dacă este stabilă și dacă există  

  0    astfel încât dacă 
0 0 ,tx    pentru orice 0   există 

0 0( , , ) 0tT x t    astfel încât 

 
00; , tx t t x    dacă 0 .t t T   Dacă T nu depinde de 

0
,tx  soluția se numește asimptotic 

stabilă, dacă depinde doar de ,  atunci se numește uniform asimptotic stabilă. 

Definiție 4. Soluția zero a sistemului (2) este exponențial stabilă dacă există 0 0, 0,     și 

1   astfel încât pentru orice 0 0t   și orice funcție inițială   , 0 , ,nC h R  cu 0 ,
h

    

inegalitatea următoare are loc    0
0, , ,

t t

h
x t t e

 
     0.t t  

Stabilitatea exponențială este mai puternică decât cea asimptotică, dat fiind descreșterea 

rapidă, exponențială, către zero a soluției perturbate.  

Aceste tipuri de stabilitate se referă la stabilitate locală si descriu comportamentul soluțiilor 

dintr-o vecinătate a punctului de echilibru.    
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Sistemele cu comutare fac parte din clasa extensivă a sistemelor dinamice hibride. Astfel de 

sisteme sunt caracterizate de interacțiunea dintre sisteme continue și cele discrete (Liberzon, 

2003), (Savkin & Evans, 2002). Domeniul sistemelor hibride este relativ nou prezentând un 

interes crescând pentru comunitatea științifică datorită aplicabilității în multe probleme din 

lumea reală.  

Prin sistem cu comutare se înțelege un sistem alcătuit din m subsisteme și o funcție constantă 

pe porțiuni ( ),t  numită lege de comutare (sau semnal de comutare) 

 

( ) 0 0( ( ), ( )), ( )

: 1,..., .

tx f x t u t x t x

m





 

 
 

 

Legea   indică subsistemele ( )t (denumite, de asemenea, și moduri în Teză) care operează la 

fiecare moment de timp .t  Legea de comutare este o funcție discontinuă la momente de timp t  

din ,  denumite momente de comutare, și constantă pe fiecare interval de timp dintre două 

momente de comutare succesive. Doar un număr finit de comutare pot avea loc într-un interval 

de timp finit. ( )t  este o funcție continuă la dreapta peste tot: lim ( ) ( )
t

t t
    pentru 

fiecare 0   (Liberzon, 2003), (Sun & Ge, 2005a). Prin ( )x t  se notează starea sistemului, iar 

cu ( )u t  variabila de control. 

De reținut este faptul că dacă subsistemele componente sunt stabile, acest lucru nu 

garantează stabilitatea întregului sistem cu comutare (Liberzon, 2003), (Benítez & Pérez, 2011). 

Pe baza unei alegeri a legii de comutare, aceasta poate stabiliza un sisteme cu comutare alcătuit 

din subsisteme instabile (Wang, et al., 2019), (Yang, et al., 2014), (Dimirovski, et al., 2018), 

(Niculescu, 2001), sau poate destabiliza un sistem cu comutare alcătuit din subsisteme stabile 

(Cao, et al., 2019), (Wang, et al., 2016b), (Zhao, et al., 2017). O altă proprietate specifică unor 

astfel de sisteme este că doar un singur subsistem poate fi activ la un moment de timp dat. 

În această Teză se studiază cazul servomecanismului hidraulic. Acesta, prin însăși natura lui 

este caracterizat de o comutare structurală, sau altfel spus, legea de comutare nu este stabilită a 

priori, ci definește schimbarea semnului unei stări a sistemului, semn ce nu poate fi controlat 

deoarece este dictat de dinamica servomecanism-sarcină externă acționată/care acționează.. 

Prin urmare, vom vorbi despre sisteme neliniare cu comutare a căror lege de comutare este 

necontrolată și dependentă de stare.  
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2. Cazul critic de stabilitate a punctului de echilibru 

pentru un sistem neliniar cu comutare structurală și 

întârziere pe stare 

În acest Capitol este studiat un sistem neliniar cu întârziere pe stare și cu comutare. Sistemul 

prezintă un caz critic de stabilitate a punctului de echilibru fiind dificil de stabilit, fără analiză, 

dacă sistemul este stabil, sau nu, conform metodei de stabilitate în prima aproximație a lui 

Liapunov. Problema va fi studiată extinzând abordarea propusă de Malkin (Malkin, 1966) în 

cazul ecuațiilor diferențiale ordinare, utilizând funcționalele complete Liapunov-Krasovskii 

(Kharitonov, 2013). 

Se consideră forma generală a sistemului neliniar cu întârziere și comutare  

 

 

( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) , 0

( ) ( ), ( ), ( )

i i i

i

x t A x t B x t h F x t x t h y t t

y t G x t x t h y t

     

 
 (4) 

unde 1( , ) ,T n
nx x x   y  și , M ( )i i nA B   (matrice n n ) pentru 1, 2,i  . iF  și iG  

conțin puteri ale lui ,jx 1, ,j n  de ordin mai mare sau egal cu doi, 

(0,0, ) (0,0, ) 0,i iF y G y  ,y   și pentru orice 0   există 1( )M   și 2 ( )M   cu 

proprietatea 1 2
0 0

lim ( ) lim ( ) 0M M
 

     astfel încât oricând ( ) ,x t   ( ) ,x t h   ( ) ,y t  

au loc următoarele inegalități 

   

   
1

2

( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) .

i

i

F x t x t h y t M x t x t h

G x t x t h y t M x t x t h

    

    
 (5) 

Sistemul (4) are o formă care anticipează prezența cazului critic de stabilitate prin absența 

părții liniare în ecuația lui .y  Așadar, se enunță și se demonstrează o teoremă de stabilitate în 

cazul critic al punctului de echilibru al unui sistem neliniar cu întârziere pe stare și comutare 

necontrolată (4). 

Pentru început, atenția este îndreptată către studiul stabilității punctului de echilibru al primei 

ecuații din (4)  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( )i i ix t A x t B x t h F x t x t h y t      (6) 

cu ( )y t  presupus a fi mărginit pentru orice 0.t   Se notează cu ( ;0, )x t   soluția sistemului (6) 

care satisface      ;0, , ,0 .x h        Se definește    (0, ) : ;0, ,tx x t      



 

9 

 

 ,0 ,h   pentru 0.t   Se consideră  [ ,0], nC h  spațiul normat al funcțiilor continue cu 

norma standard definită prin 0sup ( ) .hh       

Sistemul de mai sus poate fi scris într-o formă compactă, generală  

( )i tz f z  (7) 

cu if  funcționale definite pe  [ ,0], .nC h  

Teoremă 5. Fie sistemul neliniar (7) cu  f  neindexată (i.e., fără comutare). Se presupune că 

: nf C   și satisface toate condițiile de existență și unicitate a soluției locale pentru (7). De 

asemenea (0) 0.f   O condiție necesară și suficientă pentru stabilitatea asimptotică a soluției 

nule a sistemului (7) este să existe o funcțională continuă și diferențiabilă :V C   astfel 

încât , , :m M      funcții continue, crescătoare, cu (0) (0) (0) 0,m M     astfel 

încât pentru soluțiile din (7), pentru orice 0,t  au loc 

   
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

t h

t

m x t V x M x t

V x x t

 

 
  

Conform unor surse consultate (Gu, et al., 2003), (Kharitonov, 2013), (Gu & Niculescu, 

2003), (Fridman, 2014b), Teorema 5, denumită adesea Teorema de stabilitate Liapunov-

Krasovskii, are originea în cartea lui Krasovskii (Krasovskii, 1959) (Teoremele 31.1-31.3). 

Versiunea redată aici este apropiată de cea din (Kolmanovskii & Nosov, 1981), (Afanasiev, et 

al., 2003), (Gu & Niculescu, 2003) și (Kim, et al., 2008), cea din urmă referință citând ca sursă 

(Hale & Verduyn Lunel, 1993).   

O funcțională  tV x  ce îndeplinește condițiile Teoremei 5 se numește funcțională 

Liapunov-Krasovskii (Kharitonov, 2013), (Kim, et al., 2008). 

Modelul se construiește plecând de la cazul simplu de stabilitate asimptotică a sistemelor 

liniare  

( ) ( ) ( ), 1,2.i ix t A x t B x t h i     (8) 

Se consideră funcționalele Liapunov-Krasovskii ( ),i tV x 1, 2i   (Kharitonov, 2013), 

(Kharitonov & Zhabko, 2003), (Kim, et al., 2008) 

0
2

0,( ) ( ) (1 ) ( )i t i t

h

V x V x h s x t s ds



      (9) 

cu 0,iV  definit astfel 

0

0,

0 0

( ) ( ) (0) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T
i t i i i

h

T T
i i i

h h

V x x t U x t x t U h s B x t s ds

x t B U s B x t s d ds



 

    

 
     

 
 



 

 (10) 

O condiție necesară și suficientă pentru existența funcționalelor Liapunov-Krasovskii (9) este 

ca sistemul (8) să fie asimptotic stabil. 
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În cele ce urmează, modelul matematic pentru cazul critic de stabilitate a echilibrului unui 

sistem neliniar cu întârziere pe stare și comutare structurală se construiește pe baza a patru 

proprietăți ce se regăsesc în lucrarea (Kim, et al., 2008), însă referitoare la cazul unui sistem 

liniar. Fie , 1, 2, ,i j i j   două moduri posibile în care sistemul se poate afla.  

Propoziție 6. Există ,   numere strict pozitive astfel încât pentru orice 0,t   soluția tx  a 

sistemului (6) verifică 

22
( ) ( ) .i t t h

x t V x x     (11) 

Propoziție 7. Derivatele funcționalelor Liapunov-Krasovskii (9) de-a lungul soluției sistemului 

neliniar (6) verifică 

( ) ( )i t tV x w x   (12) 

cu w  pozitiv definită și (0) 0.w   

Propoziție 8. Există 1   astfel încât 

( ) ( )i t j tV x V x   (13) 

pentru toate soluțiile tx  ale sistemelor neliniare (6), cu , 1, 2,i j   .i j  

Se introduce o ipoteză cu privire la comportamentul funcționalelor iV  pe perioada 

momentelor de timp consecutive, urmând linia din (Kim, et al., 2008). 

(H) Pentru 1,2,i  există constantele (0,1)ic   astfel încât, pentru orice pereche de 

momente de comutare consecutive corespunzând modului i, cu ,p qt t  cu modul i  activ în pt  

și ,qt  astfel încât 

( ) ( ) ( )
q p pi t i t i i tV x V x c V x    (14) 

cu tx  soluție a sistemului (6). 

Teoremă 9. Se presupune ( ) , 0.y t t     Atunci soluția nulă a sistemului cu comutare (6) 

este asimptotic stabilă. 

Definiție 10. Legea de comutare   este definită ca fiind stabilă dacă există 0   astfel încât 

dacă matricile ˆ
iA  și ˆ

iB , 1,2,i   satisfac ˆ ,i iA A   ˆ ,i iB B    ̂  verifică  ̂      și 

sistemele liniare (8) sunt stabile, funcționalele Liapunov-Krasovskii (9) verifică (H) când tx  

este o soluție a sistemului activ similar cu (6) pentru anumiți ˆ
iF care verifică (5)pentru un

 ˆM̂   cu    ˆˆ .M M       

Teoremă 11. Se presupune că ipoteza (H) are loc, iar legea de comutare   este stabilă. Atunci 

soluția zero a sistemului cu comutare (4) este stabilă. 
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3. Stabilitatea punctului de echilibru pentru un sistem 

neliniar cu control predictiv de stare, întârziere pe control, 

și cu comutare structurală 

Obiectivul principal este de a propune o soluție problemei complexe ridicate de stabilitatea 

punctului de echilibru al unui sistem neliniar cu întârziere pe control și comutare structurală.  

Cadrul matematic pentru studiul stabilității este dat de utilizarea unui control cu predicție de 

stare bazat pe o lege de sinteză LQR (Linear Quadratic Regulator) și a unor funcționale multiple 

Liapunov-Krasovskii de tip quadratic.  

Se consideră următorul sistem liniar invariant în timp, cu întârziere pe control și fără 

comutare   

     

   

0

0

; (0) 0,

, 0, 0,

cx t Ax t B u t h x x

u t u t h t h

    

    
 

 
(15) 

cu ,n nA   
1n

cB   și perechea de matrici  , cA B  complet controlabile sau, cel puțin, 

stabilizabile (Kwon & Pearson, 1980), (Kwakernaak & Sivan, 1972). Scopul este de a studia 

stabilitatea punctului de echilibru nul al sistemului (15) pentru 0,t   cu   u x t  controlul 

dependent de stare și cu condițiile inițiale  0 0. , .u x  O perturbație a punctului de echilibru nul 

este notată cu 0.x Controlul u  este considerat o funcție local integrabilă  1 , .locu h     

Dacă sistemul (15) ar fi fără întârziere, atunci legea de control predictivă ar fi, de exemplu, 

cu feedback după stare     1, nu t Kx t K    dat de utilizarea unui algoritm LQR. 

Introducerea unei întârzieri pe control conduce la complicarea problemei. O soluție clasică 

pentru rezolvarea acestei probleme este dată  de considerarea unei legi de control predictiv după 

stare descrisă sumar astfel: să se găsească o lege de control     ,u t h Kx t   sau altfel spus 

    ,u t Kx t h   care să stabilizeze sistemul cu întârziere pe control. Prin urmare, este 

necesară o predicție a stării.  
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Propoziție 12. Fie sistemul (15) cu perechea de matrici  , cA B  controlabile sau, cel puțin, 

stabilizabile.  

a) Un predictor de stare pentru sistemul (15) este dat de  

       
0

: .Ah As
p c

h
x t x t h e x t e B u t s ds


      (16) 

b) Prin aplicarea controlului cu predicție după stare    u t Kx t h  , sistemul (15) este 

înlocuit de sistemul compensat  

       
0

; : .As Ah
d c c d c

h
x t Ax t A x t h B K e B u t s h ds A B Ke


        (17) 

Se consideră sistemul neliniar cu comutare structurală și cu întârziere transferată de pe 

control pe stare prin procedeul menționat mai sus  

         
0

,

: , 1,..., .

i

i

A s
i di c i c i i

h

A h
di c i

x t A x t A x t h B K e B u t s h ds F x t

A B K e i m




         

 

  (18) 

Sistemul (18) reprezintă o extensie neliniară a sistemului (17) la care se adaugă structura 

comutantă și termenii de ordinul unu   iF x t  obținuți prin dezvoltarea în serie Taylor în jurul 

originii. 

Teoremă 13. Se consideră sistemele (18) cu 

a) iA  matrici Hurwitz, așadar există matricile simterice și pozitiv definite iP  ce satisfac 

ecuațiile matriceale Liapunov 
T
i i i i iA P P A Q    pentru anumite matrici simetrice pozitiv 

definite iQ  și 

b) diA  matrici suficient de mici, mai exact  min 2,i d i iP A Q   pentru care există 0i   

astfel încât  min 2i d i i iP A Q    .  

Pentru fiecare 1,...,i m în (18), se consideră următoarele funcționale Liapunov-Krasovskii  

       
2

.
tT

i t i i
t h

V x x t Px t x s ds


    (19) 

Atunci condițiile (11) și (12) sunt îndeplinite pentru orice 1,..., ,i m  atât timp cât funcțiile 

          
2

min max: 2i i i i i ix t Q P M x N x t        
 sunt pozitive.  

Propoziție 14. Funcționalele Liapunov-Krasovskii (19) îndeplinesc condiția (13).   

Teoremă 15. O condiție suficientă de stabilitate asimptotică a soluției zero a sistemului (18) 

este ca funcționalele   ,i tV x  1, ..., ,i m  date de (19) îndeplinesc condițiile (11), (12) și 

ipoteza (H). 
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4. Aplicații la câteva modele matematice reprezentative 

pentru servomecanismul hidraulic, cu întârziere și 

comutare. Simulări numerice 

Teoria dezvoltată în Capitolele 2 și 3 se aplică aici la servomecanisme hidraulice. Astfel, în 

Secțiunea 4.1 se dă o scurtă descriere a servomecanismelor mecanohidraulice și 

electrohidraulice și a modului de obținere a modelelor matematice ce le caracterizează. De 

asemenea, se propun câteva modele matematice în care se introduce întârziere. În Secțiunea 4.2 

se face o aplicație a teoremei demonstrate în Capitolul 2, și anume o teoremă pentru cazul critic 

de stabilitate a unui sistem neliniar cu comutare și întârziere pe stare.  Secțiunea 4.3 este 

reprezentată de o aplicație a teoremei de stabilitate a punctului de echilibru al unui sistem 

neliniar cu control predictiv după stare, cu comutare, și cu întârziere pe control. teoremă 

demonstrată în Capitolul 3. În plus, în Secțiunea 4.3 se prezintă o metodă de obținere a unei 

legi de control cu predicție după stare. 

Modele matematice pentru servomecanisme mecanohidraulice și 

electrohidraulice   

Tehnologiile actuale implică lucrul cu mașini capabile de a ridica obiecte extrem de grele, și 

deci forțe mari, sau de a realiza mișcări foarte rapide și precise. Pentru astfel de operații, 

mașinile sunt echipate cu servomecanisme hidraulice. Acestea se pot clasifica în 

servomecanisme mecanohidraulice (MHS)  când semnalul de intrare provine de la operatorul 

uman, semnal de natură mecanică, sau servomecanisme electrohidraulice (EHS) când semnalul 

de intrare provine de la pilot automat, semnalul fiind de natură electrică.  

Complexitatea servomecanismelor hidraulice și dinamica lor pot constitui surse de apariție 

a întârzierii: inerția componentelor mobile și a sarcinii controlate, neliniaritățile constitutive ale 

servomecanismului, frecarea uscată dintre părțile mobile și cele fixe ale cilindrului hidraulic  (a 

se vedea modelul LuGre (Olsson, et al., 1998)), întârzierile în linia de comandă de la traductori, 

timpul de reacție a pilotului (Toader & Ursu, 2014), întârzierea generată de unitatea de calcul 

în procesul de sinteză a legii de control, etc.  

În cadrul tezei, se propun diverse modele matematice cu întârziere pentru EHS și MHS: 

modele matematice cu comutare și întârziere pe starea servovalvei, pe control, pe variabila de 

stare introdusă de frecare. Aceste modele au constituit punctul de plecare pentru înțelegerea 

efectelor produse de prezența întârzierii în ecuațiile dinamice.    
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Propoziție 16.  Un model matematic elementar cu întârziere pentru EHS este descris de 

următoarea ecuație diferențială neomogenă, autonomă, cu întârziere  

   1 1 0 0( ) ref

T

k
x t kx t h u t h

k
      (20) 

unde 0h  este o întârziere echivalentă în care sunt incluse efectele componentelor inerțiale și 

vâscoase ale sarcinii în hidrocilindru și în servovalva electrohidraulică  , 0 .eh h h   

Propoziție 17.  EHS  descris de ecuația cu întârziere (20) este stabil (i.e. are rădăcini cu parte 

reală negativă) dacă 0 .
2

kh


   

Propoziție 18. Un model matematic elementar cu întârziere pentru MHS este descris de ecuația 

diferențială cu întârziere   

   1 1 0 0( ) .rx t kx t h kx t h      (21) 

Aplicație la servomecanismul electrohidraulic cu întârziere pe stare 

Se consideră următorul model matematic al EHS fiind împărțit în două subsisteme în funcție 

de semnul variabilei de stare a servovalvei  (Tecuceanu, et al., 2019), (Halanay & Ursu, 2009), 

(Halanay & Ursu, 2010), (Balea, et al., 2010), (Ursu, et al., 2013), (Halanay, et al., 2009), 

(Halanay, et al., 2004), (Ursu, et al., 2006), (Ursu & Ursu, 2007), (Balea, et al., 2010) 

 

 

1 2 2 31 2 3 4 5 3 3 2

0 1 1

4 5 4 4 2 5 1 5

0 1 1

ˆ; ; ( )
ˆ

1
ˆ( ) ; ( ).

ˆ

s

SV T

SV SV

y y
k f S S B

y y y y y y Cy t h p y x Sy
m m m m V Sy Sx

k kB
y Cy t h y x Sy y y y t h

V Sy Sx

         
 

        
   

 (22) 

Ecuația caracteristică  1 1det 0shsI A B e    are o valoare proprie zero ceea ce înseamnă 

că problema se situează în cazul critic de stabilitate și nu se poate decide cu privire la stabilitatea 

punctului de echilibru pe baza teoriei în primă aproximație Liapunov. Prin urmare, sistemul 

(22) se aduce la o formă cerută de metoda Liapunov-Malkin prin care Teorema 11 poate fi 

aplicată.  

Noul sistem este dat de 

 

2

3

1 2 3 4 5

2 3 3 4 4

32 2 35 5 33

4 42 2 45 5 44

5 3 51 3 4 51 4 5

, , , , ( )

( )

( )

1
( )

SV

G t h

f S k k S
a a

m m m m m

a b t h g c

a b t h g c

a a a a t h

 



       

   
          

   

       

        

        


 (23) 
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și are forma specifică metodei Liapunov-Malkin 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( )

( ) ( ), ( ), ( ) , 1,2.

i i i

i

t A t B t h F t t h t

t G t t h t i

          

      
 (24) 

Teorema 11 asigură stabilitatea soluției sistemului (24), dacă părțile liniare  

( ) ( ) ( ),i it A t B t h       1,2i   (25) 

îndeplinesc condițiile de stabilitate și condițiile Liapunov.   

Teoremă 19. (Hu & Wang, 2002), (Xu, et al., 2014). Sistemul liniar cu întârziere (24) este 

stabil independent de întârziere dacă și numai dacă următoarele două condiții au loc: 

a) polinomul caracteristic ( ) ( ),P s Q s  corespunzând cazului 0,h   are doar rădăcini cu 

părți reale negative; 

b) polinomul 
2 2

( ) ( ) ( ) 0F P i Q i       nu are alte rădăcini reale   în afară de zero. 

Definiție 20. [ (Kharitonov, 2013), Definiția 2.6]. Condiția Liapunov pentru sistemul (25) se 

referă la interdicția ecuațiilor caracteristice ale sistemului să aibă rădăcini simetrice față de 

origine. 

Valoarea teoretică calculată maxh  este validată foarte bine de simulările numerice pentru 

sistemul (22). valoarea critică a întârzierii, dincolo de care sistemul devine instabil, a fost găsită 

a fi max 0.0116 s.h   

Stabilitatea echilibrului modelului matematic EHS cu întârziere pe control 

Modelul matematic pentru EHS este descris de un sistem neliniar cu cinci ecuații 

diferențiale, patru dintre ele definind  sistemul valvă-actuator-sarcină, iar a cincea reprezentând 

dinamica de ordinul întâi a servovalvei electrohidraulice (EHSV). Prin acest model se 

evidențiază caracterul comutant, neliniar, apărut din cauza schimbărilor direcționale din 

dinamica distribuitorului liniar. Modelul matematic este dat de 

  

     

1 2 2 3

5

1 2 3 4 5 3 2 3

0 1

5
4 5 4 2 4 5 1

0 1

;

0 :

; 2

2 ;

s l s

SV
l s

SV SV

x x x x

x

k f S S B
x x x x Cx p x Sx k p x

m m m m V Sx

x kB
x Cx x Sx k p x x u x t h

V Sx

     



    


        
  

 
(26) 
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  

     

3

5

1 2 2 1 2 3 4 5 3 2 3

0 1

5
4 5 4 2 4 5 2

0 1

0 :

; ; 2

2 ; ;

2
: .

l s

SV
s l s

SV SV

d

x

x

k f S S B
x x x x x x x Cx x Sx k p x

m m m m V Sx

x kB
x Cx p x Sx k p x x u x t h

V Sx

C c w





         


         
  




 (27) 

Condițiile inițiale asociate sistemelor (26)-(27) sunt:   0,0 0,i ix x     0, ,i iu t u t

0,h t   0,h  1,2.i   Se introduc două tipuri de scurgeri, și anume, una internă în 

distribuitor, ți una externă în hidrocilindru. În absența considerării scurgerii în modelul fizic al 

EHS, matricile Jacobi au două valori proprii zero. În cazul modelului din (Meritt, 1976), cu 

ambele tipuri de scurgeri, singularitatea există doar în cazul în care 1 0x  .  

Fie 1A  și 2A  matricile Jacobi calculate în zero pentru ambele cazuri 5 0x   și 5 0x   

3,15,1

0 1,1 0 1,1 0 1,13,1
1

4,15,1

0 1,1 0 1,1 0 1,14,1

0 1 0 0 0

0

ˆˆ
0 2 0

ˆ ˆ ˆˆ2

ˆˆ
0 0 2

ˆ ˆ ˆˆ2

1
0 0 0 0

s
l

s

l

SV

k f S S

m m m m

BC p xCxBS B
k

V Sx V Sx V Sxp x

BC xCxBS B
k

V Sx V Sx V Sxx

 
 
   
 
 

   
          

 
  
    
     

 
   

A  (28) 

3,25,2

0 1,2 0 1,2 0 1,23,2
2

4,25,2

0 1,2 0 1,2 0 1,24,2

0 1 0 0 0

0

ˆˆ
0 2 0

ˆ ˆ ˆˆ2
.

ˆˆ
0 0 2

ˆ ˆ ˆˆ2

1
0 0 0 0

l

s
l

s

SV

k f S S

m m m m

BC xCxBS B
k

V Sx V Sx V Sxx

BC p xCxBS B
k

V Sx V Sx V Sxp x

 
 
   
 
 

  
         

 
   
   
     

 
   

A  (29) 

Matricea de influență a controlului cB  este un vector coloană cu primele patru elemente 

egale cu zero și al cincilea egal cu /SV SVk  . Perechile de matrici  ,i cA B , i =1, 2, nu sunt 

complet controlabile, dar sunt stabilizabile, inclusiv în 0 0x   care este cel mai vulnerabil punct 

de echilibru al sistemului EHS (Guillon, 1972). De fapt, cele două matrici iA  (28) și (29) sunt 

matrici Hurwitz. Sinteza legii de control se realizează prin proceduri LQR cu privire la matricile  

 , ,i cA B  1,2.i   

Punctul de echilibru vectorial corespunzător subsistemului cu variabila de stare 5 0x   se 

obține prin alegerea unei valori pentru 1,1
ˆ ,x  celelalte fiind găsite conform relațiilor  2,1

ˆ 0,x 
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3,1 0,1
ˆ / 2 / (2 ),sx p kx S     4,1 0,1

ˆ / 2 / (2 ),sx p kx S   iar 5,1x̂  fiind găsit ca soluție a ecuației 

 5 0,1 0,12 0.s lCx p kx S k kx S    Se obțin următoarele valori: 3
1,1

ˆ 5 10 m,x  

2,1
ˆ 0 m/s,x   5

3,1
ˆ 112.5 10x   N/m2, 5

4,1
ˆ 97.5 10x   N/m2, 3

5,1
ˆ 0.0018 10x   m, cu

1 0.0925u  . Valorile proprii ale matricii 1A (28) obținute în buclă deschisă sunt: 

1,2 97.4 1726. 5 ,i     3 0.3,   4 90,    și 5 131.2   . valorile proprii în buclă închisă 

ale matricii 1A (28)  sunt  1 , 2 9 7 . 4 1 7 2 6 . 5 ,i     3 10.2,    4 90,   5 130.8.    

Sinteza legii de control LQR s-a realizat alegând matricile de ponderare JQ , ca matrice zero 

exceptând JQ  (1,1) = 1, iar 0.0025JR  , obținând factor de amplificare K1 = [6.1005  0.0002    

0.0008  −0.0006  3.6293]. Același procedeu se aplică pentru subsistemului caracterizat de 

2.i    

Pentru verificarea condițiilor de stabilitate date în Teorema 13, așadar pentru îndeplinirea 

inegalității    0,i x t   următorii parametri sunt necesari: 0 ,ix ,lk ,h ,iM   ,x t   ,iR t

,iN  min ,iQ  max ,iP .i  Ținând cont de faptul că matricile iQ  și iP  sunt corelate datorită 

ecuației Liapunov, asigurarea unei valori pozitive pentru expresia 

    min max2i i i i iQ P M x N        este extrem de dificil. 

Mai mult, un prag al valorii critice a întârzierii până la care sistemul rămâne stabil se găsește  

în jurul valorii de 0.1s.h   Pentru 0.096 s,h  există un pol în domeniul discret la limita 

stabilității, 0.99995.z   Pentru * 0.1s,h  polul devine instabil 1.0002346.z   

Discretizarea modelului și sinteza unui control cu predicție de stare pentru un 

sistem liniar cu întârziere pe control  

În această Secțiune se propune o metodă numeric-analitică pentru sinteza unei legi de control 

care compensează întârzierea. Aceasta se aplică la modelul matematic liniarizat (18) al 

servomecanismului electrohidraulic cu întârziere pe control si comutare structurală, 

necontrolată, analizat în Secțiunea 3.2. Altfel spus, problema găsirii unei legi de control este 

formulată și rezolvată astfel încât să se asigure stabilitatea echilibrului dinamicii sistemului 

influențată de prezența întârzierii. 

Modelul matematic (18) implică existența unui termen integral care conține istoria 

controlului.  Practic, pentru găsirea soluției DDE (18), pe lângă condițiile inițiale, este necesar 

să se cunoască legile de control anterioare și să fie incluse în calcul. Acest procedeu nu este 

ușor de efectuat și presupune o discretizare și integrare online a modelului pentru compensarea  

efectelor date de întârziere. Astfel, integrarea sistemului cere înlocuirea integralei cu o sumă 

împărțind lungimea intervalului de integrare h  într-un număr potrivit de k perioade de 

eșantionare T. Rezultatele simulărilor numerice evidențiază valoarea maximă a întârzierii până 

la care sistemul rămâne stabil. 
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Se consideră sistemul liniar, invariant în timp, cu întârziere pe control  

0( ) ( ) ( ), (0)x t Ax t Bu t h x x     (30) 

și legea de control 

( ) ( ).u t h Kx t    (31) 

Sursele întârzierii pe control pot fi: 

1. caracteristica intrinsecă a sistemului, sau 

2. timpul necesar sintezei legii de control; în acest caz, întârzierea este egală cu perioada 

de eșantionare. 

Ipoteza de lucru este că matricea de feedback corespunzătoare legii de control (31) s-a 

determinat astfel încât matricea A BK  este stabilă.  Mai mult, sistemul în buclă închisă 

îndeplinește anumite criterii de performanță. Dacă o întârziere intervine în sistem, iar legea de 

control, nu ia în calcul acest lucru, efecte nedorite pot avea loc în dinamica sistemului precum 

degradarea performanțelor sau chiar destabilizare. Astfel, se au în vedere două direcții de 

studiu: 

(D1) determinarea unei valori maxime a întârzierii maxh  dincolo de care sistemul (30) devine 

instabil utilizând legea de control (31) 

(D2) sinteza unei legi de control care să contracareze efectele introduse de întârziere; cu alte 

cuvinte, pentru ,t h  sistemul în buclă închisă se comportă ca sistemul 

0( ) , ( ) .Ahx A BK x x h e x   Această cerință este satisfăcută de legea de control 

predictivă din următoarea Propoziție.  

Propoziție 20. Legea de control cu predicție după stare pentru sistemul liniar (29) care 

satisface obiectivul (D2) este dată de 

( )( ) ( ) ( ) ( ) .
tAh A t s

t h
u t Kx t h K e x t K e Bu s ds


        (32) 

Propoziție 21. Legea de control (31) se obține conform formei discretizate 

1
1( ) ( ) ( )

n
k n i
D D D

i n k

u n K A x n K A B u i


 

 

     (33) 

: ,t nT 0,1, 2, ,n  ,h kT : ,AT
DA e 1: [ ] .AT

DB A e I B    
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Concluzii 

C.1. Concluzii generale  

Obiectivul principal al acestei teze a fost de a studia stabilitatea locală a punctelor de 

echilibru pentru câteva sisteme dinamice descrise de ecuații diferențiale cu întârziere și 

comutare structurală, necontrolată. Stabilitatea este înțeleasă ca o stabilitate locală, o stabilitate 

a echilibrelor perturbate cu variații mici. În fapt, stabilitatea echilibrului servomecanismului ca 

sistem de stabilizare este echivalentă cu stabilitatea sistemului ca sistem de urmărire.  

Obiectivele secundare au fost de pregătire a cadrului matematic și de enunțare și demonstrare 

a unor Propoziții și Teoreme de stabilitate. Rezultatele obținute analitic au fost validate de 

simulări numerice la aplicații reale din inginerie. Aplicațiile sunt în legătură cu 

servomecanismele mecanohidraulice și, în mod special, servomecanisme electrohidraulice, 

ambele utilizate în aviație pentru controlul suprafețelor primare de zbor ale avionului, în cazul 

de față pentru controlul eleroanelor.  

Comparând abordările din Capitolele 2 și 3, se pot stabili câteva concluzii. Cele două modele 

matematice sunt, în fapt, asemănătoare, în sensul că întârzierea pe control poate fi văzută ca o 

întârziere pe starea servovalvei si viceversa. Rezultatele din capitolul 2 au avantajul unor 

condiții de stabilitate mai puțin restrictive și dezavantajul, în absența unei legi de control 

adecvate, a existenței unui prag mai scăzut de stabilitate dat de prezența întârzierii. Rezultatele 

din capitolul 3 au avantajul unui control adecvat, de tip predictiv, care compensează în totalitate 

prezența întârzierii asigurând o stabilitate a echilibrului pentru perturbații suficient de mari și 

pentru valori suficient de mari ale întârzierii.  Dezavantajul este dat de restrictivitatea ridicată 

a condițiilor suficiente de stabilitate determinate.  

Simulările numerice validează calculele analitice prin faptul că întârzierea maximă pentru 

care sistemul rămâne stabil, calculată analitic, este practic aceeași cu valoarea găsită prin 

simulări numerice în domeniile continuu și discret, în prezența unui control de tip LQR, și 

anume max 0.1s.h  Pentru sistemul cu control predictiv, sistemul întârziat se comportă la fel 

ca sistemul fără întârziere, ambele sisteme suportând perturbații destul de mari ale punctelor de 

echilibru.  
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C.2. Perspective de continuare a studiului 
Rezultatele prezentate în această Teză se pot aplica în diferite ramuri ale ingineriei unde 

întârzierea are un efect important în dinamica sistemelor din punct de vedere al stabilității 

punctelor de echilibru. Prin urmare, modelul matematic poate fi îmbunătățit astfel încât să 

descrie cu acuratețe comportamentul obiectului controlat ținând cont și de o istorie minimală a 

dinamicii acestuia.    

Există o tendință accentuată în ingineri de a studia sistemele cu comutare. Astfel, rezultatele 

din Teză urmează această direcție și oferă un punct de plecare pentru dezvoltarea de noi studii 

de stabilitate unde se cere să se asigure stabilitatea unui sistem compus din subsisteme stabile 

sau instabile. Un studiu necesar și util este de a găsi condiții de stabilitate mai puțin restrictive 

având în vedere că modelul funcționalelor Liapunov-Krasovskii poate genera condiții foarte 

restrictive.    

Un alt orizont important de dezvoltare este de a propune și de a realiza modele practice în 

laborator pentru validarea rezultatelor din Teză. În ingineria aerospațială, un obiectiv 

semnificativ este de a stabili anvelopa de zbor a unei aeronave. Fenomenul de flutter este un 

fenomen aeroelastic, dinamic, sever, constând în oscilații auto-întreținute ale căror amplitudini 

cresc puternic, într-un interval scurt de timp, prin acumularea de energie în structură.  Acesta 

afectează grav suprafețele primare de comandă ale unui avion întrucât aici se dezvoltă forțele 

aeroelastice. Acesta afectează grav suprafețele primare de comandă ale unui avion, ducând de 

regulă la catastrofă. În anii recenți, au fost abordate diferite metode active de combatere a 

flutterului. O soluție interesantă și realistă pentru creșterea anvelopei de zbor ar putea fi dată de 

considerarea întârzierii pe linia traductor – lege de control implementată – actuator. 
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