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Modelarea and Simularea MEMS

Abstract

Cuvinte cheie: model mulyifizic, calcul de inalta performantd, camp electromag-
netic, elasticitate liniara, analiza functionala, formular: slabe, element finit,
procesare paralela

Ultimele doua decenii ne-au facut martorii unei cresteri exponentiale a cererii
de putere de calcul, atat din partea comunitatii stiintifice, cat si din partea
aplicatiilor comerciale. Pe masura ce costurile de proiectare si testare a noilor
produse de 1nalta tehnologie sunt in continua crestere, simularea acestor dispozitive
complexe cu ajutorul calculatorului a devenit din ce In ce mai necesara. Faptul a
dus la dezvoltarea completa a unei ramuri stiintifice de sine statatoare si anume
modelarea multifizicad.

Modelarea echipamentelor moderne necesita simularea cuplajului dintre mai
multe fenomene fizice care interactioneaza pe parcursul functionarii respectivului
dispozitiv.  Frecvent, sunt intalnite cuplaje intre fenomene electromagnetice,
mecanice, termice, de curgere a fluidelor.

Teza de fata descrie o metoda de abordare a simularilor multifizice prin prisma
interactiunii dintre trei domenii stiintifice fundamentale, si anume: fizica, matema-
tica si calculul numeric. Pe parcursul lucrarii este subliniata interdisciplinaritatea
dintre cele trei domenii stiintifice. Aceasta abordare este cunoscuta sub numele de
CSE - Computational Science and Engineering.



Capitolul 1

Calcul de inalta performanta

Primul capitol al lucrarii pune in evidenta resursele de calcul atat hardware, cat
si software strict necesare implementarii algoritmilor generati in cadrul CSE. Sunt
punctate, pe scurt, etapele ce au marcat dezvoltarea arhitecturilor hardware ale
unitatilor centrale de procesare ale computerelor, pornind de la arhitectura Neumann
si termindnd cu pocesoarele multinucleu (in engleza multicore), dotate fiecare cu
cate o memorie temporara rapida (cache), capabile de a rula seturi de instructiuni
in paralel. La ora actuala, volumul mare de prelucrari solicitate de modelarea
multifizica este efectuat in paralel, pe grupari de computere (cluster-e) dotate cu
procesoare multinucleu (v. fig. .

Dezvoltarea rapida a arhitecturilor hardware, a atras dupa sine, deschiderea
catre aplicatii software noi, materializate prin algoritmi dedicati, preocupati mai
putin de a face economie de memorie, ci mai mult de cresterea si contolul acuratetii
calculelor numerice, precum si de reducerea timpului de calcul. Modelul clasic al
programarii structurate, utilizat pentru implementarea algoritmilor seriali a fost
inlocuit cu modele ale programarii paralele, prezentate in subcap. ?7. Este subliniat
aici faptul ca modalitatile de paralelizare ale unui algoritm nu se pot inscrie unor
asa zise retete, ci, mai degraba, trebuie sa respecte anumite principii, avand ca scop
esential Indeplinirea unor criterii generale de eficienta ale programului. Tot in acest
capitol sunt prezentate doua metodologii de paralelizare:

« una datorata din 1995 lui Foster([30]) si descriptibila prin secventa: ,Partition
-> Communication -> Agglomeration -> Mapping” (prescurtat PCAM);

 ccalaltda datoratd lui Mattson [59] ce propune in 2004 o sistematizare a
procesului de programare paralela, grupand multitudinile de tehnici tipice
acestui proces (v. fig.??) - in grupe de modele (patterns) definite la nivel
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Modelarea and Simularea MEMS

Procesor

Procesor Procesor
Cache

IR Cache IR Cache

Procesor

STIOWIDA

Memorie Cache Memorie Cache

IR=Interfata retea

Cache

=

Figura 1.1: Organizare de cluster hibrida cu masini independente si SMP. In masinile
independente este folosit si procesorul grafic (GPU).
abstract.

Pentru ca tabloul sa fie complet, era necesara si prezentarea instrumentelor software
utilizate pentru implementarea practica a principiilor descrise mai sus. Dintre
acestea sunt enumerate cele mai des utilizate In momentul de fata:

« biblioteca software Pthreads;

« biblioteca software OpenMP;

« modelul de programare ,Message Passing Interface” (MPI);
Petru fiecare dintre aceste instrumente sunt discutate:

« modul in care, pe parcursul executiei procesului principal al programului, se
initiaza si se incheie sub-procese, sau secvente scurte (threads) care ruleaza
in paralel pe mai multe procesoare si/sau pe mai multe nuclee ale aceluiasi
procesor;

« modul in care sunt rezolvate situatiile critice care pot aparea pe parcursul
rularii proceselor paralele pomenite la punctul anterior si aici putem vorbi de
doua mari clase de astfel de situatii - numite si portiuni critice de cod:

— un set de date este accesat la momente nepotrivite si In mod necontrolat
de catre diverse secvente de program ce ruleaza in paralel: fie datele sunt



Capitolul 1. Calcul de inalta performanta

neprelucrate suficient pentru a fi preluate de catre procesul respeciv, fie
modificarea lor de catre procesul in cauza ar fi prematura intrucat mai
sunt si alte procese care ar trebui sa preia acele date in forma curenta
(nemodificata inca);

— doua sau mai multe procese/secvente se interblocheaza intre ele asteptand
unul de la altul instructiuni pentru continuarea activitatii;

o modul 1n care se utilizeaza instrumentele software respective: sub forma de
biblioteci de functii, sau sub forma de seturi de directive de compilare, care
genereaza In momentul etapei de compilare codul necesar initierii setului de
procese ce vor rula in paralel.



Capitolul 2

Aspecte fizice

Universul multifizic poate fi caracterizat, din punct de vedere material, printr-o
multime de domenii spatiale disjuncte sau nu, in care se manifesta simultan sau
secvential mai multe fenomene fizice. Fiecare dintre acestea reprezinta obiectul unei
teorii stiintifice caracterizata de:

o marimi fizice primitive si derivate;

« un set de axiome (legi) independente, consistente (necontradictorii), respectiv
complete;

» teoreme demonstrate pe baza setului de axiome mentionat.

Capitolul 2 se refera la aspectele fizice de mai sus ce caracterizeaza teoria campului
electromagnetic, respectiv teoria elasticitatii in medii liniare.

Un punct in spatiu este caracterizat complet din punct de vedere electromag-
netic de catre urmatorul set de vectori, reprezentati matematic de functii de spatiu

si timp:
o E intensitatea campului electric;
e D inductia electrica;
o H intensitatea campului magnetic;
e B inductia magnetica;

Schimbarea starii electromagnetice a corpurilor in urma interactiunii dintre acestea
si campul electromagnetic sunt puse in evidenta prin urmatoarele marimi locale:

» densitatea de sarcina p - care reflecta starea de electrizare;
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Capitolul 2. Aspecte fizice

o densitatea de curent J - care reflecta starea electrocinetica.

Ambele sunt functii de spatiu si timp - p o functie scalara, iar J o functie vectoriala.

Marimile globale ale cAmpului electromagnetic, sunt scalare si se obtin prin
integrarea marimilor locale prezentate mai sus pe varietati spatiale de ordin 1 (curbe
C), ordin 2 (suprafete S), respectiv ordin 3 (volume V):

« tensiunea electrica - u(t) = [, BE(r,t) - dr;

o fluxul electric - 1(t) = [(D(r,t) - ndA;

« tensiunea magnetica - u,(t) = [, H(r,t) - dr;

o fluxul magnetic - ¢(t) = [(B(r,t) - ndA;

« intensitatea curentului electric - i(t) = [ J(r,t) - ndA.

« sarcina electrica - ¢(t) = [, p(r,t) dQ, unde Q poate fi o varietate spatiald 1D,
2D or 3D.

Sursele campului electromagnetic sunt specificate prin legile sale fundamentale:
legea fluxului electric, legea fluxului magnetic, legea inductiei electromagnetice, legea
circuitului magnetic, legea conservarii sarcinii. In lucrare sun prezentate atat forma
locala (diferentiald), precum si forma globala (integrala). Aceste legi sunt completate
de legile constitutive, care, in baza proprietatilor de material ale mediului, stabilesc
legaturi intre intensitatile de cAmp si fluxurile acestora:

......

o B-H prin intermediul permeabiltatii magetice p,

« J - (E + E;), unde E; este intensitatea campului electric imprimat, prin
intermediul conductivitatii electrice o.

In cele din urma este expusa teorema de conservare a energiei electromagnetice.
Teorema este mai departe folosita pentru evidentierea fortelor generalizate electrice
si magnetice ce actioneaza asupra unui corp plasat in camp electromagnetic. Aceste
forte pot fi de volum caz In care sunt caracterizate prin densitatea de volum a fortei,
sau de suprafata caz in care sunt descrise prin tensorul tensiunilor maxwelliene.

Conform teoriei mecanicii mediilor continue, efectele actiunii unor forte asupra
corpurilor sunt descrise prin determinarea starilor de tensiune, deformatie si
deplasare. Fortele pot fi caracterizate punctual prin urmatoarele marimi vectoriale,
dependente de spatiu si timp:
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o densitatea de forta de volum - b = limay %;
 densitatea de forta de suprafata - t = lima4_0 %;

« densitatea de volum a cuplului - my = (ry x b)dV;

« densitatea de suprafata a cupulului - my = (ra X t)dA4;

« tensorul tensiunilor 7; acest tensor de ordin 2 este simetric in absenta cuplului
de suprafata;

Fortele si cuplurile pe intreg corpul (globale) sunt determinate prin integrarea

campurilor vectoriale locale pe varietatile spatiale respective (suprafete sau volume).
Deformarea este caracterizata local prin tensorul deformatiilor €. Acest tensor

este legat de vectorul deplasarilor u prin ecuatia de compatibilitate geometrica:

7 = ; (Ivu] + [Vu]")

Legatura dintre tensiuni si deformatii este data de ecuatia constitutiva Hooke, a
elasticitatii: [o] = [d] - [¢]. [d] este matricea de rigiditate, care pentru medii liniare,
omogene si izotrope depinde numai de proprietatile materiale ale mediului. Aecstea
sunt date de constante de material: modulul de elasticitate longitudinala E (modulul
Young), modulul de elasticitate transversala G, coeficientul Poisson v.

Descrierea starilor mecanice este completata cu enuntarea legilor de conservare
ale mecanicii mediilor continue: legea conservarii masei, legea conservarii impulsului,
legea conservarii cuplului impulsului.

In final este enuntat si discutat primul principiu al termodinamicii, ca unul
dintre principiile fundamentale care incadreaza atat teoria electromagnetismului,
dar si pe cea a elasticitatii.

Din cele prezentate in acest capitol rezulta ca pentru descrierea fenomenelor
fizice distribuite n spatiu se folosesc marimi fizice locale, reprezentate de campuri
scalare sau vectoriale ce satisfac ecuatii diferentiale cu derivate partiale, de
reguld, de ordinul doi. Ecuatiile sunt obtinute din relatiile fundamentale/generale
ce caracterizeaza campul si din ecuatiile constitutive, care descriu comportarea
materialelor caracteristice domeniului fizic respectiv. Membrul stang al acestor
ecuatii este o reflectare a proprietatilor de material din domeniul fizic considerat,
continand toate constantele de material. Membrul drept contine marimile ce descriu
sursele de camp, fie interne, fie externe, caz in care sunt reprezentate prin conditii
de frontiera.



Capitolul 3

Aspecte matematice

Capitolul 3 este dedicat laturii matematice care permite, in mod natural, abordarea
fenomenelor multifizice si anume analiza functionald, prin conceptul ei fundamental
de spatiu abstract. Este discutata clasa spatiilor vectoriale Banach din care deriva
spatiile Sobolev ca spatii ale solutiilor ecuatiilor cu derivate partiale. Din aceasta
ultima clasa este retinuta categoria spatiilor Hilbert, inzestrate cu produs scalar
din care deriva norma spatiului respectiv, precum si definirea proprietatii de
ortogonalitate. Se arata ca elementele spatiilor Sobolev pot fi aproximate oricat
de bine cu functii de test definite pe RY.

Analiza functionala transforma formularile matematice caracteristice universu-
lui fizic (denumite formuldri tari) in formulari corespunzatoare (denumite formulari
slabe) universului spatiilor abstracte. In acest scop este necesara demonstrarea
echivalentei dintre sistemele cu ecuatii cu derivate partiale, asociate unei anumite
formulari tari, cu sistemele de ecuatii ale formularii slabe corespondente, scrise cu
functii generalizate din spatiile Sobolev. Practic trebuie demonstrat ca transforma-
rea pastreaza proprietatile de continuitate in sens slab. Deoarece frontierele ce inchid
domeniul pe care se definesc formularile contin un numar finit de portiuni singulare
(pe care functiile nu mai sunt derivabile, respectiv continue) spatiile Sobolev asociate
acestora nu sunt aceleasi cu cele asociate interiorului domeniului de simulare. Este
motivul pentru care capitolul 3 contine discutii separate referitoare la:

« spatiile Sobolev intregi si operatorii diferentiali care pot echivala formularile
tari definite pe interiorul domeniului asociat problemei de rezolvat;

« spatiile Sobolev fractionare si operatorii diferentiali superficiali asociati, care
pot echivala formularile tari definite pe frontiera domeniului asociat problemei;

o legatura care se face intre cele doua spatii Sobolev cu ajutorul operatorilor de
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urmd, reprezentand restrictii pe frontiera ale functiilor definite in interiorul
domeniului problemei.

Transformarea se efectueaza prin proiectia formularilor tari pe un set de
functii de baza ce genereaza spatiul abstract respectiv. Forma slaba a problemelor
multifizice, presupune existenta in membrul stdng a unei functionale biliniare
- A(u,v) - respectiv in membrul drept a unei functionale liniare - F(v). Pe
baza formularii slabe se demonstreaza existenta si unicitatea solutiilor, in virtutea
teoremei Laz-Milgram. Cum ecuatiile de rezolvat sunt diferentiale, solutiile lor
apartin unui spatiu functional Sobolev intreg, iar conditiile de frontiera (excitatiile)
apatin unui spatiu Sobolev fractionar. Totodata este interesant de mentionat ca pe
spatiile functionale abstracte se poate defini notiunea de (spatiu) infinit, putandu-
se gasi formulari functionale slabe echivalente formularilor tari definite pe spatii
infinite.

Pentru fiecare tip de operator diferential generalizat (grad, rot, div) ce intervin
in expresia formularii slabe se alege un spatiu functional compatibil, care sa asigure
continuitatea slaba a functionalelor definite cu acesti operatori pe intreg domeniul
problemei:

o Spatiul L? al functiilor de pitrat integrabil:

12() = {v ; /Q (@) dz < +oo}; (3.1)

Spatiul H' ce contine functii din L? si au gradientul generalizat tot in L

HY Q) :={p € L*(Q)|Vy € [L*(Q)]?}, where d € {2, 3}; (3.2)

« Spatiul H(curl) ce contine functii ce au rotorul generailzat in L?:

H(rot,Q) = {@ € [L*(Q)]* |V x @ € [L*(Q)]*}; (3.3)

Spatiul H(div) ce contine functii ce au divergentd generailzata in L?:
H(div,Q) := {@ € [L*(Q)|V -7 € L*(Q)}. (3.4)
Legatura dintre aceste spatii, precum si metoda de constructie a unui spatiu
dintr-altul este evidentiata de secventa exacta De Rham :
R — H'(Q) — H(rot, Q) 5 H(div, Q) ~» L*(Q) — {0}. (3.5)
Ultimele doua sectiuni ale cap. 3 contin tratarea completa din punct de vedere
functional a unei ecuatii eliptice in formele sale generale si particulare, precum si a

unui sistem de ecuatii caracteristic unei probleme de elasticitate liniara: forma tare,
forma slaba, demonstrarea existentei si a unicitatii solutiei, cazuri particulare.

11



Capitolul 4

Aspecte numerice

Capitolul 4 este dedicat rezolvarii numerice a sistemelor de ecuatii cu derivate
partiale, in forma lor slaba, prin metoda elementului finit, utilizand tehnica Galerkin.
Aici sunt evidentiate aspectele esentiale ce insotesc trecerea ecuatiilor din universul
functional abstract continuu in universul digtal (discret):

e Domeniul initial €2, deschis, este aproximat prin domeniul finit, discretizat
Q, = UkeT @) g, cunoscut sub numele de triangularizarea T,(2). Pe acest
ultim domeniu, se defineste forma slaba discretizata a problemei multifizice,
descrisa in membrul stdng de functionala biliniara A(uy, vy), iar in membrul
drept de catre functionala liniara F(vy). wuy, este solutia aproximativa a
problemei, iar v, reprezinta elementele spatiului aproximat al functiilor de
test. In fiecare punct al spatiului €2 solutia aproximativa este calculata cu
ajutorul unui polinom de interpolare a solutiilor locale fiecarui element finit
determiate pe spatiul sau propriu, {2;

e in universul digital notiunea de infinit se pierde, fiind inlocuita cu relatii de
evaluare a erorii cu care se aproximeaza aceasta notiune. Aceasta eroare
este dependenta de finetea de discretizare a triangulatiei 75(€2), precum si
de gradul polinomului de interpolare mentionat mai sus; in lucrarea de fata
sunt considerate doar polinoame de interpolare de gradul I;

o elementul finit este de fapt un obiect ce Insumeaza atat caracteristici de ordin
pur geometric, cat si caracteristici de ordin functional: pe domeniul geometric
se definesc doua spatii duale, cel al functiilor de forma, respectiv cel al gradelor
de libertate; conform tehnicii Galerkin ambele spatii admit ca baza acelasi set
de functii de test;

12
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« 1n functie de forma diferentiala ce descrie formularea slaba, spatiile elementelor
finite sunt spatii Hilbert discrete, grad-, rot-, div-, respectiv L2-conforme, ce
pastreaza proprietatea de continuitate pe intreg domeniul de calcul, conform
proprietatilor garantate de catre fiecare forma diferentiala in parte. Spatiile
functionale ale functiilor de forma si ale gradelor de libertate sunt determinate
pe un element de referintd (master) triunghiular pentru problemele 2D,
respectiv tetraedral pentru problemele 3D. El este proiectat pe fiecare din
elementele fizice cu ajutorul unei transformari afine.

In functie de operatorul diferential caracteristic formularii slabe, solutia
numerica trebuie cautata in unul din urmatoarele spatii functionale:
— W} pentru solutii slabe ciutate in H'(2):

Wi = {un(x) € H'(Q) |uj(x) € PP () € H' (), V% € Ta},
unde P () este spatiul functiilor de forma ale elemenelor finite grad
conforme de ordin I definite pe (€2);

— V1 pentru solutii slabe cdutate in H(rot, Q):

V}L,I = {ﬁh(x) € H(rot, Q) | @} (x) € Rp(Q%) C H(rot, ),V € ﬁ} )
unde Ry(€) este spatiul functiilor de forma ale elemenelor finite rot
conforme de ordin I (Nédélec of ordin I) definite pe (£2);

— Q; pentru solutii slabe ciutate in H(div, Q):

Q) = {in(x) € H(div, Q) | i) (x) € Dp(%) C H(div, ), VQ € Tr )
unde Dy (€)) este spatiul functiilor de forma ale elemenelor finite div
conforme de ordin I (Raviart-Thomas de ordin I) definite pe (§2);

— S} pentru solutii slabe cdutate in L?:
Sh={p e L*(V)| ¢} € Po(%) C L*(%), V% € Tr} .
unde Py(£) este spatiul functiilor de forma ale elemenelor finite L2
conforme de odin I definite pe spatiul (€2);
« spatiile functionale de mai sus se pot genera unul dintr-altul conform secventei
De Rham discrete, echivalenta cu cea din universul functional continuu:
R— W 5yl Y5 oF Y St {o). (4.1)
Concluzia esentiala este ca forma diferentiala, prin imaginea secventei De

Rham, reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice, matematice si numerice
ale problemelor multifizice.

13



Capitolul 5

Aspecte computationale

Capitolul trateaza, sub toate aspectele discutate in capitolele precedente, o problema
mutifizica de actualitate si anume modelarea unui microsunt capacitiv. Dispozitivul
face parte din categoria sistemelor microelectromecanice (presurtat in limba engleza
- MEMS).

mmms Semnal RF - s

Al Semal RF | c
Cmin ax
I Electrod lamela Al-->0 |
L ‘incastraté la capete L +

A

Substrat / \

Va
Electrod fix \Strat dielectric ‘ | ‘ | ‘ |
+

A2 e )»"—’—\n A2-->Va

(a) (b)

Figura 5.1: Principiul de functionare al unui sunt capacitiv realizat cu un microcomutator
integrat. Suntul este deschis atunci cand nu este aplicata tensiunea continua de comanda
Vo (a); Suntul se inchide complet daca se aplica tensiunea critica V, = Vpr; se poate
observa ca valoarea capacitatii (deci si a frecventei de taiere) poate fi controlata in tensiune
atata timp cat 0 < V, < Vpy.

Pe parcursul procesului de modelare, au fost parcursi urmatorii pasi:
1. este elaborat un model conceptual in doua variante 2D, respectiv 3D;

2. pentru ambele variante sunt descrise formularile matematice tari si slabe;

14
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. este descris un model analitic aproximativ 1D ce admite o solutie analitica
care permite evaluarea calitativa a functionarii dispozitivului; aici este
evidentiat caracterul neliniar al cuplajului dintre doua probleme liniare: una
de electrostatica, iar cealalta de elasticitate liniara; problema cuplata este
neliniara din doua motive:

(a) Forta electrostatica F, care reprezintd legdtura dintre cele dous probleme
este dependenta de patratul excitatiei V;

(b) Domeniul Q. pe care se rezolva problema electrica este dependent de
deplasarea u a contactului mobil elastic, care, la randul lui, se determina
din rezolvarea problemei mecanice, in functie de F..

. In consecinta, este propus un algoritm iterativ pentru rezolvarea problemei
cuplate neliniare;

. Modelele numerice 2D si 3D sunt construite prin tehnica elementului finit,
cu ajutorul unui software specializat:FreeFEM-+4+ . Acest software permite
alegerea elementelor finite conforme exact dupa definitiile discutate in capitolul
precedent.  Descrierea problemei se face direct prin scrierea expresiilor
formularilor slabe, asa cum au fost discutate in capitolul dedicat aspectelor
matematice. Anexele 1 si 2 contin listingurile programelor scrise pentru
problemele 2D, respectiv 3D, listinguri din care rezulta clar abordarea
functionala a problemelor.

. Sunt prezentate si discutate rezultatele obtinute pentru diverse simulari
efectuate cu elemente grad-conforme de ordin I si II;

. Forta electrostatica ce actioneaza asupra suprafetei armaturii mobile poate fi
determinata prin doua metode:
(a) evaluarea tensiunii maxwelliene intr-un punct de pe suprafata armaturii;

(b) evaluare energetica prin aplicarea primei legi a termodinamicii: forta este
determinata din lucrul mecanic efectuat de catre campul electrostatic
pentru deplasarea armaturii pe o distanta suficient de mica - notata cu
0y - pentru a putea considera aceasta forta constanta:

§W, = 6L = F, by, (5.1)

unde:

5We = We(g + 63/) - We(Q)? (52)

15
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IsValua

Va =15V, u = 1,93260e-06m, ghg) = 0.447787, We = 68.2781n) 19 (1263

Figura 5.2: Distributia potentialului electric in domeniul 2z, pentru reteaua Refx2 si
Vo = 15V, penultima iteratie (u = 1,932um).

Figura 5.3: Distributia componentei u, a vectorului deplasare pe domeniul lamelei elastice
Qur. Deplasarea este maxima in zona de mijloc a lamelei. Valorile, indicate prin codul
culorilor sunt cele corespunzatoare simularii pentru V, = 15V.

8. scopul final al simularilor este de ateremina tensiunea critica Vp; de inchidere
a microswitch-ului capacitiv;

9. sunt prezentate si comparate rezultate intre simularile 2D si 3D, atat din
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punct de vedere al acuratetei simularii, dar si al timpului de calcul (v. fig.
5.4). Comparatia grafica din ﬁg valideaza modelul 3D in raport cu cel
2D. Caracteristica 3D este mai aproape de realitate intrucat surprinde mai
realist distributia cAmpului electric, in comparatie cu modelul2D. Cu toate
acestea, simularea 3D a durat 153 minute, presupinand rezolvarea a 1.160.000
de ecuatii, In comparatie cu cea 2D care a durat numai 148sec., corespunzand
rezolvarii a 5.100 ecuatii, deci de aproximativ 60 de ori mai mult! Calculele
su fost executate pe un laptop Dell Inspiron, dotat cu procesor i7-8550U
@1,80Ghz si 16Gb RAM, sub sistemul de operare Windows100.

u(Va) 2D-versus 3D

12

deplasarea u[pum]

08

0,6

04

0,2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Va[V]

A Va_P1P1_Maxwell ® u3D ——pPoly.(Va_P1P1_Maxwell] == Poly.(u_3D)

Figura 5.4: Curba deplasarii u a armaturii mobile functie de tensiunea de actionare
Va.  Comparatie intre caracteristica trasatd prin simulari cu modelul 2D (punctele
verzi/triunghiulare si cea trasata prin simulari cu modelul 3D (puctele albastre/ovale).
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Figura 5.5: Domeniul Qg impartit in patru subdomenii care se suprapun pe céte o fasie

Ingusta in jurul fiecarei frontiere comune.

10. 1n final este folosita o metoda de descompunere a domeniilor astfel incat
sa devina posibila prelucrarea numerica pe mai multe procesoare in paralel,
fiecarui procesor fiindu-i atribuit un subdomeniu; sunt prezentate rezultate
comparative, sub aspectul timpului de calcul, intre rezolvarea seriala si cea
paralela. Domeniul problemei electrostatice a fost divizat in 4 subdomenii care
se suprapun pe cate o portiune ingusta, aleasa convenabil pentru a permite
descrierea usoara a geometriilor asociate (v. ﬁg. Alegerea corespunde
numarului de procesoare reale disponibile pe calculatorul pe care am efectuat
simularile.

Procesul de rezolvare este unul iterativ:

—V - (Vo) = 0peQ, (5.3)
vﬁk) = v](k_l) pe I';;, pentruj=1,---, ng (5.4)
vfk) =V, pe suprafata electrodului fix, (5.5)
ng) = 0 pe suprafata electrodului mobil, (5.6)
dv;
OU = 0 pe suprafetele substratului izolant,
n

unde na; este numarul de subdomenii vecine cu €;, iar I';; reprezinta frontiera
comuna a subdomeniilor €; si ;. Pe parcursul iteratiilor valorile v; si v; pe
I';; devin foarte apropiate. Figurile [5.6]si[5.7] surprind aceasta evolutie.
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iter =1; errt = 0.01176

- ! U

Figura 5.6: Distributia potentialului electric pe frontiera comuna dintre €y and €
in urma primei iteratii. Initial, pe aceasta frontiera fusesera impuse conditii omogene.
Eroarea 1n sens euclidian dintre valorile din stanga si dreapta frontierei comune este de
ordinul 10~2. Potentialul de actionare a lamei elastice este V, = 15V.

iter = 13; errf = 0.00027

Figura 5.7: Distributia potentialului electric pe frontiera comuna g and €; dupa ultima
iteratie. Eroarea in sens euclidian dintre valorile din stanga si dreapta frontierei comune
este de ordinul 10~%. Potentialul de actionare a lamei elastice este V,, = 15V.

Finetea de discretizare a unui domeniu este stabilita in FreeFEM++ prin
impunerea numarului de noduri pe fiecare frontiera a acestuia; reteua de
discretizare este generata apoi automat. Consecinta este ca retelele de
discretizare asociate subdomeniilor rezultate din descompunere sunt sensibil
mai fine decat reteaua de discretizare care acopera zona corespondenta din
modelul intreg. Cu toate acestea, timpul de calcul consumat de implementarea
paralela este mai mic de aproximativ 2,3 ori decat varianta seriala, acest timp
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Procesare — Serial Paralel
DOF t tepec DOF t tspec S
Ordin EF | © P O P
[s] | [us/DOF] [s] | [ws/DOF]
P1 4381 | 0,19 43 7073 | 0,13 18 2,39
P2 16492 | 0,86 52 26912 | 0,62 23 2,26

Tabela 5.1: Timpii de rulare pentru o iteratie a problemei electrice. Comparativ

intre algoritmul serial si cel paralel (descompunerea domeniilor), pentru elemente

finite de ordin 1 (P1), respectiv ordin 2 (P2). Numarul gradelor de libertate se

refera la suma gradelor de libertate utilizate de toate procesele implicate. gpec

reprezinta timpul specific pe grad de libertate - determinat cu relatia ¢t/ DOF.

fiind de fapt impus de cel mai lent dintre procesele paralele, la care se adauga

timpul consumat de secventa ce ruleaza serial.

Pentru a putea efectua o

comparatie reala am determinat timpul specific, notat cu tgpe. si determinat

ca raportul dintre timpul total consumat de proces si numarul de grade de

libertate (DOF) ce stabilesc dimensiunea problemei atribuitd procesorului

respectiv. Simularile au fost efectuate pentru elemente grad-conforme de ordin
I (P1), respectiv de ordin II (P2)(v. tab[L0)).
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Concluzii

6.1 Concluzii generale

Lumea digitala a devenit, pe departe, cea mai importanta resursa de informatie
solicitata in orice domeniu.

De aici tendinta, aparent de neoprit, pentru posibilitatea de a prelucra si a
stoca un volum cat mai mare de date, intr-un timp cat mai redus, respectiv intr-un
spatiu cat mai redus. Comunitatea stiintifica are un dublu rol: pe de o parte cea de
consumatoare masiva de resurse de calcul, iar pe de alta parte cea de creatoare si
dezvoltatoare ale acelor resurse de calcul. Din punct de vedere hardware, o prima
etapa de dezvoltare a fost aceea in care cresterea frecventei de lucru per procesor
a fost limitata de cantitatea mare de caldura degajata de acest regim de lucru.
Acum ne aflam n plina dezvoltare a etapei urmatoare si anume cea a folosirii a
cat mai multe procesoare in paralel. In primul capitol sunt evidentiate principalele
jaloane care au marcat evolutia arhitecturilor hardware ale procesoarelor, arhitecturi
care, In ultimele lor variante, contin ele insele unitati logice ce pot rula seturi de
instructiuni in paralel. Mai mult, procesorul ce conduce unitatea centrala a unui
calculator poate lucra, pentru rezolvarea aceleiasi probleme, in paralel cu procesorul
grafic al aceluiasi sistem. Dezvoltarea rapida a arhitecturilor hardware, a atras
dupa sine, deschiderea catre aplicatii software noi, materializate prin algoritmi
dedicati, preocupati mai putin de a face economie de memorie, ci mai mult de
cresterea si contolul acuratetii calculelor numerice, precum si de reducerea timpului
de calcul. Modelul clasic al programarii structurate, utilizat pentru implementarea
algoritmilor seriali a fost inlocuit cu modele ale programarii paralele. Este subliniat
aici faptul ca modalitatile de paralelizare ale unui algoritm nu se pot inscrie unor
asa zise retete, ci, mai degraba, trebuie sa respecte anumite principii, avand ca scop
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esential indeplinirea unor criterii generale de eficienta ale programului. Unul din
cele mai potrivite modele de paralelizare ale unui algoritm complex, este un model
hibrid de programare paralela, reprezentativ pentru majoritatea cazurilor ce apar in
practica, model ce poarta denumirea de ,,Single Program Multiple Data” (SPMD).
Concluzia principala a primului capitol priveste problemele stiintifice si ingineresti
actuale, de mare complexitate, necesitand, pentru a fi rezolvate, o putere de calcul
pe masura. In consecinta, s-a dezvoltat o noua disciplina numita "Calcule Stiintifice
de Inalta Performanta" (High Performance Scientific Computing, prescurtat -
HPSC). Caracteristica esentiala a HPSC este interdisciplinaritatea: abordarea ei
presupune cunostinte de fizica, inginerie, matematica, metode numerice, precum si
de tehnologia informatiei. Acest fapt explica ordinea tematicilor expuse in capitolele
urmatoare ale tezei: aspecte fizice, matematice, numerice si in final computationale.

Fenomenele fizice sunt descrise in fiecare punct al domeniului fizic de functii
scalare sau vectoriale, dependente de spatiu si timp, fiind atasate marimilor primitive
specifice. Comportamentul local al acestor marimi este descris de catre operatori
diferentiali precum grad, rot, div. Marimile globale sunt derivate din cele primitive
prin integrarea acestora pe diverse varietati geometrice de ordin unu, doi sau trei,
respectiv curbe, suprafete sau volume. Se poate evidentia legatura intima dintre
operatorii diferentiali si varietatile geometrice mentionate mai sus:

» gradientul aplicat functiilor scalare, genereaza campuri vectoriale conservative
ale caror integrale pe varietati geometrice de ordin I (curbe), nu depind
de drum, ci numai de valorile functiei vectoriale din capetele acestuia; in
consecinta circulatia unei astfel de functii este nula pe orice curba inchisa;

o prin aplicarea operatorului rot campurilor vectoriale care admit acest ope-
rator, se obtin alte cAmpuri vectoriale, ale caror flururi pe orice suprafata
(varietate geometrica de ordin IT) inchisa este nula;

o aplicand operatorul div unui camp vectorial se creaza un camp scalar al carei
integrala pe o varietate geometrica de ordin III (volum) capata semnificatia
unei surse de camp;

o multimea functiilor scalare rezultate din aplicarea operatorului div unor
functii vectoriale, contine numai elemente integrabile; dintre acestea putem
desprinde o submultime de functii cu media nuld (integrala lor) pe un anumit
domeniu spatial.

Fiecare dintre operatorii diferentiali enumerati mai sus pot genera spatii Hilbert
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asociate (v. (3.2), (3.3), (3.4)). In termeni functionali, putem emite urmatoarele

observatii:

« gradientul aplicat unor functii scalare constante spatial se anuleaza; prin
urmare, multimea numerelor reale constituie nucleul operatorului grad aplicat
spatiului grad-conform H';

o operatorul rot aplicat oricarui camp vectorial provenit dintr-un gradient
se anuleaza; deci multimea functiilor vectoriale provenite dintr-un gradient
constituie nucleul operatorului rot aplicat spatiului functional rot-conform
H(rot);

o operatorul div aplicat unui camp vectorial provenit dintr-un rotor genereaza
un camp scalar nul; in consecinta, multimea functiilor vectoriale provenite
dintr-un rotor formeaza nucleul operatorului div aplicat spatiului functional
div-conform, H (div);

« multimea functiilor scalare din spatiul div-conform, cu medie nula, formeaza
nucleul spatiului functional al scalarilor reali;

Aceasta secventa de impicatii reprezinta secventa De Rham (v. (3.5)).

Secventa evidentiaza izomorfismu spatiilor vectoriale implicate, dand totodata
si 0 metoda de generare a unui spatiu din celalalt. Tot cu ajutorul secventei
de Rham se poate pune in evidentd ([63]-Teorema 3.45), intr-o maniera foarte
eleganta matematic, teorema de descompunere Helmholtz, fundamentala in analiza
vectoriala, care garanteaza posibilitatea descompunerii unice, a oricarui camp
vectorial @ € [L?(Q)]?, Intr-un cAmp irotational, reprezentat prin gradientul unui
potential scalar si un cAmp solenoidal, reprezentat prin rotorul unui potential vector:

i=Vo+V xA, (6.1)

Fenomenele fizice sunt descrise matematic prin ecuatii cu derivate partiale
in majoritatea cazurilor de ordin II. Aceste ecuatii reprezinta forularea tare a
problemei, presupunand continuitatea solutiei in fiecare punct al domeniului. Prin
identificarea corecta a spatiilor Hilbert in care exista solutiile cautate, se poate scrie
formularea slaba a aceleiasi probleme prin proiectarea ecuatiilor initiale pe o baza a
acestor spatii Hilbert. Se pot pune apoi in evidenta existenta si unicitatea solutiei
slabe cu ajutorul teoremei Lax-Milgram. Aceasta solutiei pastreaza proprietatea de
continuitate, dar in sens generalizat (distributional).

Mergand pe calea gasirii solutiei numerice pentru problema fizica, devine
necesara gasirea unei formulari slabe numerice echivalenta cu cea matematica. In
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acest scop, domeniului initial (deschis si eventual marginit) este aproximat cu
un domeniu finit. Domeniul aproximativ se obtine prin discretizarea celul initial
intr-un set finit de elemente geometrice cu forme cunoscute triunghiuri, tetraedre,
dreptunghiuri, prisme, etc.. Pe fiecare dintre aceste domenii se defineste o functie de
interpolare ce aproximeaza solutia exacta. Valorile solutiei aproximative se numesc
grade de libertate si sunt determinate pe anumite varietati geometrice din domeniul
finit. Ele pot fi:

 valori precizate In pe varietati de ordin zero - reprezentate de anumite noduri
(puncte);

» valori precizate ca integrale lineice pe varietati de ordin I, reprezentate de
laturile formleor geometrice aminitite mai sus (muchiile retelei de discretizare);

o valori determinate ca fluxuri pe fetele retelei de discreizare (varietati geome-
trice de ordin II);

o valori scalare asociate volumelor in care este divizat domeniul aproximativ
(varietati geometrice de ordin III);

Solutia in orice alt punct local unui anumit element finit se determina prini
interpolarea locala a gradelor de libertate. Polinomul de interpolare este construit
cu ajutorul unor functii de forma, la rdndul lor definite pe domeniul elementului
finit. In consecinta, elementul finit presupue existenta simultana a urmartoarelor
entitati:

o un domeniu geometric al elementului finit;
« un spatiu functional al gradelor de libertate ce pot fi scalari sau functii;
 spatiul functiilor de forma dual cu cel al gradelor de libertate.

Solutia in orice punct a domeniului problemei se obtine prin interpolarea globala,
a tuturor gradelor de libertate locale. Acest lucru este posibil daca si numai daca
operatorii ce descriu formularea slaba, pastreaza proprietaea de continuitate si in
forma lor discreta. Acest deziderat poate fi Tmplinit numai daca se operatorii
diferentiali in cauza sunt asociati corect cu varietatile geometrice pe care sunt
definite gradele de libertate:

e grad pentru grade de libertate definite pe noduri;

o rot pentru grade de libertate definite pe muchii;
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o div pentru grade de libertate definite ca fluxuri pe fetele retelei de discretizare;
In consecinta spatiile functionale conforme ale elementelor finite vor fi:

o grad-conforme (H') pentru grade de libertate definite pe noduri;

« rot-conforme (H (curl) pentru grade de libertate definite pe muchii;

o div-conforme (H(div)) pentru grade de libertate definite ca fluxuri pe fete;

Acum se poate observa coerenta intre secventa De Rham aplicata spatiilor conforme
ale elementelor finite (v. (4.1))cu cea aplicata spatiilor operatorilor diferentiali
generalizati (v.(3.5))). Se poate afirma, in concluzie ca forma diferentiald, prin
imaginea secventei de Rham, reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice,
matematice si numerice ale problemelor multifizice.

6.2 Contributii originale

1. Contributii la elaborarea mai multor lucrari prezentate la conferinte de
specialitate, dintre care cateva cotate ISI:

e ,An Object Oriented Data Structure Designed for Multiphysics Simula-
tions on Parallel Computers”; autori: Mihai Popescu, Aurel-Sorin Lup |,
Gabriela Ciuprina, Daniel Ioan; lucrare prezentata la conferinta ATEE-
2015, Bucuresti [74]. Lucrarea propune o structura de date orientata pe
obiecte ce poate fi utilizata pentru implementarea algoritmilor specifici
simularii multifizice. Structurile de date au fost implementate iIn C++
si testate partial pe simularea unui microcomutator MEMS. Lucrarea a
reprezentat un inceput de drum pentru generarea unei biblioteci de clase
C++ dedicate modelarii mulifizice;

e , Using Object Oriented Data Structures for Optimizing MEMS Devices
on Parallel Computers”; autori: Mihai Popescu, Aurel-Sorin Lup, Ru-
xandra Barbulescu, Gabriela Ciuprina si Daniel Ioan; lucrare prezentata
la. The XVII International Symposium on Electromagnetic Fields in
Mechatronics, Electrical and Electronic Engineering, Valencia, Spania,
2015 [72]. Lucrarea prezinta structura de date orientata pe obiecte
propusa initial in [74], dar mult imbunatatita, in sensul ca permite,
impartirea unui domeiu fizic iIn subdomenii si tratarea acestora pe
procesoare paralele, fara a impune o comunicatie interprocese intensiva,
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deci consumatoare de timp. Sunt prezentate rezultate ale rularilor pe
cluster-ul Laboratorului de Modelare Numerica (v.subcap.??);

o ,Parametric Multiphysics 3D Modelling of a Bridge Type MEMS Ca-
pacitive Switch”; autori: Aurel-Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Mihai
Popescu si Daniel loan; lucrare prezentata la The XVII International
Symposium on Electromagnetic Fields in Mechatronics, Electrical and
Electronic Engineering, Valencia, Spania, 2015 [54]. Lucrarea prezinta
simulari multifizice 3D ale unui microsunt capacitiv, realizate cu pachetul
software Comsol Multiphysics V4.4. Simularile au fost efectuate atat in
regim static, precum si dinamic pentru diverse tensiuni de actionare, dar
si pentru diferite lungimi ale membranei elastice (v.cap.??);

o HPC in Multiphysics Analysis of RF-mems Capacitive Switches”; autori:
Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Mihai Popescu si Daniel loan; lucrare
prezentata la SIELA 2018 - The XXth International Symposium on
Electrical Apparatus and Technologies, Burgas, Bulgaria [55]. Lucrarea
prezinta o comparatie intre simularile neliniare de regim static efectuate
pe de o parte cu pachetul software Comsol Multiphysics si pe de alta
parte cu FreeFEM-++ in scopul de a determina tensiunea de minima
actionare a unui microcomutator capacitiv. Iteratiile Comsol au fost
efectuate serial, pe cand cele cu FreeFEM-++ au fost efectuate 1n paralel
pe 8 procesoare;

o A Parallel Algorithm for Multiphysics Analysys of RF-MEMS”; autori:
Mihai Popescu, Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Daniel loan si Ruxandra
Barbulescu, SCEE 2018 — The 12th International Conference on Scientific
Computing in Electrical Engineering, 23 — 27 September 2018, Sicilia,
Italia [73]. Lucrarea reia tema prezentata in [55], dar cu o abordare
teoretica efectuata cu ajutorul formularilor slabe. Implementarea cu
FreeFEM-++ rezulta in acest mod natural, rularea pe procesoare
paralele fiind mai eficienta. Comparatiile au fost efectuate cu un model
de referinta Comsol Multiphysics.

2. Prezentarea sintetica, intr-un singur document,a celor mai importante in-
strumente hardware si software Impreuna cu modelele de programare, care
sunt folosite In mod curent pentru programarea de inaltad performanta (High
Performance Computing);

3. Sintetizarea, intr-o ordine logica, a aparatului matematic, foarte complex, care
sta la baza acelei laturi a analizei functionale folosita in tratarea formularilor
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slabe ale problemelor multifizice. Sarcina nu a fost tocmai simpla, intrucat
literatura matematica In domeniu este foarte bogata, avandu-si inceputurile
in prima parte a sec. XIX. Mai mult, aproape fiecare matematician ce a adus
contributii importante In domeniu, a introdus notatii, respectiv demonstratii
proprii, care au ingreunat lectura, intelegerea si mai ales conectarea cu lucrarile
altor matematicieni, precum si cu realitatea fizica;

4. Expunerea intr-o ordine coerenta a intreg aparatului matematic ce duce
la constructia elementului finit. Folosind acest aparat, sunt specificate
modalitatile de constructie ale elementelor finite de ordin I, grad-, rot-, si
div-conforme, in corespondenta cu secventa de Rham discreta , discutata
in ultima parte a capitolului dedicat aspectelor numerice.

Cu toate ca proiectele materializate prin lucrarile publicate si expuse mai
sus au avut, prin colaboratorii sai si aspecte fizic practice, lucrarea de fata
nu si-a propus compararea rezultatelor simularilor cu rezultate practice sau
teoretice de referinta, comparatii care au fost dealtfel subiect al lucrarilor
prezentate in conferintele mentionate. In lucrare am preferat evidentierea
catorva din problemele ce pot aparea pe parcursul simularii numerice, si unele
din cauzele care le pot produce. Este importanta evidentierea multitudinii
de aspecte (fara a avea pretentia ca au fost epuizate toate) ce trebuie luate
in considerare, pe parcursul procesului de modelare multifizica: ecuatiile
formularii tari sunt fidele fenomenelor fizice studiate, reflectand continuitatea
acestora. Trecerea In universul functional al formularilor slabe este necesara
ca metoda ce reprezinta un pas important spre formularea numerica. Acesta
trecere relaxeaza conditiile de existenta ale proprietatii de continuitate,
permitand analiza cu un aparat unitar a unei largi varietati de domenii fizice.
In momentul migrarii in universul numeric, ce nu poate trata ecuatiile decat
pe portiuni, prin discretizare, calculele sunt afectate de erori numerice, care,
daca nu sunt controlate corect, duc la rezultate imprevizibile sau incoerente.
De aici si importanta respectarii modului de constructie al elementelor finite
(v. secventa De Rham), deoarece conformitatea cu formele diferentiale ce
descriu ecuatiile reprezinta garantia pastrarii proprietatilor de continuitate
esentiale inclusiv in universul digital. Aici merita subliniat ceea ce am afirmat
mai sus, si anume ca formele diferentiale, prin imaginea secventei de Rham,
reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice, matematice si numerice ale
problemelor multifizice.

5. Consider ca acest parcurs, prezentat sintetic, dar complet si coerent, este
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contributia originala principala adusa de prezenta lucrare. Urmand exemplul
din cap. 5, pot fi abordate si alte probleme multifizice, urmarind toate
aspectele fizice, matematice si computationale descrise In ordinea fireasca
a aplicabilitatii lor, pe parcursul prezentei teze. Totodata aceasta lucrare
intentioneaza a atrage atentia asupra importantei insusirii, de catre orice
specialist, doritor a lucra In domeniul modelarii problemelor multifizice, a
principiilor analizei functionale. Stapanirea matematicii, In speta a analizei
functionale, este de o extrema importanta pentru intelegerea si tratarea corecta
a problemelor multifizice. In Incheiere, merita accentuat faptul ca fara o buna
intelegere a matematicii mentionate, modelarea numerica multifizica se reduce
la un interesant exercitiu de utilizare a unor pachete software dedicate, dar fara
o reala si concreta utilitate practica.

6.3 Perspective

In mod cert metoda propusa pentru abordarea modelarii multifizice nu este unica,

dar la fel de cert este ca si alte metode de lucru ar trebui sa poposeasca cel putin in

fiecare din urmatoarele universuri:

1. marimi si legi fizice ale tuturor fenomenelor implicate in modelul studiat;

2. analiza functionala;

3. modelare numerica;

4. High Performance Computing (HPC).

O buna parte din lucrarea de fata, este dedicata primelor trei aspecte enumerate

mai sus. Desi teza contine informatii de natura teoretica si practica, raméne

in perspectiva completarea acestora cu cercetari si lucrari dedicate urmatoarelor

tematici:

e dezvoltarea unei metode de lucru, bogat documentata cu exemple si studii de

caz, ce presupune descompunerea automata a domeniului multifize studiat in
mai multe subdomenii geometrice, in functie de numarul de nuclee de procesare
(,cores”) disponibile. Fiecarui subdomeniu i se ataseaza atat cate o retea de
discretizare, precum si cate o implementare a unei formulari variationale. In
acest mod, Intreaga problema poate fi tratata numeric cu ajutorul mai multor
nuclee de procesare, fiecare responsabil de cate un subdomeniu;
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e pentru rezolvarea sistemului de ecuatii global asamblat cu ajutorul procesoa-
relor mentionate pot fi utilizate:

— solvere paralele ce utilizeaza metode directe (de ex. MUMPS [4], PETSc
31);

— solvere paralele bazate pe metode semiiterative cum ar fi gradienti
conjugati (GC), sau reziduu minim generalizat (GMRES), utilizand ca
preconditionare descompunerea domeniilor mentionata mai sus.

e provocarea la ora actuala este ca tehnologia hardware avanseaza mult mai
rapid decat aplicatiile soft dedicate: un software scris acum, nu va rula
neaparat mai eficient pe o noua generatie hardware care bate la usa.
Iata motivul pentru care, varii metode de modelare multifizica ar trebui
implementate cu ajutorul a cel putin doua sau trei pachete software disponibile
in universul HPC, dintre care cel putin, unul comercial.

o in lucrarea de fata am folosit FreeFEM++ care s-a Tmbogatit in ultimii doi
ani cu o biblioteca de functii dedicata metodelor mentionate mai sus (https:
//doc.freefem.org/documentation/ffddm/);

 un pachet software similar, aflat in plina dezvoltare este si ,ONELAB” (https:
//onelab.info/), care are la baza generatorul de retea de discretizare Gmsh
(https://gmsh.info/)) [32] avind avantajul unei interfete grafice proprii mult
mai performante decat FreeFEM++ ; beneficiind si de un solver propriu,
ONELAB poate fi interfatat cu usurinta cu diverse biblioteci matematice utile
in modelarea multifizica prin tehnici de HPC;

« metode de analiza asemanatoare pot fi testate si cu pachete software co-
merciale, cum ar fi COMSOL Multiphysics ©(https://www.comsol.com);
robustetea solverului, posibilitatatile de pre si posprocesare, precum si suportul
documentaristic de care se bucura un astfel de software, sunt umbrite de lipsa
de flexibilitate impusa de lipsa de acces la codurile sursa ale programului.

Am enumerat mai sus cateva din perspectivele ce se deschid spre continuarea
dezvoltarii tematicii propuse de prezenta teza. O parte din ele vor constitui subiectul
unor cercetari si publicatii viitoare ale autorului, cu speranta ca ele vor atrage si
specialisti mai tineri pe aceasta cale, nu tocmai usoara, dar cu un deosebit potential
stiintific, al modelarii multifizice.
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