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1 Introductere

Reprezentarea rara a unui semnal y € R?, folosind un dictionar D € R™*", consta in gasirea

unei solutii # € R™ avand cel mai mic numar posibil de coeficienti nenuli pentru sistemul de
ecuatii y = Dz. Fiecare coloana a dictionarului D este considerata un atom care poate lua parte
la reprezentarea rara x a semnalului y. Daca valoarea corespunzatoare a lui x pentru un atom al
dictionarului D nu este nula, atunci atomul respectiv face parte din suportul reprezentarii rare
x a semnalului y. In acest caz, sistemul este subdeterminat cu m < n. De asemenea, numirul
de atomi utilizati in reprezentare este mult mai mic decat numarul de coloane n.

Problema de optimizarea care este luata in considerare in acest caz este

minimize ||z|o
veR™ (1.1)

subject to Dx =y

Problema (1.1) este NP greu de rezolvat si in practica este modificata pentru ca algorit-
mul de optimizare liniara sa fie utilizat. Constrangerea de egalitate este inlocuita cu masura
nepotrivitd ||y — Hz||, < v unde norma utilizatd este convexd (p > 1), in mai multe cazuri p = 2.
Deoarece problemele de norma 0 sunt NP-hard, in problemele multiple este inlocuita cu norma
1 care are ca rezultat probleme care pot fi rezolvate In timp polinomial.

Cea mai utilizata adaptare in practica este modelul Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator (LASSO) [15] care este definit ca

1
minimize |ly — Dz|j3 + |, (1.2)
T€R™ 2

In acest model, fiecare coloana a matricei D este privitd ca o caracteristica, iar vectorul care
trebuie reprezentat y este vazut ca rezultatul unui sistem complex. Modelul incearca sa gaseasca
un mic subset de caracteristici care permit o reprezentare precisa a y.

Programele cu numere intregi mixte sunt probleme de optimizare care contin atat variabile
intregi, cat si continue. Daca toate variabilele sunt numere intregi, problema este o problema
cu numere intregi pura.

Forma generald a programarii cu numere intregi mixte este [14]

T

minimize ¢ x
zER™
subject to  Ax > b (1.3)
x>0
x; € L,Njel

cuc€eR" AeR™"sibeR™. [ este multimea care contine indicii variabilelor intregi in .

Problema originala (1.3) este NP-hard si este mai dificil de rezolvat utilizdnd un sistem
de calcul..



Chapter 1. Introductere

Feasibility Pump, propusa initial in [9] si [3], este o metoda euristica MIP care genereaza
doua secvente de solutii, una care satisface constrangerile liniare si una care satisface constran-
gerile Intregi. Aceste secvente sunt generate pana cand se gaseste o solutie care satisface ambele
conditii. Feasibility Pump pleaca de la o solutie initiala si apoi continua, prin mai multe iter-
atii, la minimizarea distantei dintre cele doud solutii, mai intai prin rezolvarea unei probleme
de optimizare liniard cu constrangerile Intregi eliminate pentru a obtine solutia care satisface
constrangerea liniara, apoi printr-o etapa de rotunjire pentru a obtine solutia care satisface
constrangerea intregului. Algoritmul este predispus la ciclari si bucle si mai multe abordari au
fost propuse pentru a evita aceasta problema. [7, 11, 6, 13, 4]. Feasibility Pump ofera timp de
executie mult mai bun (mai multe ordine de marime fata de Branch and Bound sau Branch and
Cut), dar calitatea solutiei nu este la fel de buna; nu exista nicio garantie ca optimul este atins.

Luam in considerare problema MIP

minimize ¢l
xER™
subject to Az <b (1.4)
[ <zx<u
rj € L,Vj el

cu A fiind o matrice m x n si I C {1,2,...,n} este setul de index al variabilelor intregi. Pentru a
obtine o problema liniara, conditia de integralitate din (1.4) pentru submultimea I C {1,2,...,n}
este relaxata la:

lj < Z;j < Uj,Vj el (1.5)

Consideram c& o solutie x pentru problema relaxata (1.4) este intreaga, daca toate ele-
mentele x; sunt Intregi pentru toate valorile j € I. Folosind o procedura de rotunjire, se obtine
un vector intreg = din solutia relaxata x. Definim operatorul care calculeaza diferenta dintre
cele doua solutii ca

Alw, &) =Y |oj - T (1.6)

jeI

Operatorul (1.6) este folosit pentru a forta solutia relaxarii problemei (1.4) sa fie mai
aproape de solutia intreaga Z. Acest operator poate fi reformulat ca in [1], pentru probleme
generale cu numere intregi mixte, ca

minimize A(z,z) = Z lzj — 1] + Z lu; — x| + Z d;

z€R™ — — p
jel:z;=l; jel:xj=u; jel:l;<z;<u;
subject to Az <b

~ (1.7)
d>r—7=
d>7—=x
[ <zx<u

unde d; = |z; — Z;| pentru variabilele intregi z; care nu sunt rotunjite la niciuna dintre cele

dous limite. Acest termen care nu apare in cazul binar. In acest caz, (1.7) devine [9]
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r€eR™

minimize A(z,T) = Z || + Z |1 — ;]

1.
subject to Az <b (1.8)

0l <z <1?

Feasibility Pump, care a fost propusd pentru prima data in [9], foloseste ca punct de
plecare o solutie fezabila a problemei relaxate (1.4), din care creeaza doud secvente de puncte
x si tildex, unde x este solutia problemei relaxate, dar nu respecta neaparat constrangerea
integrala si T care respecta conditia intregului, dar nu este neaparat o solutie a problemei
relaxate. Pentru generarea celor doud secvente se aplica urmatoarea schema: la fiecare iteratie
(care In acest algoritm se numeste si ciclu de pompare), din solutia relaxatd = se obtine o noua
solutie Intreaga Z prin simpla rotunjire a componentei integrale la cel mai apropiat numar intreg
sau la o procedura diferita in functie de problema, in timp ce o noua solutie relaxata x se obtine
prin minimizarea problemei relaxate, definita prin:

minimize A(z,)

zER”
subject to Az <b (1.9)
[ <zx<u
x; € L,Njel

Aceasta procedura se aplica pana cand se gaseste o solutie intrega = sau se atinge un
anumit numar de iteratii. Deoarece aceasta schema este predispusa la ciclare, este necesar un
pas de perturbare [10].

Pasii Feasibility Pump sunt prezentati in Algorithm 1.

Algorithm 1.1: Feasibility Pump
Data: MIP = min{c’z :x € P,Ax < b,l <z < u,x; integer Vj € I}
Result: o solutie fezabila MIP % (dacd a fost gdsita)
1 2 = argmin{c’z : Az < b,x € P};
2 while nu este satisfacuta conditia de oprire do
3 if x este intreg then
4 ‘ return z ;
5 else
6
7
8
9

‘ T = Round(x);
end
if se detecteaza un ciclu then
‘ Perturb(z);
10 end
11 z = argmin{A(z,7) : Az < bl <z <wu,z € P},
12 end

Algoritmul incearca sa rezolve, la pasul 1, problema initiala relaxata a lui (1.4). Feasibility
Pump foloseste, la pasul 11, problema relaxata (1.9) pentru fiecare iteratie. Solutia problemei
relaxate este verificata daca indeplineste criteriile de oprire ale algoritmului la pasul 3.

Daca solutia problemei relaxate nu satisface criteriile de oprire, se utilizeaza o procedura
de rotunjire, pasul 6, pentru a obtine solutia intreaga care va fi utilizatda pentru urmatoarea
iteratie a Feasibility Pump.
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Algoritmul este predispus la ciclare. Daca este detectat un ciclu, solutia Intreaga este
perturbata la pasul 8. Au fost luate In considerare mai multe strategii de perturbare in functie
de tipul de problema utilizat.

Deoarece problema initiala nu este prezenta in fiecare ciclu de pompare, calitatea solutiei
nu este foarte buna deoarece algoritmul este concentrat mai mult pe gasirea solutiei Intregi.
Pentru a rezolva aceasta problema, Objective Feasibility Pump a fost propusa in [1]. Introduce
problema initiala in ciclurile de pompare. Cu fiecare iteratie, influenta problemei initiale este
redusa pentru a permite algoritmului sa converge. Cu aceasta modificare, problema (1.9) este
inlocuita cu

minimize (1 — a)A(z, %) + a(cl )

zeR"
subject to Az <b (1.10)
I<z<u
T € N5 el

Reducerea influentei problemei initiale o se face prin inmultire cu o valoare v € (0, 1) dupa
fiecare etapa a Feasibility Pump:

a4y (1.11)

Prin adaugarea modificarilor de mai sus, se obtine algoritmul Objective Feasibility Pump
Algorithm 2.

Algorithm 1.2: Objective Feasibility Pump
Data: MIP = min{c'z: 2 € P, Ar < b,l < x < u,z; integer Vj € I}
Result: o solutie fezabila MIP = (dacd a fost gdsita)
1 2 = argmin{c’z : Az < b,z € P};
2 while nu este satisfacuta conditia de oprire do
3 if x este intreg then
4 ‘ return z ;
5 else
6
7
8
9

‘ T = Round(x);
end
if se detecteazd un ciclu then
‘ Perturb(z);
10 end
11 T = argmin{(1 — a)A(2,7) + a(c’z) : Az < bl <z <wu,z € P} ;
12 a4 ya;

13 end

Adaugarea obiectivului in ciclurile de pompare si a parametrului de reducere « necesita o
modificare in detectia ciclica a algoritmului. Se poate intampla ca, in timpul primelor cicluri de
pompare, sa se gaseasca aceeasi solutie intreaga. La fiecare pas al algoritmului, solutia intreaga
Z si a sunt stocate In perechi. Se aplica apoi procedura de repornire sau perturbare, numai
daca la un anumit pas ¢t aflam cd oy — ay—1 > 0, unde delta € [0, 1] este setata la inceputul
algoritmului [1].



2 Adaptari Feasibility Pump Adaptations
pentru semnale perturbate

2.1 Adaptari Feasibility Pump Adaptation pentru Reprezentari Rare

Problema de reprezentare rara initiala care se doreste rezolvata cu ajutorul Feasibility Pump
este

minimize ||y — Dz,
T€R" (2'1)
subject to ||z|lo < K

unde pentru masurarea erorii de reprezentare a datelor ||y — Dz||, poate folosi orice norma p.
Forma problemei, care va fi folosita ca punct de plecare pentru adaptarile Feasibility Pump,
este problema LASSO
minimize — Dx Allx
nimize |ly ~ Dzl + Nzl (2.2)

care Incearca sa echilibreze cele doud cantitati care trebuie minimizate, masura nepotrivita si
numarul de atomi din suport.

Pentru ca algoritmul Feasibility Pump sa fie utilizat, o variabila binara Se introduce b € Z4,
care arata daca un atom al dictionarului este folosit pentru a reprezenta semnalul y.

minimize ||y — Dx||, + Al|z[]
z€R™ be[0,1]™
subject to 151) <K (2.3)
—Mb<x<Mb

Pentru a crea modelul pentru pasii Feasibility Pump, problema (2.2) este combinata cu
forma generald a Objective Feasibility Pump (1.10). Problema care se rezolva la fiecare pas
Feasibility Pump devine

inimi 1—a)A(b,b) + — Dz, + A
 Dninimize (1 —a)Ad,b) + a[Blly — Dz, + Allz|1]
subject to 1Ty < K

—Mb<x<Mb

(2.4)

unde « este parametrul de dezintegrare, utilizat in formularea Obiective Feasibility Pump pentru
a creste importanta conditiei intregi in comparatie cu problema initiala. Reducerea lui a se face
prin inmultire cu o valoare v € (0,1) ca in (1.11).

Termenul § este folosit pentru a contrabalansa valoarea termenului de regularizare ||z||1,
in comparatie cu termenul neadaptat.
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Se foloseste trucul big-M, ca in articolul [5], unde M este un parametru prestabilit care
limiteaza valoarea lui x, ales ca M = 1,1|HTy||o/||H||3. Limiteaza amplitudinea atomilor si
ajuta la obtinerea unui numar mare de coeficienti mai mici care sunt aproape de 0.

Forma generala a algoritmului este similara cu algoritmul 2, problema initiala selectata
fiind (2.2) si ciclurile de pompare folosind (2.4).

Algorithm 2.1: Feasibility Pump Modificat

Data: Dictionar D € R™*", semnal de reprezentat y € R, numarul de coeficienti
diferiti de zero utilizati pentru reprezentare K € Z, numarul maxim de iteratii
Iter, ponderi a,
Result: o solutie fezabila sz € R"
Rezolva (2.3) pentru b € R™ folosind un solver pentru probleme de optimizare. Vectorii x
si b sunt obtinuti.

[uny

2 Utilizati procedura de rotunjire pentru a obtine vectorul b.
3 while numar de iteratii < Iter do
4 Rezolvati problema (2.8). Vectorii  si b sunt obtinuti.
5 if b este intreg then
6 return x;
7 end
8 Utilizati procedura de rotunjire pentru a obtine vectorul b.
9 if Se detecteaza ciclu then
10 ‘ Utilizati strategia de perturbare selectata activata b.
11 end
12 Actualizati valoarea lui « folosind (1.11).
13 end

Pentru procedura de rotunjire, b real este rotunjit pentru a obtine un vector binar E, setand
valorile K ale lui b corespunzatoare celor mai mari amplitudini K de x la 1 si celelalte la 0.

Perturbatia folosita este o perturbatie slaba de forma

~ 1~ 1
bR 5b’““ + 50 (2.5)

care este folosit pe vectorul intreg b dupa ce o anumita conditie este indeplinita.

2.2 Cazul Zgomotului Laplacian

Pentru cazul perturbatiei Laplaciane, conditia de egalitate y = Dz este relaxata si Inlocuita cu
minimizarea masurarii neadaptate a datelor ||y — Dz||;. Numarul de coeficienti diferiti de zero
este delimitat de pragul K iar reprezentarea rara se gaseste prin rezolvarea problemei

mi;leiIngLize lly — Dx|l1 + Al|z||1 (2.6)

Pentru ca algoritmul Feasibility Pump sa fie utilizat, introducem o variabila binara b € Z"™,
care arata daca un atom al dictionarului este folosit pentru a reprezenta semnalul y. Fiecare
coloana a dictionarului D este asociata cu un element al vectorului b € {0;1}". Un element din
b care are valoarea 0 arata cd atomul respectiv al dictionarului nu participa la reprezentare, in
timp ce un element cu valoarea 1 arata ca acel atom este folosit pentru reprezentarea semnalului

Y.
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Problema (2.6) devine

minimize ||y — Dz||1 + Al|z|1
z€R",be{0,1}"
subject to  11b < K (27)

—Mb<x < Mb

Pentru a crea modelul pasilor de pompare, problema (2.7) este combinata cu forma gen-
erala a problemei Objective Feasibility Pump (1.10). Problema care se rezolva la fiecare pas de
pompare devine

inimi 1—a)A(b,b - D A
Dinimize, (1= a)A(b,b) + a[Blly — Dzl + N|z]1]

subject to 1Zb <K (2.8)
—Mb<x<Mb

Aceasta versiune a Feasibility Pump este implementata in MATLAB utilizand linprog si
comparata cu modelul regularizat de cea mai mica abatere absoluta (RLAD) [17] si algoritmul
Branch and Cut. Pentru modelul 2.7 sunt luate in considerare doua variante, cea care foloseste
termenul de regularizare si cea fara acesta. Este dovedit ca termenul de regularizare ajuta
algoritmul sa aiba rezultate mai bune. De asemenea, este luata in considerare pornirea timpurie
pentru a demonstra ca poate imbunatati timpul de rulare cu o reducere minima a performantei.

Pentru testele noastre, folosim dictionare generate aleatoriu cu numerele de conditionare
10, 100, 1000, 10000 si 100000. Pentru fiecare numar de conditionare, sunt generate 160 de
dictionare de doua dimensiuni diferite, 80 x 200 si 50 x 100. Semnalele de test se obtin cu
y = D=Zirye + u, unde solutiile zyye au K € {5,7,9,11} coeficienti nenuli generati urmand
aleatoriu o distributie Gaussiana, In pozitii aleatorii; zgomotul u este Laplacian si varianta lui
se alege astfel incat raporturile semnal/zgomot au valori 10, 20, 30, oco.

Pentru calculul erorii de reprezentare, eroarea relativa

Dx —
o 1Pz —ylh (2.9)
Iyl

este utilizat (unde acum x este solutia calculata).
Erorile relative de recuperare sunt calculate folosind

Hx _’1%rueH2

epee = 1L~ Ptrucll2 (2.10)
[yll2

unde 4 este reprezentarea reald a semnalului y folosind dictionarul D pentru cazul nepertur-
bat.

Am implementat SFP si SFPreg asa cum este prezentat in algoritmul 2.1. De asemenea,
luam iIn considerare o valoare initiala a parametrului o = 1. La fiecare iteratie o este inmultit
cu un factor de actualizare v = 0,95. Numarul de iteratii Iter este setat la 1000. Rulam SFPreg
cu 50 de valori ale parametrului de regularizare A de la 0 la 1. Valoarea pentru care eroarea este
cea mai mica este considerata cea mai buna valoare.

Cele doua variante ale algoritmului pompei de fezabilitate sunt comparate cu modelul
RLAD (deviatia absoluta minima regularizata) [17]

minimize || Dz — y|1 + Az (2.11)
zeR?
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rezolvat cu linprog. Aceasta este o problema relaxata in stil lasso, adaptatd normei de eroare
4.

Algoritmii sunt implementati in MATLAB si testati pe un computer cu un procesor cu 6
nuclee de 3,4 GHz si 32 GB RAM.

Mai intai comparam diferenta de eroare, calculata folosind (2.9) intre cele doua imple-
mentari prezentate, SEFP si SFPreg. In figurile 2.1 se poate observa ci in majoritatea cazurilor
SFPreg are o eroare mai mica decdt SFP. Este evident ca SFPreg este un algoritm mai bun
avand o reprezentare cu o eroare mai mica decat SFP. Atat SFP, cat si SFPreg se recupereaza
fara eroare in cazul in care SN R = oo.

K=5 K=17
008 I SNR =10 008 /I SNR =10
SNR =20 SNR =20
0o I SNR = 30 oo I SNR = 30
g [N SR = Inf £ I SR = Inf]
& om G oo
I
& o0 I < o002 II
01234567 8 0100112191415161718192021 222324252627 229031 32334 53637393940 01234567 8 9101112121415161719192021 222324252627 20293031 32334353637 303940
Test mumber Test number
K=9 K=11
008 /I SNR =10 008 I SNR =10
SNR =20 SNR =20
0o I SNR = 30 oo I SNR = 30
g I SNR = Inf] g I SNR = Inf]
& om G oo
I
& oo I < o002
. o =
l L]
01234567 8 0100112131415161718192021 222324752621 229031 32334353637 33940 01234567 6 9101112121415161719192021 722324252627 26293031 32334353637 303940
Test mmber Test number

Figure 2.1: Mean representation error difference between SFP and SFPreg for a dictionary con-
ditioning of 10

In figurile 2.2 este afisata diferenta dintre erorile medii de recuperare calculate folosind
(2.10). Comportamentul este similar ca si in cazul erorii de reprezentare, SFPreg fiind mai bun
decat SFP in majoritatea cazurilor.

K=5 K=7

05 05

I SNR =10 I SNR =10

o SNR =20 o SNR =20
Fos I SNR = 30 Fos B SNR = 30
S [ SR = In] £ I SR = In]
%oz oz
$ o ‘C 01
& oy ' &
S fw

02 0z

012354567 8901213125067 0123456789 011z131435167
Test number Test number
K=9 K=11
o o5
I SNR =10 B SNR =10

o SNR =20 o SNR =20
Toa I SNR = 30| Foa I SNR = 30|
& I SNR = Inf| 5 [N SNR = Inf|
5 02 %02
S I I S I
& £ .
Eo o

02 02

o
01234567809 10112131 012345678 010111211
Test number Test number

Figure 2.2: Mean recovery error difference between SFP and SFPreg for a dictionary conditioning
of 10

Se poate observa ca diferentele erorilor de reprezentare sunt mult mai mici decat diferenta
erorilor de recuperare, ceea ce indica faptul ca SFP are mai multi coeficienti fals pozitive in
suportul solutiei decat SFPreg. In cazul neperturbat, ambii algoritmi recupereazi suportul
adevirat.In cazurile perturbate, SFPreg are 1,32 coeficienti fals pozitivi pe caz, in timp ce
SFP are 1 coeficient fals pozitiv pe caz. SFP recupereaza suportul real in 294 de cazuri din
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600 de cazuri (49%), in timp ce SFPreg recupereaza suportul real in 317 din 600 de cazuri
(563%). Un coeficient fals negativ indica cand un atom lipseste din suportul solutiei adevarate.
Un coeficient fals pozitiv apare atunci cand sprijinul solutia calculata contine atomi in afara
suportului adevarat.

SFP necesita 0,5 secunde pentru a rula cazul neperturbat si 3,6 secunde pentru cazul
perturbat, in timp ce SFPreg necesita 0,6 secunde in cazul neperturbat si 1,8 secunde pentru
cazul perturbat. Adaugarea parametrului de regularizare imbunatateste timpul de rulare al
algoritmului. Acest lucru poate fi observat si pentru numarul de iteratii utilizate pentru cazurile
perturbate, SFPreg utilizand 5,4 iteratii si SFP avand nevoie in medie de 16,2 iteratii.

RLAD gaseste suportul adevarat in toate cazurile neperturbate, dar in cazul perturbat
gaseste suportul adevarat in doar 46 din cele 600 (7,7%) cazuri perturbate. RLAD indica 3,03
coeficienti fals negativi per caz pertubat. De asemenea, RLAD prezinta coeficienti fals pozitivi in
543 din 600 (90,5%) cazuri perturbate, cu o medie de 0,9 coeficienti fals pozitivi per caz. RLAD
recupereaza suportul la fel de bine ca SFP si SFPreg in cazul neperturbat, dar are rezultate sub
ambii algoritmi in cazurile perturbate.

In medie, implementarea Branch and Bound necesita 165 de secunde pentru a rula un caz
neperturbat si 360 de secunde pentru cazul perturbat. Recupereaza suportul adevarat in toate
cazurile neperturbate si in 336 din 600 de cazuri perturbate (56%). Branch and Bound indica
in medie 0,87 coeficienti fals negativi per caz, in cazurile perturbate. Branch and Bound ofera
rezultate usor mai bune in comparatie cu SFPreg, dar timpul de rulare este mai mare cu trei
ordine de marime.

Table 2.1: Eroare medie pentru algoritmi pentru numarul de conditionare 10

K SNR SFP a=0.5 | SFPrega=0.5 | SFPa=1 | SFPrega =1 RLAD BB
K=5|SNR=10 0.292 0.266 0.266 0.260 0.497 0.262
SNR =20 0.078 0.078 0.078 0.078 0.260 0.077
SNR =30 0.026 0.026 0.026 0.026 0.160 0.026
SNR =00 | 9.341-10710 5.632-10~18 3.252-10710 | 4.474-10"% | 1.720-1071° | 4.263-10716
K=7 | SNR=10 0.306 0.249 0.245 0.229 0.413 0.233
SNR =20 0.089 0.082 0.083 0.081 0.341 0.081
SNR =30 0.027 0.026 0.026 0.026 0.283 0.026
SNR = oo 0.019 1.807- 10713 1.218-10719 | 7.512¢-10"™ | 3.003-10"'° | 6.399.1016
K=9 | SNR=10 0.329 0.228 0.217 0.205 0.518 0.207
SNR =20 0.109 0.078 0.080 0.076 0.433 0.075
SNR =30 0.063 0.026 0.028 0.026 0.332 0.026
SNR = o 0.037 7.530-10"13 1.390-10710 | 5701-10713 | 4.293.1071° | 5.916 1016
K=11 | SNR=10 0.317 0.252 0.227 0.184 0.454 0.189
SNR =20 0.150 0.076 0.089 0.072 0.335 0.072
SNR =30 0.082 0.024 0.025 0.025 0.316 0.024
SNR = o 0.086 6.575- 10713 3.116-1071° | 2.599.10~'3 | 3.829.10"'0 | 7.676-10"16

Algoritmul SFPreg ofera o recuperare mai buna a erorilor decat RLAD si SFP. De aseme-
nea, pare sa ofere un compromis bun, in comparatie cu implementarea Branch si Bound, deoarece
ofera o recuperare a suportului la fel de buna, dar cu un timp de executie mult mai bun.

2.3 Cazul Zgomotului Gaussian

Pentru a obtine reprezentarea rara x a unui semnal y afectat de o perturbatie Gaussiana, in
ecuatia (2.1) este utilizatd masura nepotrivitd a datelor ||y — Dz|l2. Numarul de coeficienti
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diferiti de zero este marginit in mod similar de pragul K si reprezentarea rara se gaseste prin
rezolvarea problemei

minimize ||y — Dz||3 + A|z|: (2.12)
z€eR™

Ne propunem sd combinam abordarea MIP cu problema lasso (2.12). Variabila binara
b € {0,1}" este introdus pentru a indeplini rolul unui indicator care arata ce atom al dictionarului
D este folosit pentru reprezentarea lui y. Apoi combinam (?7) cu (2.12) pentru a obtine problema

minimize — Dz|]2 + \||z
minimize |1y — Dl + Al
subject to  17b < K (2.13)
—Mb<x<Mb

care va fi formularea problemei care va fi analizata in acest capitol si va fi utilizata pentru
modificarile algoritmului Feasibility Pump.

Pentru a implementa problema (2.13), pentru termenul de regularizare se introduce o
variabila auxiliara w € R", Rezultand

minimize 2T DT Dz — 29" Da 4+ ML w
z€R",weR”,be{0,1}"
subject to 1Ty < K (2.14)
—w<z<w
w < Mb

In fiecare iteratie a algoritmului Feasibility Pump, la pasul 4, vectorul b si solutia actuala
x sunt actualizate prin rezolvare

minimize (1 —a)A(b,b) + 72(33TDTD3: — 2" D) + MTw
zeR™ weR™,be(0,1]™ err;

nit
subject to 1<K (2.15)
—w<z<w
w < Mb
unde A(b,b) = ||b — b||y si errin; este eroarea de reprezentare la pasul 1 al algoritmului ?7?.

Aceasta problema de programare patratica este rezolvata si cu quadprog in MATLAB.

In timpul testelor noastre, s-a observat ci adiugarea termenului m{g in (2.15) este
iter

necesara pentru a creste influenta erorii in procesul de optimizare pentru o perioada mai lunga

de timp in timpul testelor, deoarece este mult mai mic decat termenii A(b,b) si ||z||; si are
nevoie de un parametru suplimentar de greutate.

Aceasta versiune a Feasibility Pump este comparata cu diversi algoritmi proiectati pentru
semnale afectate de zgomotul gaussian. Algoritmii utilizati pentru comparare sunt OMP (Or-
thogonal Matching Pursuit) [16], FISTA (Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm) si
modificarea ADMM pentru Feasibility Pump prezentata in [11]. Se arata ca Feasibility Pump
ofera rezultate mai bune in majoritatea cazurilor in comparatie cu ceilalti algoritmi.

10
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Pentru calcularea erorii de reprezentare se foloseste o eroare relativa, care foloseste norma

_ 1Dz — gl
Tl

este utilizat (unde acum z este solutia calculata).

(2.16)

Am implementat versiunea pentru carcasa de zgomot Gaussian, denumita SQFP.. Greu-
tatea initiald este setata ca o = 1 si este inmultita cu un factor de actualizare v = 0,9 la fiecare
iteratie; aceste valori par sa ofere un compromis bun intre viteza de convergenta si eroarea de
reprezentare. Folosim v = 0.9 in acest capitol, nu v = 0.95, deoarece modelul este foarte lent cu

adaugarea de m{g si permite viteza simularea noastra sa fie mai buna, pierderea de precizie

fiind mica. Numgﬁal de iteratii Iter este setat la 1000. Rulam SQFP cu 50 de valori egal dis-
tantate ale parametrului de regularizare A de la 0 la 1. Valoarea pentru care eroarea medie de
reprezentare este cea mai mica si este considerata cea mai buna alegere pentru A. Dictionarele
au fost generate la fel ca in cazul Laplacian.

Algoritmii care sunt utilizati pentru comparatie sunt OMP (Orthogonal Matching Pursuit)
[16], FISTA (Algoritmul de contractie rapida iterativa) [2] si FP-ADM [11].

Erorile medii, obtinute prin rularea testelor, sunt afisate in cifre 2.3. Prima bara (rosie)
inauntru fiecare celula corespunde erorii relative a FISTA, a doua (verde) este pentru SQFP,
a treia (albastru) este pentru OMP si ultimul (galben) este FP-ADM. Se poate observa ca, pe
masura ce nivelul de sparsitate K creste, algoritmul SQFP are o valoare mult mai mica. eroare
de reprezentare decat FISTA si, numai pentru unele numere de conditie, decat OMP si FP-
ADM. Pentru K =5 si K =7, diferenta dintre algoritmi este foarte mica. Pentru K mai mari,
SQFP arata ca este In mod clar algoritmul mai bun.

K=5 K=17 K
03 03 03
025 025 025
o 02 0z 0z
SNR =10
o015 015 015
01 01 01
005 005 005
0 o o
o1
SNR =20
005
3
01

I
©

K=11

SNR=30°"
004

L =

Figure 2.3: Mean Errors for the algorithms tested for a dictionary conditioning of 10
Eroriile medii de recuperare al celor patru algoritmi sunt prezentate in figurile 2.4. Similar
cu cazul eroarilor medii, SQFP are o eroare de recuperare mult mai buna decét algoritmul FISTA

si, In mai multe cazuri, mai buna decat OMP si FP-ADM. Incid o dati FP-ADM urmeazi
comportamentul SQFP, dar cu o eroare mai mare.

11
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K=5 K=1 K=9

s
04
03
0z
01
o

K=11

SNR=10"

EEFISTA
SQFP

mmoMP
FP-ADM|

015
SNR =20
01

SNR =30 ox

02
015
01
005 I l
o
015

o
01
005 l

o

Figure 2.4: Mean Recovery Errors for the algorithms tested for a dictionary conditioning of 10

oL e |

In tabelele 2.2 sunt afisate erorile medii ale algoritmilor pentru fiecare K si SNR, pentru
numarul de conditionare 10. Se poate observa ca in cazul semnalului de reprezentare nepertur-
bata doar SQFP reuseste sa recupereze semnal in toate cazurile. Se poate observa ca toti ceilalti

algoritmi au cazuri In care nu recupereaza semnalul neperturbat.

Table 2.2: Eroare medie pentru algoritmii pentru numarul de conditionare 10

K SNR SQFP FISTA OMP FP-ADMM
K=5 | SNR=10 0.285 0.308 0.286 0.285
SNR =20 0.095 0.107 0.095 0.095
SNR = 30 0.030 0.029 0.036 0.030

SNR =00 | 2451-10"1¢ | 1.615-107%% | 2.451-1076 | 2.451-10~16
K=7 | SNR=10 0.277 0.289 0.288 0.280
SNR =20 0.092 0.107 0.100 0.092
SNR = 30 0.030 0.029 0.049 0.030
SNR=o00 | 2815-10716 | 2.318.1071¢ 0.022 0.005
K=9 | SNR=10 0.239 0.282 0.254 0.253
SNR =20 0.085 0.145 0.091 0.092
SNR =30 0.028 0.048 0.035 0.029

SNR = o0 | 2.826-1016 0.025 0.008 4.008 - 1074
K=11| SNR=10 0.235 0.275 0.242 0.243
SNR =20 0.084 0.119 0.101 0.087
SNR =30 0.028 0.100 0.038 0.029
SNR =00 | 3.315.1016 0.025 0.053 0.013

In medie, numarul de iteratii necesare algoritmului SQFP este de aproximativ 4,29 pentru
cazurile neperturbate si 22,52 pentru cazurile perturbate. De asemenea, pasul de perturbare
apare doar in 6 din cele 600 de cazuri. Suportul adevarat este recuperat pentru toate cazurile
neperturbate, iar in cazul perturbat numarul mediu de atomi, care lipsesc din suport, este de
1,32, suportul fiind recuperat corect in 305 din cele 600 de cazuri perturbate (51%). Timpul
mediu de rulare este de 0,64 secunde pentru cazul neperturbat si 2,4 secunde pentru cazul
perturbat. De asemenea, SQFP gaseste, in medie, 0,94 coeficenti fals negativi in cazul perturbat.

FISTA necesita, in medie, 1352 de iteratii pentru cazul neperturbat si 558 in cazul per-
turbat. Timpii medii de rulare au fost de 0,03 secunde pentru cazul neperturbat si 0,13 secunde
pentru cazul perturbat. In cazul neperturbat, suportul este recuperat in 158 cazuri din 200

12
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(79%) si 161 din 600 in cazul perturbat (26,8%). FISTA arata un coeficient fals pozitiv in 160
(80%) cazuri neperturbate si in 534 (89%) cazuri perturbate. FISTA gaseste, in medie, 0,56
coeficienti false negativi in cazul neperturbat si 2,38 fals negative in cazul perturbat. FISTA
gaseste, de asemenea, coeficienti fals pozitive in 64 din 200 (64%) cazuri neperturbate si in 119
din 600 cazuri perturbate (19,8%), avand in medie 1 coeficient fals pozitiv pe caz atdt pentru
cazurile perturbate, cat si pentru cele neperturbate.

Algoritmul OMP utilizeaza un numar mediu de iteratii care este egal cu numarul de atomi
din dictionarul utilizat pentru reprezentare. In cazul neperturbat, OMP gaseste suportul corect
in 149 de cazuri din 200 (74,5% din cazuri) si in 226 cazuri din 600 pentru cazurile perturbate
(37,6% din cazuri). Atat pentru cazul perturbat, cat si pentru cel neperturbat, timpul de rulare
este, in medie, in jur de 0,001 secunde. In medie, OMP are 0,67 coeficienti fals negativi in
cazurile neperturbate si 1,68 coeficienti fals negativi in cazurile perturbate.

Algoritmul FP-ADM foloseste 1000 de iteratii in fiecare caz pentru a obtine reprezentarile
(algoritmul se opreste doar la limita numarului de iteratie). Timpul mediu de rulare este de
0,58 secunde pentru cazul neperturbat si 0,49 pentru cazul perturbat. Algoritmul recupereaza
suportul adevarat in 164 din cele 200 de cazuri (82% din cazuri) pentru cazul neperturbat si
in 268 din 600 dintre cazurile perturbate (44,7%). FP-ADM are cazuri in care nu recupereaza
semnalul in cazul neperturbat. In medie, FP-ADM are 0,21 coeficienti falsi negativi in cazul
neperturbat si 1,06 coeficienti falsi negativi in cazul perturbat.

Se poate observa ca ambii algoritmi bazati pe FP au rezultate mai bune decat OMP si
FISTA. SQFP se dovedeste a fi mai bun decat FP-ADM avéand o eroare medie si o eroare medie
de recuperare mai bune.

2.4 Cazul Zgomotului Gaussian Generalizat

Problemele cu zgomotul Gaussian generalizat conduc, prin probabilitate maxima, la optimizare
care implica norma p. Acest lucru este de obicei convenabil pentru p > 1. Totusi, pentru p < 1
problemele devin neconvexe si mai greu de rezolvat.

Problema de reprezentare rara asociata cu GG(p) este ecuatia (2.17)
minimize |y — Dalp + Allz]) (2.17)

In cele mai multe cazuri, se presupune ci parametrul de forma p este cunoscut. Cu toate
acestea, utilizarea unui p diferit poate duce la erori de aproximare mai mari. Doar daca valoarea
parametrului de forma este aproape de cea adevarata, putem spera sa obtinem o solutie x care
este mai aproape de solutia adevarata.

Propunem algoritmul 2.2, care consta intr-o modificare pentru Feasibility Pump (FP).

Algoritmul rezolva in mod repetat doua probleme, in care variabila binara b este relaxata
la intervalul [0, 1]™. Solutia este apoi rotunjita la b, cel mai apropiat vector binar cu K valori de
unu. Una dintre probleme este (2.17), care este reformulat ca un program de optimizare convex

minimize |y — Dz||, + Al|z|
z€R",be[0,1]™
subject to  11b < K (2.18)

—Mb<zx< Mb

13
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Algorithm 2.2: Feasibility Pump Modificat
Data: Semnal de reprezentat y € R™, dictionar D € R™*", nivel de sparsitate K € Z,
numar maxim de iteratii Iter, ponderi a, A, v
Result: Reprezentare rara x € R™
Rezolvati problema relaxata (2.18) cu b € [0, 1]™. Vectorii  si b sunt obtinuti.

[uny

2 Utilizati procedura de rotunjire pentru a obtine vectorul b.
3 while numar de iteratic < Iter do
4 Rezolvati problema ((2.19)) pentru x si b.
5 if b este intreg then
6 exit loop;
7 end
8 Utilizati procedura de rotunjire pentru a obtine vectorulh
9 if ciclu se detecteaza then
10 ‘ Perturba b
11 end
12 Actualizati o <+ yo
13 end

14 Returneaza z, optimizat cu un Program de optimizare liniara cu norma p pe suportul
gasit.

care reprezinta punctul de plecare al Feasibility Pump si se rezolva la pasul 1.

Etapele Feasibility Pump folosesc modelul

minimize (1 — a)A(b, b) + allly — Dx||p + Allx||1]
z€R™,b€[0,1]™
subject to 1Zb <K (2.19)

—Mb<ax< Mb
care se rezolva la pasul 4 al algoritmului 2.2.

Modelele (2.18) si (2.19) sunt implementate folosind CVX [12] si sunt comparate cu algo-
ritmul greedy OMP-/,, si algoritmul prezentat in [18], care se numeste LP_L1.

Rezultatele numerice sunt obtinute folosind o schema de testare similara cu cea utilizata in
capitolele precedente, cu distinctia semnificativa ca zgomotul de perturbare este acum Gaussian
Generalizat.

Algoritmul Feasibility Pump adaptat pentru zgomotul Gaussian Generalizat, numit FP-
GGN, este comparat cu modificarea OMP prezentata in [19] numitda OMP-p si cu algoritmul
prezentat in [18], care se numeste LP_L1.

Dictionarele si semnalele de testare sunt generate in mod similar ca in cazul Laplacian.
Valoarea A selectata pentru FP-GGN este fixata la 0,008, iar pentru LP__L1 este fixata la 0,0025.

Pentru a calcula eroarea de reprezentare se foloseste o formula care utilizeaza norma [,

Dr —
1yl
unde x este solutia calculata.
Erorile relative de recuperare sunt calculate folosind
x—x
€rec = H true”p (221)

191l
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care este o formula similara cu (2.10), dar norma [, inlocuieste Iy, unde . este reprezentarea
adevarata a semnalului y folosind dictionarul D pentru cazul neperturbat.

Figurile 2.5 arata eroarea medie de reprezentare a FP-GGN, calculata folosind (?7) pentru
toate cazurile de testare cu K = 5 si conditia numarul 10. Se poate observa ca pentru toate
cazurile, erorile urmaresc amplitudinea zgomotului pentru toate valorile p. Comportamentul
este similar cu modelele utilizate pentru cazul de zgomot Laplacian si pentru cazul de zgomot
Gaussian.

04—

02—

EFP-GGN

15

Test number

12141618
Shape parameter p

Figure 2.5: Mean representation errors for all the tested norms for FP-GGN for K = 5 and
condition number 10

Erorile medii de reprezentare sunt afisate in tabelul 2.3, pentru conditia numere 10 si
pentru K = 5. Se poate observa ca doar FP-GGN recupereaza semnalul neperturbat, in timp
ce LP_L1 pare sa aibé cea mai mare dificultate in acest caz. In cazul perturbat, OMP-p are
cele mai mari erori de recuperare in majoritatea cazurilor, in special pentru SNR-urile mici. In
majoritatea cazurilor, FP-GGN ofera cea mai buna eroare medie de recuperare, dar LP_ L1 are
cazuri in care ofera o eroare medie de recuperare mai buna, in special pentru SNR~urile mari.

Table 2.3: Eroare medie pentru OMP-p, FP-GGN si LP_ L1 pentru numarul de conditionare 10

si K =5
P SNR FP-GGN OMP-p LP L1
p=12| SNR=10 0.262 0.347 0.261
SNR =20 0.089 0.099 0.088
SNR =30 0.028 0.028 0.027
SNR = o0 | 8.596-1071° 0.001 0.030
p=14| SNR=10 0.277 0.341 0.267
SNR =20 0.092 0.100 0.092
SNR =30 0.030 0.030 0.029
SNR=o00 | 1.167-10° | 7.169-10"* | 2.708.1071¢
p=16 | SNR=10 0.283 0.359 0.276
SNR =20 0.091 0.094 0.091
SNR = 30 0.030 0.031 0.030
SNR =00 | 8.624-1071° 0.001 0.039
p=18 | SNR=10 0.286 0.337 0.278
SNR =20 0.095 0.099 0.094
SNR =30 0.029 0.029 0.029
SNR =00 | 2.088-1079 0.002 2.841.10716

In cazurile in care p = 1,8, FP-GGN are nevoie, in medie, de 3,9 secunde (3 iteratii)
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pentru cazul neperturbat si 5,3 secunde (3,7 iteratii) pentru cazul perturbat. LP_ L1 are o
durata medie de rulare de 0,44 secunde (53 iteratii) pentru cazul neperturbat si 0,70 secunde
(224 iteratii) pentru cazul perturbat. OMP-p foloseste 0,51 secunde pe caz neperturbat si 0,74
secunde pe caz perturbat.

FP-GGN recupereaza suportul adevarat in toate cazurile neperturbate si in 265 din cele
600 de cazuri perturbate (44,1%). LP_ L1 recupereaza suportul adevarat in 170 din 200 de cazuri
neperturbate (85%) si 204 din 600 de cazuri perturbate (34%). OMP-p recupereaza suportul in
164 din 200 de cazuri neperturbate (82%) si in 255 din 600 (42,5%) cazuri perturbate.

FP-GGN are, in medie, 1,14 coeficienti fals negativi per caz perturbat, in timp ce LP_ L1
are 0,16 coeficienti fals negativi pe caz neperturbat si 1,67 coeficienti fals negativi per caz neper-
turbat. OMP-p are 0,5 coeficienti fals negativi per caz neperturbat si 1,30 coeficienti fals negativi
per caz perturbat.

In majoritatea testelor, FP-GGN are cea mai mici recuperare medie dintre toti cei trei
algoritmi si, de asemenea, recupereaza semnalul mult mai bine decat OMP-p si LP__ L1, avand
cel mai mic numar de fals negative.
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3 Estimarea parametrului de forma

3.1 Cadrul general de estimare a parametrilor de forma

In general, un algoritm de reprezentare rars, (ARR) are o presupunere de baza a caracteristicilor
zgomotului.

Presupunand ca avem zgomot doar in cadrul familiei GG, cu parametrul de forma ne-
cunoscut pirye > 1, exista si ARR-uri care pot functiona cu orice p dat, cum ar fi OMP-p si
LP_L1. Problema este cd parametrul de forma pi-ue nu este adesea cunoscut a priori.

Deci, in majoritatea cazurilor, daca calculam eroarea y — Dz obtinuta de un FSRA si apoi
aplicam algoritmul de estimare a parametrilor de forma (SPE) din [8], parametrul de forma
rezultat p este clar diferit de pirue precum si de p pe care l-am folosit.

Scopul nostru este estimarea pgye folosind un FARR.

Ideea pentru ambele versiuni este sa incepem cu un p dat (incepem de la 2, deoarece in
majoritatea cazurilor zgomotul este gaussian). La fiecare pas al algoritmului nostru iterativ,
eroarea y — Dz este calculata si algoritmul SPE [8] este utilizat pentru aceasta eroare pentru a
calcula p asociat.

Diferenta dintre cele doua versiuni ale algoritmului este data de actualizarile parametrului
de forma p. Pentru prima varianta a algoritmului, numita Half-Adapt, norma este actualizata
prin

p<+ (p+D)/2 (3.1)
Deci, mergem catre pirue, ghidati de distributia empirica a zgomotului, dar temperam schimbarea
in p pentru a preveni oscilatiile. Reprezentarea rara este calculata cu noul p si asa mai departe.

A doua varianta a algoritmului, denumitd Mean-Norm, norma este actualizata prin
P D (3.2)

Pentru aceasta a doua varianta a algoritmului, la sfarsit se adauga un pas suplimentar in care
p este calculat ca medie a tuturor valorilor lui p care au fost gasite in timpul fiecarei iteratii
folosind algoritmul de la [8], cu exceptia pentru p = 2 care este setat la pasul initial. Dupa ce p
este calculat, FARR este rulat inca o data cu norma medie gasita pentru a obtine eroarea.

Algoritmul general utilizat pentru estimarea SPE este reprezentat de 3.1.
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Algorithm 3.1: Forma generala pentru algoritmul de estimare a parametrilor de forma

Data: Semnal de reprezentat y € R™*!, dictionar D € R™*" nivel de sparsitate K € Z,
numar maxim de iteratii pentru estimarea normei ¢, Iter,orm, limita de oprire ¢
Result: Reprezentare rard o € R™¥!, parametrul de form# estimat p € R, p > 1
1 Calculati reprezentari rare = folosind un algoritm care foloseste norma p = 2 pentru
fiecare coloana y
2 Foloseste algoritmul din [8] pentru a estima parametrul de forma p din erorile de
reprezentare

3 Actualizeaza norma p folosind (3.1) sau (3.2)

4 while numar de iteratii < Iterporm sau |p—p| > 6 do

5 Calculati reprezentari rare x folosind algoritmul cu p de la pasul anterior

6 Utilizati algoritmul in [8] pentru a estima parametrul de forma p

7 Actualizati p folosind (3.1), Half-Adapt, sau (3.2), Mean-Norm

8 end

9 Daca se foloseste varianta Mean-Norm, numarul de iteratii a fost mai mare decat 1, se

calculeaza norma p ca valoare medie a tuturor valorilor anterioare ale lui p. Calculati
reprezentari rare x folosind algoritmul cu p obtinut.

Aceste cadre sunt concepute astfel incat orice FARR sa poata fi utilizat cu el. Algoritmul
incepe prin rularea FARR, la pasul 1, pentru norma ly. Folosind algoritmul SRE, p este calculat
la pasul 2. Noul p este calculat folosind p cu actualizarea (3.1) sau (3.2) la pasul 3. La fiecare
iteratie, FARR este evaluat, la pasul 4, cu noua valoare de p pentru SPE si ciclul se repeta.
Algoritmul se opreste dupa ce diferenta dintre |p — p| este sub un anumit prag 6. Deoarece
este nerezonabil sa urmarim o estimare foarte precisa a pirye, pastram 6 suficient de mare.
De asemenea, limitam numarul de pasi la Iter,orm, pentru a opri eventualele comportamente
neregulate. Dupa oprirea algoritmului, la pasul 9, daca se utilizeaza actualizarea (3.2), dupa
finalizarea buclei principale, se calculeaza media tuturor valorilor obtinute de p si se evalueaza
FARR pentru valoarea obtinuta. Aceasta este valoarea finala pentru p.

Ambele adaptari sunt testate pentru Generalized Gaussian Feasibility Pump, algoritmul
OMP-/,, [19] si algoritmul LP_ L1 [18]. De asemenea, sunt comparati cu versiunile de algoritmi
care cunosc adevarata valoare p. Se aratd ca ambele versiuni pot gasi parametri de forma care
sunt aproape de valoarea py . De asemenea, reprezentarea medie si eroarea medie de recuperare
sunt similare cu algoritmii care folosesc valoarea reala a p. De asemenea, se poate observa ca
Mean-Norm este mai rapid decat Half-Adapt si ofera, de asemenea, o mai buna recuperare a
suportului.

Configuratia de testare este similara cu cea utilizata pentru cazul zgomotului Gaussian
generalizat, cu dictionare de dimensiune 50 x 100 si folosind aceleasi valori pentru K, SNR,
A si p. Pentru fiecare combinatie K, p, testam 5 seturi de date diferite. Algoritmii care sunt
integrati in cele doua variante vor fi FP-GGN, OMP-p si LP_ L1.

Algoritmii sunt comparati In ceea ce priveste erorile medii de reprezentare, erorile de
recuperare si parametrii de forma estimati. Eroarea relativa de reprezentare este calculata
folosind (2.20), iar eroarea de recuperare este calculata folosind (2.21).

Pentru primul caz, SNR-ul pentru semnalul de perturbatie este setat la 30. Estimarea
parametrului de forma este analizata pentru 5 rulari. Pentru toti cei trei algoritmi sunt testati
cele doud cadre. In tabelul 3.1, valoarea normei, pentru fiecare pereche de celule Half-Adapt si
Mean-Norm, pentru valoarea lor respectiva de K si p, care este cea mai apropiata de valoarea
reald a p, este scris cu caractere aldine. Se poate observa ca Mean-Norm ofera cea mai apropiata
aproximare a valorii reale a p in majoritatea cazurilor. Pentru K = 5 si K = 7, FP-GGN
ofera cea mai apropiata aproximare. Pe masura ce valorile cresc, LP__ L1 pare sa aiba cea mai
apropiata aproximare.
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Table 3.1: Parametrii de forma estimati medii pentru OMP-p (sus in fiecare celuld), FP-GGN
(mijloc) si LP_ L1 (jos)

K 5 7 9 11
Half-Adapt Mean-Norm | Half-Adapt Mean-Norm | Half-Adapt Mean-Norm | Half-Adapt Mean-Norm

p=1 1.273 1.171 1.229 1.232 1.230 1.218 1.141 1.267
1.139 1.133 1.210 1.172 1.264 1.173 1.244 1.179

1.119 1.115 1.213 1.166 1.206 1.157 1.175 1.204

p=1.2 1.134 1.212 1.088 1.190 1.067 1.235 1.112 1.289
1.148 1.215 1.107 1.199 1.051 1.175 1.109 1.252

1.187 1.297 1.133 1.261 1.064 1.193 1.061 1.282

p=14 1.326 1.386 1.232 1.348 1.176 1.303 1.106 1.311
1.348 1.399 1.260 1.367 1.187 1.322 1.073 1.244

1.365 1.427 1.354 1.446 1.240 1.427 1.115 1.314

p=1.6 1.535 1.587 1.448 1.541 1.284 1.440 1.329 1.504
1.559 1.608 1.502 1.579 1.337 1.483 1.210 1.374

1.577 1.640 1.561 1.690 1.432 1.463 1.393 1.508

p=1.8 1.811 1.830 1.698 1.755 1.675 1.727 2.190 2.226
1.813 1.833 1.707 1.763 1.676 1.749 1.918 1.664

1.883 1.893 1.750 1.831 1.661 1.680 1.849 1.767

p=2 2.078 2.064 2.088 2.067 2.196 2.249 2.830 2.941
2.057 2.053 2.047 2.038 2.781 2.744 3.422 3.078

2.075 2.095 2.009 2.000 2.525 2.360 3.165 2.738

In tabelul 3.2 sunt afisate erorile medii de reprezentare obtinute in timpul rularii cadrelor.
Pentru fiecare K, exista trei coloane: cea din stanga contine erorile pentru cadrul Half-Adapt; cel
din centru contine erorile pentru cadrul Mean-Norm, cel din dreapta contine erorile algoritmilor
care sunt in posesia pye pentru fiecare valoare de K si p, cea mai mica eroare de recuperare
este scris cu caractere aldine.

Eroarea de reprezentare creste pe masura ce valoarea lui K creste. FP-GGN si LP_ L1 au
valori similare pentru erorile de reprezentare, cu diferente foarte mici. Pe masura ce K creste,
FP-GGN fincepe sa aiba o eroare de reprezentare putin mai mica in comparatie cu LP_ L1,
OMP-p avand cea mai mare eroare.

Table 3.2: Erori medii de reprezentare pentru OMP-p (sus in fiecare celuld), FP-GGN (mijloc)
si LP_L1 (jos)

K 5 7 9 11
Half-Adapt Mean-Norm Fixed | Half-Adapt Mean-Norm Fixed | Half-Adapt Mean-Norm Fixed | Half-Adapt Mean-Norm Fixed
p=1 0.030 0.030 0.029 0.039 0.034 0.041 0.049 0.057 0.062 0.073 0.075 0.091
0.028 0.028 0.027 0.027 0.027 0.026 0.027 0.027 0.026 0.026 0.026 0.025
0.028 0.029 0.028 0.027 0.026 0.025 0.027 0.027 0.026 0.026 0.028 0.026
p=1.2 0.035 0.035 0.032 0.037 0.037 0.036 0.064 0.063 0.058 0.091 0.096 0.083
0.028 0.028 0.028 0.027 0.028 0.028 0.027 0.027 0.028 0.026 0.026 0.026
0.028 0.029 0.028 0.027 0.029 0.028 0.027 0.027 0.027 0.028 0.031 0.029
p=1.4 0.029 0.029 0.029 0.041 0.041 0.038 0.037 0.036 0.034 0.074 0.077 0.055
0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.028 0.028 0.028 0.026 0.027 0.027
0.029 0.029 0.029 0.029 0.028 0.029 0.028 0.027 0.029 0.028 0.031 0.029
p=1.6 0.029 0.029 0.029 0.031 0.031 0.030 0.042 0.042 0.039 0.066 0.075 0.057
0.030 0.030 0.030 0.029 0.029 0.029 0.028 0.028 0.028 0.027 0.027 0.028
0.030 0.030 0.030 0.029 0.030 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.028
p=1.8 0.031 0.031 0.031 0.033 0.033 0.034 0.038 0.040 0.043 0.072 0.078 0.073
0.030 0.030 0.030 0.029 0.029 0.029 0.028 0.028 0.028 0.028 0.028 0.028
0.030 0.030 0.030 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.028 0.031 0.030 0.029
p=2 0.033 0.033 0.033 0.030 0.030 0.029 0.041 0.041 0.038 0.056 0.059 0.049
0.030 0.030 0.030 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.029 0.030 0.032 0.029
0.030 0.031 0.030 0.029 0.029 0.030 0.030 0.030 0.029 0.034 0.036 0.032

Figurile 3.1 contin informatiile complete pentru toate rularile cu K = 5 pentru cadrul
Mean-Norm, in timp ce figurile 3.2 contin informatiile complete pentru toate rularile cu K =5
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pentru cadrul Half-Adapt. In aceste cifre, media este afisata cu un simbol diferit; deplasarea
orizontala este folosita doar pentru o vizibilitate mai buna; valorile p¢y,e sunt aceleasi pentru
toti algoritmii.

Figure 3.1: Estimarea parametrului de forma pentru zgomot pentru cazul K = 5 utilizand algo-
ritmul Mean-Norm

Figure 3.2: Estimarea parametrului de forma pentru zgomot pentru cazul K = 5 folosind algo-
ritmul Half-Adapt

Se poate observa ca, pe masura ce K creste, estimarea parametrului de forma tinde sa
se inrautateasca. Pentru cadrul Mean-Norm, toti algoritmii incep sa subestimeze valoarea lui
K. In cazul cadrului Half-Adapt, toti algoritmii, de asemenea, arata o tendinta de subestimare
a valorii ok K. Remarcam ca parametrul de forma este recuperat suficient de bine, in special
pentru valorile inferioare ale nivelului de dispersie K. Cele mai slabe aproximari apar atunci
cand pyue = 1; 0 cauza care contribuie este faptul ca valorile p < 1 nu sunt posibile, deci o
anumita partinire inerenta.

Erorile algoritmilor adaptivi sunt aproape de cele ale algoritmilor cunoscand pyyqe, uneori
mai bune; deci, cadrul propus de noi este capabil sa ofere reprezentari bune, chiar daca pirue este
necunoscut. FP-GGN ofera o recuperare mai buna a erorilor in majoritatea cazurilor. Cadrul
Mean-Norm ofera o eroare de recuperare medie putin mai buna decéat cadrul Half-Adapt si ofera
o estimare mai buna pentru parametrul de forma.

3.2 Aplicatie pentru imagini

Consideram o imagine Y € R!*! care este perturbats de un semnal gaussian generalizat V' € Rt<?
cu medie zero si o abatere standard o = 1, care se obtine prin esantionarea unei distributii cu
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parametrul de forma p. Consideram cazul zgomotului aditiv, iar imaginea perturbata Y € Rixt
se obtine cu

Y=Y+V (3.3)

Folosind un numar mic de patch-uri P € R**®, cu s < ¢t si m = s x s, din imaginea
perturbata 17, un dictionar D este antrenat. Dupa ce dictionarul este obtinut din imaginea
perturbata, sunt selectate mai multe patch-uri P si se obtine un semnal de reprezentat Y™*.
Problema de optimizare care rezulta este

minimize ||Y* — DX||,
XeRmxr (3.4)
subject to [ Xillo < K,i € {1,...,q}

unde ¢ este numarul de patch-uri utilizate pentru problema de curatare a zgomotului.

Problema (3.4) poate fi reformulata ca o problema LASSO, care ne ofera programul de
optimizare

minimize [|Y* — HX]||, + \||X
ninimize | [lp + Al X[y (3.5)

In practics, pentru fiecare patch, se rezolvi problema de optimizare (2.2). Imaginea este
apoi reconstruita, folosind patch-urile obtinute Y.

Ideea este ca, dupa finalizarea procesului de invatare, in dictionarul D exista atomi care
reprezinta cel mai mult imaginea neperturbata si atomi care reprezinta cel mai mult zgomotul.
Cand imaginea este reconstruita folosind dictionarul rar obtinut D, atomii K selectati vor contine
majoritatea informatiilor lor din imaginea neperturbata.

Cadrul de curatare de zgomot al imaginii, care poate fi derivat, este prezentat in algoritmul
3.2, unde la fiecare pas de reprezentare, fiecare patch este calculat folosind dictionarul antrenat
D. Folosind reprezentarea obtinuta a patch-urilor X, imaginea este reconstruita si se obtine o
noud imagine Y¢.. Algoritmul 3.1 va fi utilizat cu algoritmul OMP-p.

Ambele variante ale acestui algoritm, Half-Adapt si Mean-Norm sunt testate si comparate
cu OMP si OMP-p cu valoarea cunoscuta de pyrue. Se poate observa ca Half-Adapt are cele mai
bune valori pentru PSNR si SSIM, in comparatie cu toti algoritmii. Mean-Norm este mai bun
decat OMP, estimeaza mai bine parametrul de forma p decat Half-Adapt si este mai rapid decat
Half-Adapt. Se poate observa ca timpul de rulare si calitatea estimarii depind de actualizarea
parametrului de forma utilizata.

Dictionarul este antrenat folosind 2560 de patch-uri din imaginea perturbata, folosind o
procedura de invatare a dictionarului care utilizeaza OMP-p. Un alt set mai mare de 15876 de
patch-uri este apoi extras si este folosit pentru procesul real de dezgomot al imaginii.

Dimensiunea selectata pentru dictionare este de 64 x 128. Patch-urile au dimensiunea
8 x 8. Nivelul de dispersie este K = 8. Parametrii de forma sunt p € {1.2,1.4,1.6,1.8}. Valorile
SNR sunt alese ca 20. Testele se fac pe trei imagini: Lena, Barbara si Boat. Din fiecare imagine,
este selectat un patch mare de 256 x 256 din care sunt extrase patch-urile de antrenament si
de invatare. Fiecare imagine este perturbata de zgomot obtinut prin esantionarea zgomotului
Generalizat Gaussian cu parametru de forma p. Pentru fiecare combinatie de imagine si valoare
de p se fac b teste.
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Algorithm 3.2: Algoritm pentru curatarea zgomotului

Data: Set de patch-uri de reprezentat Y € R™*4, dictionar D € R™*"™ nivel de
sparsitate K € Z, numar maxim de iteratii pentru estimarea normei £, Iter,orm,
limita de oprire 6
Result: Reprezentare rara X € R™*9, parametrul de forma estimat p e R, p > 1
1 Antrenati dictionarul folosind orice algoritm care optimizeaza folosind norma p
2 Calculati setul X folosind algoritmul cu p = 2 pentru fiecare coloana de Y
3 Utilizati algoritmul din [8] pentru a estima parametrul de forma p din erorile de
reprezentare
4 Actualizati norma p folosind (3.1) sau (3.2)
5 while numadr de iteratii < Iterporm sau [p—p| > 6 do
Calculati setul de reprezentare rara X pentru fiecare coloana de Y folosind algoritmul
3.1 cu p de la pasul anterior
Utilizati algoritmul in [8] pentru a estima parametrul de forma p
Actualizati norma p folosind (3.1), pentru varianta Half-Adapt, sau (3.2), pentru

varianta Mean-Norm
9 end

10 Daca este utilizata varianta Mean-Norm si numarul de iteratii a fost mai mare decat 1,
calculati norma p ca valoare medie a tuturor valorilor anterioare ale lui p.

11 Calculati setul de reprezentare rara X folosind algoritmul cu p obtinut.

12 Patch-urile rezultate sunt folosite pentru a reconstrui imaginea calculand pentru fiecare
pixel al imaginii media pentru toate patch-urile care contin acel pixel.

In figura 3.3, sunt prezentate imaginea originald (in stdnga), imaginea perturbats (in cen-
tru) si imaginea dezgomotata (in dreapta) obtinute folosind varianta Half-Adapt a algoritmului,
pentru a arata cum este modificata imaginea, cdnd este procesata folosind cadrul 3.2. Este evi-
dent ca calitatea imaginii este Imbunatatita si cea mai mare parte a zgomotului este eliminata
din imaginea perturbata.

Original Image vs Perturbed Image vs Denoised Image
— P .

Figure 3.3: Curatarea imaginilor pentru K = 1, 2, pentru algoritmul Half-Adapt pentru imaginea
de testare Lena

Tabelul 3.3 arata estimarea valorii medii a parametrului de forma pentru versiunea Mean-
Norm si Half-Adapt a algoritmului 3.2. Cu aldine, se scrie estimarea care se apropie cel mai mult
de valoarea reala. Se poate observa ca versiunea Half-Adapt tinde s& subestimeze parametrul de
forma, In timp ce versiunea Mean-Norm tinde sa supraestimeze. Pentru p = 1.2, estimarea Half-
Adapt a parametrului este cea mai apropiata de valoarea reala a p, in timp ce pentru p = 1.4 si
p = 1.6 estimarile Mean-Norm sunt mai apropiate de valoarea reala, in multe valoarea testata
fiind estimata la 2. Pentru p = 1,8, ambele versiuni estimeaza parametrul de forma la 2.
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Table 3.3: Parametrii de forma medii pentru Mean-Norm si Half-Adapt

Mean-Norm | Half-Adapt
p=1.2 1.498 1.154
p=1.4 1.576 1177
p=1.6 1.708 1.417
p=1.8 2 2

In tabelul 3.4, valorile medii PSNR sunt prezentate pentru algoritmii OMP, OMP-p, Mean-
Norm si Half-Adapt. Pentru fiecare valoare de p, cele mai mari valori PSNR sunt scrise cu
caractere aldine. Mean-Norm are un PSNR mai bun decdt OMP, in timp ce are o valoare
mai mica decdt OMP-p. Half-Adapt are cea mai buna valoare in toate cazurile. Pentru p = 1,8
Mean-Norm si Half-Adapt au aceeasi valoare ca OMP, deoarece parametrul de forma este estimat
cu valoarea 2.

Table 3.4: PSNR mediu pentru OMP, OMP-p, Mean-Norm and Half-Adapt

OMP | OMP-p | Mean-Norm | Half-Adapt
p=1.2 | 29.629 29.882 29.791 29.897
p=1.4 | 29.593 29.731 29.703 29.765
p=1.6 | 29.620 29.640 29.640 29.687
p=1.8 | 29.737 | 29.733 29.737 29.737

Valorile medii ale SSIM sunt prezentate in tabelul 3.5, cu cea mai buna valoare scrisa
cu caractere aldine. Comportamentul este ca pentru valorile PSNR. Mean-Norm este mai bun
decat OMP, dar are o valoare mai mica decat ceilalti algoritmi. Half-Adapt se dovedeste a avea
inca o data cel mai bun rezultat. Pentru p = 1,8, toti algoritmii au acelasi rezultat, deoarece
ambele variante ale algoritmului 3.2 estimeaza parametrul de forma la 2.

Table 3.5: Indicele de similitudine structurala medie pentru OMP, OMP-p, medie-norma si semi-

adaptare
OMP | OMP-p | Mean-Norm | Half-Adapt
p=1.2 | 0.794 0.812 0.804 0.814
p=1.4 | 0.795 0.804 0.801 0.809
p=1.6 | 0.795 0.799 0.798 0.802
p=1.8 | 0.800 0.800 0.800 0.800

In medie, timpul de rulare pentru 15876 patch-uri, este de 5097 secunde pentru Half-
Adapt, in timp ce pentru Mean-Norm timpul de rulare este de 3779 secunde, pentru OMP-p
Cu pirue timpul de rulare este de 751 secunde si pentru OMP timpul de rulare este de 0,002
secunde. Se poate observa cid Mean-Norm este mai rapid decat Half-Adapt. Timpul de rulare
creste pe masura ce scaderea valorii parametrului de forma estimat este atenuata.

Pentru toate cazurile, se poate observa ca Half-Adapt ofera cea mai buna valoare a PSNR

si SSIM.

23



Bibliography

1]

[14]
[15]
[16]

[17]

T. Achterberg and T. Berthold. “Improving the feasibility pump”. In: Discrete Optimiza-
tion 4.1 (2007), pp. 77-86.

A. Beck and M. Teboulle. “A fast iterative shrinkage-thresholding algorithm for linear
inverse problems”. In: SIAM journal on imaging sciences 2.1 (2009), pp. 183-202.

L. Bertacco, M. Fischetti, and A. Lodi. “A feasibility pump heuristic for general mixed-
integer problems”. In: Discrete Optimization 4.1 (2007), pp. 63-76.

N. Boland et al. “Boosting the feasibility pump”. In: Mathematical Programming Compu-
tation 6.3 (2014), pp. 255-279.

S. Bourguignon et al. “Exact sparse approximation problems via mixed-integer program-
ming: Formulations and computational performance”. In: IEEE Transactions on Signal
Processing 64.6 (2015), pp. 1405-1419.

S. Dey et al. “Exploiting sparsity of MILPs by improving the randomization step in fea-
sibility pump”. In: STAM Journal on Optimization, (to appear) (2016).

S.S. Dey et al. “Improving the randomization step in feasibility pump”. In: STAM Journal
on Optimization 28.1 (2018), pp. 355-378.

J. Dominguez-Molina et al. A practical procedure to estimate the shape parameter in
the generalized Gaussian distribution. Available at http://www.cimat .mx/reportes/
enlinea/I-01-18_eng.pdf. 2003.

M. Fischetti, F. Glover, and A. Lodi. “The feasibility pump”. In: Mathematical Program-
ming 104.1 (2005), pp. 91-104.

M. Fischetti and D. Salvagnin. “Feasibility pump 2.0”. In: Mathematical Programming
Computation 1.2-3 (2009), pp. 201-222.

B. Geifller et al. “Penalty alternating direction methods for mixed-integer optimization: A
new view on feasibility pumps”. In: STAM Journal on Optimization 27.3 (2017), pp. 1611—
1636.

M. Grant and S. Boyd. CVX: Matlab Software for Disciplined Convexr Programming,
version 2.1. http://cvxr.com/cvx. 2014.

K. Huang and S. Mehrotra. “An empirical evaluation of walk-and-round heuristics for
mixed integer linear programs”. In: Computational Optimization and Applications 55.3
(2013), pp. 545-570.

A. Lodi. “Mixed integer programming computation”. In: 50 years of integer programming
1958-2008. Springer, 2010, pp. 619—645.

M. Rasmussen and R. Bro. “A tutorial on the Lasso approach to sparse modeling”. In:
Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems 119 (2012), pp. 21-31.

J. Tropp. “Greed is good: Algorithmic results for sparse approximation”. In: IEEE Trans-
actions on Information theory 50.10 (2004), pp. 2231-2242.

L. Wang, M. D Gordon, and J. Zhu. “Regularized least absolute deviations regression and
an efficient algorithm for parameter tuning”. In: 6th Int. Conf. Data Mining. IEEE. 2006,
pp. 690-700.

24


http://www.cimat.mx/reportes/enlinea/I-01-18_eng.pdf
http://www.cimat.mx/reportes/enlinea/I-01-18_eng.pdf

Chapter 3. Bibliography

[18] F. Wen et al. “Robust Sparse Recovery in Impulsive Noise via ¢,-f; Optimization”. In:
IEEE Transactions on Signal Processing 65.1 (2016), pp. 105-118.

[19] W.J. Zeng, H.C. So, and X. Jiang. “Outlier-Robust Greedy Pursuit Algorithms in ¢,-Space
for Sparse Approximation”. In: IEEE Trans. Signal Processing 64.1 (2016), pp. 60-75.

25



	1 Introductere
	2 Adaptări Feasibility Pump Adaptations pentru semnale perturbate
	2.1 Adaptări Feasibility Pump Adaptation pentru Reprezentări Rare
	2.2 Cazul Zgomotului Laplacian
	2.3 Cazul Zgomotului Gaussian
	2.4 Cazul Zgomotului Gaussian Generalizat

	3 Estimarea parametrului de formă
	3.1 Cadrul general de estimare a parametrilor de formă
	3.2 Aplicație pentru imagini

	Bibliography

