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Motivatie si introducere

Obiectivul general. Scopul acestei teze este de a dezvolta o noud directie de gene-
ralizare pentru conceptul de sistem iterativ de functii, concept ce reprezintd una dintre
cele mai importante metode prin care se obtin fractali. Notiunea de "fractal" nu are o
definitie formala, dar poate fi vazuta ca o figura geometrica franta, neregulata, in anu-
mite cazuri avand proprietatea ca la orice scard, fiecare parte este (micar aproximativ)
o copie mai mica a figurii initiale.

Una din cele mai importante metode de obtinere a fractalilor este reprezentatid de
aplicarea teoremelor de punct fix pentru un anumit operator (numit operatorul fractal
sau operatorul Hutchinson-Barnsley) asociat unui sistem iterativ de functii. Notiunea
de sistem iterativ de functii (notat pe scurt cu IFS) a fost introdusd de J. Hutchinson in
1981 (a se vedea |7]) si a fost popularizata de M. F. Barnsley in 1998 in cartea "Fractals
everywhere" (a se vedea [1]).

Exista mai multe generalizari ale conceptului de sistem iterativ de functii. O directie
de generalizare este reprezentatd de considerarea unor conditii de contractivitate mai
slabe pentru functiile sistemului (a se vedea, de exemplu, [4], [23], [24], [26]). O alta
directie de generalizare este reprezentatd de considerarea unui numér arbitrar (finit sau
infinit) de functii in sistem (a se vedea, de exemplu, [5], [6], [8], [13], [27]). O altd moda-
litate de generalizare este reprezentata de modificarea structurii functiilor componente
sau structura spatiului (a se vedea [2], [3], [10], [11], [28], |29], [30]). Pentru toate tipurile
de generalizari mentionate mai sus, operatorul fractal asociat este Picard, iar unicul sau
punct fix este atractorul sistemului.

Aceastd teza este dedicata studiului sistemelor iterative de functii pentru care opera-
torul fractal este slab Picard. Mai prezis, introducem si studiem o noua clasa de sisteme
iterative de functii, si anume sisteme iterative de functii posibil infinite (notate pe scurt
cu ITFS) pentru care functiile componente sunt inzestrate cu conditii de contractivitate

mai slabe pe orbita elementelor din spatiul pe care sunt definite functiile.
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Motivatia studiului prezentat in aceasta teza este data de faptul ca una dintre cele
mai importante metode de a genera fractali se bazeaza pe notiunea de sistem iterativ
de functii. In consecintd, in ultimii ani, multi matematicieni au fost interesati in a
giisi o varietate de generaliziri ale notiunii de IFS. In aceastd tezd definim si studiem
o noua clasa de sisteme care sunt inzestrate cu conditii de contractivitate orbitale si
aplicand o teorema de punct fix mai slaba, demonstram ca operatorul fractal asociat
este slab Picard. Prin urmare, sistemele iterative de functii prezentate in aceasta teza
au o familie de atractori in loc sa aiba atractor unic. Am facut un prim studiu in aceasta
directie in lucrarea [14], unde am ardtat ci operatorul fractal asociat unui IFS format
din functii continue ce indeplinesc conditia orbitald Banach este un operator slab Picard.
De asemenea, avand ca punct de plecare studiile privitoare la sisteme iterative de functii
infinite, sistemele cu conditii mai slabe de contractivitate si sistemele fuzzy prezentate
in [5], [6], [12] si [23], am luat in considerare ideea de a combina aceste concepte cu clasa
de sisteme introdusa in aceasta teza, iar pentru aceste sisteme nou obtinute am studiat

operatorii asociat.

Descrierea tezei. Scopul acestei teze de doctorat este reprezentat de dezvoltarea
unei noi directii de generalizare pentru notiunea de sistem iterativ de functii. In aceasta
tezd introducem notiunile de sistem iterativ de functii ¢-contractiv de tip parinte-copil
posibil infinit (pcIIFS) si sistem iterativ de functii orbital ¢-contractiv posibil infinit
(oITFS). In Capitolul 2, demonstram ci operatorul fractal asociat unui pcITFS sau olTF'S
este slab Picard. Pentru aceste tipuri de sisteme construim proiectia canonica si fi
studiem proprietatile. Mai mult, operatorul Hg care a fost studiat pentru (-contractii
este generalizat pentru sistemele de tip pclIFS si olIF'S gi demonstram ca acest operator
generalizat este continuu si slab Picard. Folosim aceastd generalizare pentru a arata
ca operatorul Markov asociat unui sistem finit de tip pclIF'S sau olIFS cu probabilitati
este slab Picard. In Capitolul 3, studiem anumite proprietiti topologice ale atractorilor
sistemelor iterative de functii orbital contractive (care sunt un caz particular ale unui
olIFS, cand sistemul are un numaér finit de functii iar functia de comparatjie este liniard).
In Capitolul 4, introducem notiunea de sistem iterativ de functii orbital afin ¢-contractiv
(0AIFS) si ddm doud rezultate de structurd pentru functiile componente ale unui oAIFS.
In Capitolul 5, introducem notiunea de sistem iterativ de functii orbital fuzzy si arsitim
ca operatorul fuzzy asociat este slab Picard. Mai mult, prezentam cateva rezultate de
structurd care se refers la punctele fixe ale operatorului fuzzy. In fiecare capitol sunt

prezentate cateva exemple.



Capitolul 1
Preliminari

In acest capitol precizdm notatiile si terminologia utilizate in cadrul acestei teze.

Definitia 1.1. Fie (X, d) un spatiu metric.

1) Un operator slab Picard este o functie f: X — X cu proprietatea cd pentru orice
v € X, sirul (f"(x)),cy este convergent la un punct fix al lui f. In acest caz, definim
operatorul f*: X — X dat de f*(z) = nh_}r{)lo f" (x) pentru orice x € X.

2) Un operator Picard este un operator slab Picard ce are un unic punct fiz.

Definitia 1.2. O functie ¢:[0,00) — [0,00) se numeste

1) functie de comparatie daca p(r) < r pentru orice r > 0 gi ¢ este crescatoare;
o0

2) functie de comparatie sumabila daca o este functie de comparatie §i seria Z " (1)
n=0
este convergenta pentru orice v > 0.
Definitia 1.3. Fie (X,d) un spativ metric complet. O functie f: X — X se numeste
p-contractie daca existd ¢:[0,00) — [0,00) o functie de comparatie continud la dreapta

astfel incat d(f(x), f(y)) < o(d(z,y)) pentru orice x,y € X.

Fie (X, d) un spatiu metric complet. Vom folosi urmatoarele notatii:
Py (X)={AC X | A# (gl A este mirginita };
P.y(X)={A € P, (X) | Aeste inchisi };

P,(X)={ACX | A#0Dsi A este compactd }.

Pentru A C X, diametrul multimii A este diam (A) = sup d (z,y) si pentruun z € X
T, yeA

fixat, distanta dintre x gi A este d (z, A) = ingd (x,y).
ye
Pentru doud functii f,¢9: X — X, distanta uniforma dintre f gi g este d, (f,g9) =
supd (f (), g (x)).
zeX
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Pe P, (X) definim semimetrica generalizata Hausdorff-Pompeiu h: P, (X) x B, (X) —
[0,00) datd de h (A, B) = max{d (A, B),d(B,A)} pentru orice A,B € P, (X), unde
d (A, B) = supd (z, B) . Restrictia lui h la P, (X) se numeste metrica Hausdorff-Pompeiu

z€A

si este notata tot cu h.
Spatiul codurilor

Pentru n € N*| prin A, (1) intelegem multimea tuturor cuvintelor finite formate cu
n litere din I, si anume w = wiws - - - wy. In acest caz, n se numeste lungimea lui w si se
noteazd cu |w|. Pentru w € A, (I) si m € N*, prin [w],, intelegem cuvantul format cu
primele m litere ale lui w dacd m < n, sau cuvantul w dacd n < m. Prin [w], intelegem
cuvantul A. Ag (I) = {\}, unde X se numesgte cuvantul vid.

Pentru o multime I, prin A (I) intelegem multimea cuvintelor infinite, gi anume
W= wWiwy Wy, unde wy, W, +++ wy, -+ € I. Pentru w € A(I) si n € N* prin [w],
intelegem cuvantul format cu primele n litere ale lui w. Prin [w]y intelegem A.

Pentru a« € A, (1) si € A, (I) sau § € A(I), cu m,n € N*, prin af intelegem
concatenarea cuvintelor a si .

Pentru o familie (f;),.;, unde f;: X — X pentru orice i € I, n € N* 5i w =
wiwsy - w, € A, (1), folosim notatia f, = f,, o---o f, . Prin f\ intelegem functia
identitate.

Pentru o multime B C X, n € N* i w € A, (), folosim notatia B, = f, (B).

Prin A* (1) intelegem multimea tuturor cuvintelor finite, §i anume A* () = ngNAn (I).

Prin A (I) intelegem mulgimea tuturor cuvintelor cu litere din I, si anume A* (1) U
A ().

Definitia 1.4. Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice si (f;);c; o familie de functii cu
fi: X =Y penlru orice i € I. Familia (f;),c; se numeste

1) marginita daca iLeJ[fi (B) € Py (X) pentru orice B € P, (X),

2) echi-uniform continud dacd pentru orice € > 0 exista §. > 0 astfel incat pentru

orice x,y € X cu d(z,y) <. avem p (fi (x), fi (y)) < &, pentru orice i € 1.

Fie (X, d) un spatiu metric complet si (f;),.; o familie de functii continue, cu f;: X —
X pentru orice ¢ € I. Fie B € P, (X). Prin orbita lui B intelegem multimea O (B) =

U U fla, (B). Daca B = {x}, orbita lui {z} se noteaza cu O (z).
neN aeA(I) "

Definitia 1.5. Fie (X, d) un spatiu metric complet si (f;);c; o familie de functii, unde
firX — X pentru orice 1 € I. Perechea notata cu S = ((X, d), (fz)zel) se numeste
sistem iterativ de functii posibil infinit (IIFS pe scurt) daca
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i) fii X — X este o functie continud pentru orice i € I,

i) familia (f;),c; este echi-uniform continud pe mulfimi marginite, adicd pentru orice
B € P, (X) si orice e > 0 exista 0. p > 0 astfel incdt pentru orice x,y € B cu d(z,y) <
de.p avem d (fi (x), fi (y)) < &, pentru orice i € I,

i) (fi),e; este o familie marginita de functii.

Fiind dat un ITFS S = ((X,d), (fi);c;), functia Fs: P, (X) — Puyp (X), datd de

pentru orice B € P, (X), se numegte operatorul fractal asociat lui S.
Definitia 1.5 iii) ne asigura ca Fs (B) € P.y (X) pentru orice B € P, (X).
Restrictia lui Fs la Py, (X) va fi notatd tot cu Fs.
Definitia 1.6. Fie S = ((X,d), (fi);c;) un IIFS si fie Fs: Pyy (X) — Pay(X) opera-
torul fractal asociat lui S. Fiecare punct fix al lui Fs se numeste un atractor al lui S.

Spunem ci S are un unic atractor dacd existd o unica multime notatd cu A € Py p(X)
astfel incat Fs (A) = A si lim h (F§ (K),A) =0 pentru orice K € Py u(X).
n—0o0

Definitia 1.7. Un IIFS S = ((X, d),(f:)
1) sistem iterativ de functii p-contractiv de tip parinte-copil posibil infinit (pcIIFS pe

z.e]) se numeste

scurt) daca exista :[0,00) — [0,00) o functie de comparalie sumabild astfel incat

d(fu(2), fui () < ¢ (d (2, fi (2))),

pentru orice i € I, w € A*(I) six € X;
2) sistem iterativ de functii orbital @-contractiv posibil infinit (olIFS pe scurt) daca

existd ¢:[0,00) — [0,00) o functie de comparatie continud la dreapta astfel incat

d(fi(y), fi(2)) <@ (d(y,2))

pentru oricei € I, v € X siy,z € O (x).

Definitia 1.8. Fie (X, d) un spativ metric complet si (f;);c; o familie finita de functii
continue, unde f;: X — X pentru orice i € I. Perechea ((X, d), (fz)zel) 'S se numeste

1) Sistem iterativ de functii contractiv daca exista C € [0,1) astfel incdt

d(fi(x), fi(y) < C-d(z,y)

pentru orice 1 € I st x,y € X.
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2) Sistem iterativ de functii p-contractiv dacd exista ¢:[0,00) — [0,00) o functie de

comparatie continud la dreapta astfel incat

d(fi(x), fi(y)) < ¢ (d(z,y))

pentru orice 1 € I g1 x,y € X.
3) Sistem iterativ de functii contractiv de tip parinte-copil daca exista C € [0,1) astfel
incat
d(fo (@), furi (x)) < C¥ - d(z, f; (x))
pentru orice v € X, i € I siw e A*(I).

4) Sistem iterativ de functii orbital contractiv daca exista C € [0,1) astfel incdt

pentru orice v € X, i € I giy,z € O(x).
5) Sistem iterativ de functii orbital p-contractiv daca exista ¢:[0,00) — [0,00) o

functie de comparatie continud la dreapta astfel incdt

d(fi(y), fi(2)) <@ (d(y,2))

pentru orice v € X, i € I giy,z € O(x).

Operatorul fractal asociat unui sistem S = ((X, d), (fi)iel) din Definitia 1.8, format
dintr-un numar finit de functii, este Fs: P, (X) — P, (X) dat de

pentru orice K € P, (X).



Capitolul 2

Sisteme iterative de functii
w-contractive de tip parinte-copil
posibil infinite g1 sisteme iterative de
functii orbital p-contractive posibil

infinite

In acest capitol, studiem operatorul fractal asociat unui sistem iterativ de functii -
contractiv de tip parinte-copil posibil infinit (pcIIFS) gi aratam ca este slab Picard. Mai
mult, prezentdm proprietatile proiectiei canonice asociate unui pclIFS. De asemenea,
pentru un sistem iterativ de functii orbital p-contractiv posibil infinit (oIIFS), studiem
proiectia canonica si proprietatile echivalente cu cele ale sistemelor pclIF'S. Pentru aceste
doud tipuri de sisteme generalizidm operatorul Hg prezentat in [17] pentru p-contractii
si utilizam acest operator pentru a demonstra ca operatorul Markov asociat unui sistem
finit de tip pclIFS sau olIFS cu probabilitati este slab Picard. Rezultatele prezentate
aici au fost publicate in [18] i [19].

2.1 Sisteme iterative de functii p-contractive de tip
parinte-copil posibil infinite (pclIFSs)

Fie (X,d) un spatiu metric complet.

Teorema 2.1 ([18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un pcllFS si fie Fs: Py (X) = Pay (X)

10
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operatorul fractal asociat lut S. Atunci Fs este un operator slab Picard. Mai pre-
cis, pentru orice B € Py, (X) exista Ap € Py (X) astfel incit lim Fg (B) = Ap
si Fs (Ap) = Ap. Mai mult, o

h(F2(B), Ap) < 3 ¢ (diam (BU Fs (B)))

k>n
pentru orice n € N,

Corolarul 2.1 (|14]). Orice sistem iterativ de functii de tip parinte-copil are atractor.

Mas precis, operatorul fractal asociat este slab Picard.

Proporzitia 2.1 (|18]). Fie S = ((X,d), (f;);c;) un pcIIFS. Atunci Ap = UBAz pentru
TE
orice B € Py (X).

Teorema 2.2 (|18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un pcllFS. Atunci functia FE: Py (X) —
Py (X), data de FP (B) = lim Fg'(B) pentru orice B € Py (X), este continud.
m—o0

Propozitia 2.2 ([18]). Fie S = ((X,d), (f),c;) un pclIFS. Atunci, pentru orice B €

P, (X) st « € A(I), sirul (f[a]n (B)> este convergent. Dacd notim cu a, (B) =
neN

r}ggo fia). (B), atunci h (fia),, (B),aa (B)) < Z ©" (diam (O (B))) pentru orice m € N,
k=m

Lema 2.1 ([18]). Fie S = ((X,d), (f);c;) un pclIFS. Atunci

1) a, (B) = W pentru orice B € Py (X) st o € A(I);

2) a, este uniform continud pe B pentru orice o € A(I) si B € Py (X);

3) fu(aa (B)) = awa (B) pentru orice o € A(I), we A, (I), n € N* si B e P, (X);

4) aq () = aq (y) pentru oricex € X, y € O(x) si a € A(I).

Teorema 2.3 ([18]). Fie S = ((X,d), (f;);c;) un pclIFS. Atunci Ap = E\J(I)aa (B) =
aE

U U o ¢ ice B € Py (X).
s i {aq ()} pentru orice B € Py (X)

Proporzitia 2.3 ([18]). Fie S = ((X,d),(f;);c;) un pclIFS. Atunci Ap = A, pentru
orice v € X §i B € Py (O (:L‘))

Propozitia 2.4 ([18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un pclIFS. Atunci, pentru orice x,y €
X astfel incit O (x) N O (y) # 0, avem A, = A,. In particular, dacd O (x) N O (y) # 0

pentru orice x,y € X, avem ca Fs este un operator Picard.

Propozitia 2.5 ([18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un pcllFS. Atunci (diam (A, 2))

este convergent la 0 si {as (x)} = lim Apy), » pentru orice x € X si v € A(1).
n—oo

neN
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Teorema 2.4 ([18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un pclIFS. Atunci functia ©: A* (1) x
Py (X) = Py (X) definita de

ao (B), daci o € A(I)
©(o,B) =1 fo(B), daci o € A* (I)\ {\}
B, daca oo = A

pentru orice (a, B) € At (I) x Py, (X) este uniform continud pe multimi mdrginite. In

particular, © este continud.

Teorema 2.5 (|25]). Fie S, = ((X, d), (f);e {M}) 51 Sy = ((X, d), (gi)ie{h,m}) doud
ststeme iterative de functii contractive de tip parinte-copil, astfel incdt:

i) exista C € (0,1) astfel incat Fs,: Os, () = Os, (z) si Fs,: Os, (x) = Og, (x) sunt
contractii Banach cu constanta de contractie C, pentru orice v € X, unde Og, (x) =
{foram(@)] m € N, ag, - o, € {1,---,n}} s1 Os, () = {Gayam (@) m € N,
ar, o om € {1, ,n}}.

i) S = ((X, d), (li)ie{l7~~~,2n}>7 unde l; = f; §i ly,; = g; pentru orice i € {1,--- ,n},

este un sistem iterativ de functii contractiv de tip parinte-copil. Atunci

1
h(Fingl, FZI‘F32) S 1

& maxdy (fi; 9:)

unde prin FixFs intelegem multimea punctelor fize ale operatorului fractal Fs.

2.2 Sisteme iterative de functii orbital p-contractive

posibil infinite (olIFSs)

Teorema 2.6 ([18]). Fie S = ((X, d), (fi)z'el) un olIFS si fie Fs: Py (X) — Payp (X)
operatorul fractal asociat lui S. Atunci Fs este un operator slab Picard.

Maimult, h (F& (B),Ag) < " <diam <m>> pentru oricen € N gi B € Py (X),
unde Ag = y.

Teorema 2.7 (|18]). Fie S = ((X,d), (fi);e;) un olIFS. Atunci functia F: Py (X) —

Py (X), datd de F$° (B) = lim Fg§'(B) pentru orice B € Py (X), este continud.
m—0o0

Propozitia 2.6 ([18]). Fie S = ((X,d),(fi);c;) un olIFS. Atunci, pentru orice B €

Py (X) siae A(I), sirul (f[a]n (B))nEN
avem h ( fia), (B) , aq (B)) < ¢" (diam (O (B))) pentru orice n € N. Mai mult, a, (B) =

[ROYG)H

este convergent. Dacd b notam limita cu a, (B),



Rezumatul tezei de doctorat 13

Teorema 2.8 ([18]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un oIIFS. Atunci Ap = U a(B) =

iel aeh(l)

U U o ¢ ice B e Py (X).
RS o {aq ()} pentru orice B € Py (X)

Teorema 2.9 ([18]). Fie S = ((X, d), (f)
Py (X) = Py (X) definita de

) un olIFS. Atunci functia ©:A' (I) x

icl

ao (B), daca o € A(T)
O (o, B) =14 fo(B), daci a € A* (I)\ {\}
B, daci oo = A\

pentru orice (o, B) € A (I) x Py (X) este uniform continud pe mulfimi marginite.

2.3 Operatorul Hg

Fiind date (X, d) si (Y, p) doua spatii metrice, folosim urmatoarele notatii:
C(X,Y)={f:X =Y | feste continud};C, (X,Y) ={f € C(X,Y) | f este mirginitd} .
Fie S = ((X.d),(fi);c;) un IIFS. Prin C intelegem multimea C = {(f.g) | f €
C (Y xA(I),X), geC(Y,X), astfel incat f (y,a) € O (g (y)) pentru orice y € Y, €

A(I)}.

Pe C, (Y x A(I),X) definim operatorul Hs:Cp (Y x A(I),X) = C (Y x A(I),X)
dat de Hs (f) (y,ia)) = fio f(y,«) pentru orice f € C, (Y x A([), X),ye Y, 1€ si
acA(l).

Pe C considerim Hg:C—C definit de Hg (f,9) = (Hs(f),g) pentru orice (f,g) € C.

Propozitia 2.7. Fie S = ((X,d), (fi);c;) un IIFS. Atunci Hgs este continud si Hg (C~> -
C. Mai mult, pentru orice (f,g) € CN, strul (ﬁ]g (f, g)> este convergent.

Pentru g € C, (Y, X) folosim notatia CNg ={(f,9) | feCY xAI),X), f(y,a) €
O (g (y)) pentru orice y € Y, a € A(I)}.

Teorema 2.10. Fie S = ((X, d), (fi)ie]) un ollFS. Atunci functia Hsg: 59 — 59 este

un operator Picard.

Teorema 2.11. Fie S = ((X,d),(f;),c;) un pclIFS sau un ollIFS. Atunci operatorul
f‘jg: C — C este slab Picard.
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2.4 Operatorul Markov

Prin B (X) intelegem o-algebra submultimilor Borel ale lui X. Prin M (X) intelegem
multimea tuturor masurilor boreliene de probabilitate u: B (X) — [0, 00) care au suport

compact.

Definitia 2.1. Fie ((X, d), (fi)iel) un pcIIFS care contine un numdr finit de functii
sau un ollFS care contine un numar finit de functii si fie (p;)icr 0 familie finita, unde
pi € (0,1) pentru orice i € I gi Zpi = 1. Printr-un sistem iterativ de functic cu
el
probabilitati (IFSp pe scurt) intelegem sistemul notat cu S = ((X, d), (fi)ier - (pi)ie[).
Definitia 2.2. Fiind dat un IFSp S = ((X, d),(fi)iel,(pi)iel), definim operatorul
Ms: M (X) = M (X) numit operatorul Markov asociat lui S, dat de Ms(p) = Zpi :
iel

po £t pentru orice p € M (X).

Urmatorul rezultat arati ca operatorul Markov asociat unui IFSp S este un operator
slab Picard si demonstratia se bazeaza pe proprietatile operatorului Hs asociat unui

sistem S.

Teorema 2.12. Fie S = ((X,d), (fi);c;» (Pi)ier) un IFSp si fie Ms: M (X) = M (X)

operatorul Markov asociat unui S. Atunci Mg este un operator slab Picard.

2.5 Exemple

Cu m; notam functia m: X x Y — X datd de m(x,y) = x pentru orice (z,y) € X XY
si cu mp notdm functia m: X x Y — Y data de mo(z,y) = y pentru orice (z,y) € X x Y.

Exemplul A. Consideram spatiul metric (R?, ||-||,), unde ||-||, este norma Euclidiana
pe R?, si submultimea X = {(z,y) € R? | # > —y? — 100}. Definim functiile fy, fi: X —
X date de fo(z,y) = (%,y) si fi(z,y) = (£ + 2y%,y) pentru orice (z,y) € X. Astfel,
fi(x,y) = (% + %gﬁ,y) pentru orice i € {0,1} si (x,y) € X.

Am demonstrat cad S = ((X, d), (fi)z‘e{o,1}> este un pcllFS.

Fie a = dyig-+ip--+ € A(I). Avem ci a,(x,y) = (22%1/2,;0 pentru orice

n>1

(z,y) € X. Deci, pentru orice (z,y) € X, atractorul este A,y = (2Cy?,y), unde C este

multimea Cantor. Pentru o multime B € P, (X) avem ci

Ap = {(2ty2,y) lexistd t € C' si (z,y) € B}
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si
HZ (f.9) (v, o) = (HE (f) (. ) ,g () = (fa (f (@) .9 (1))
1 . . .m
pentru orice m € N*, f =iyig-- iy, € Ay, (1), a € A(I), 51 (f,9) € C.

Exemplul B. Fie a € (%, 1) si B € R, astfel incat 0 < B < o®. Considerim
multimea X C R datd de X = {0,1,a,a + a? a+a? +a’ a+ a? + a® — B} gi notdm
cu d metrica uzuald pe R, gi anume d: R x R — [0,00), d(z,y) = | — y| pentru orice
(xz,y) € R x R. Pe spatiul metric (X, d) consideram doua functii fi, fo: X — X date de
fi)=f01)=0,£(0)=f2(0) =0, fi(a) = f2(a) = ata?, fi (a + a®) = at+a’+a’,
Lla+a?) =a+a?+a® -0, fila+a?+a?) = a+a®+ a2 fo(a+a?+a?) =
at+a’+ad =0, fi(a+a? +ad - B) = ata?+a?, fo (a+a® + a® — f) = a+a’+a®—p.

Am aratat ca S = ((X, d), (fi)ie{1,2}> este un pcllF'S cu functia de comparatie suma-
bili ¢: [0, 00) — [0, 00) dati de ¢ (t) = at pentru orice ¢ € [0, 00) dar S = ((CN, 67) ,ﬁg)

nu este un pcllFS in raport cu ¢.

Exemplul C. Consideram spatiul (R?, ||-||,), unde ||-||, este norma Euclidiand. Fie
Dy = {(z,y) eR?|z>4, y <4+ 25} i Dy = {(z,y) e R’z < —4, y <4 -4},
Consideram functiile f1, fo, cu fi, f2: REN(Dy U Do) — R?, date de fi (z,y) = (32 + 3,9)
si fo(x,y) = (3,y) pentru orice (z,y) € R*\ (D1 U Dy).

Se poate ardta cu ugurintd cad S = ((]R2, 1-1l5) (fi)i€{1,2}> este un pcllFS si un olIFS.
Pentru un K € P, (R* \ (D; U D,)), atractorul este Ax = [0,1] x 5 (K).

’2

Exemplul D. Consideram spatiul metric (R?, ||-||,), unde ||-||,, este norma Euclidiana
si @ > 0. Notam cu S sistemul ((R2, I-1l5) (fi)ie{1,2}>> unde fi, fo: R? — R? sunt date
de fi (z,y) = (32,y) st fo (z,y) = (3z + 3, y) pentru orice (z,y) € R% Pentru o multime
K € P, (R?), atractorul este A} = [0, 1] x 7 (K).

Notdm cu S, sistemul ((]Rz, 1-1l5) 5 (gi)ie{m}), unde g;, go: R? — R? sunt date de
g1 (z,y) = (32,9) ¢ ¢2(z,y) = (32 + o, y) pentru orice (z,y) € R% Fiind dat un
element K € P, (R?), atractorul corespunzitor lui Sy este A% = [0, 2a] x 7 (K).

Se poate vedea cd S si Sp sunt atat sisteme de tip pclIFS cat si olIFS. Pentru
K € P, (R?), avem

H (FizFs,, FizFs,) < — max d, (fi, ;)

1=3ie{1,2}

obtinand o confirmare a Teoremei 2.5.



Capitolul 3

Conexitatea atractorilor sistemelor

iterative de functii orbital contractive

In acest capitol, studiem anumite proprietiti topologice ale atractorilor sistemelor itera-
tive de functii orbital contractive (care sunt un caz particular ale sistemelor de tip oITFS
si care contin un numair finit de functii, iar functia de comparatie este liniara). Dam o
conditie necesara si suficienta ca un atractor sa fie conex si conditii suficiente pentru ca
un atractor sa fie conex prin arce. Dam o generalizare pentru ultimul rezultat gi studiem
in ce conditii un atractor are un numar finit de componente conexe prin arce. Oferim

cateva exemple. Aceste rezultate au fost publicate in [20].

3.1 O conditie necesara si suficienta pentru ca un atrac-

tor sa fie conex

Definitia 3.1. O submulfime A # 0 a unui spatiu metric (X, d) se numeste conexd

prin arce daca pentru orice x,y € A, exista o functie continud v: [0,1] — A astfel incdt

7(0) ==z iy (1) =y.

Definitia 3.2. Fie A o mulfime nevida a unui spativ metric (X,d) si x,y € A. Con-
stderam relatia R pe mulfimea A datd de acﬁy daca exista B C A, B conexd prin arce,
astfel incdt x,y € B. Este usor de ardatat ca R este o relatie de echivalentd. Clasele de

echivalentd ale relatiei R se numesc componentele conexe prin arce ale lui A.

Fie S = ((X,d),(fi);c;) un sistem iterativ de functii orbital contractiv. Pentru

K € P, (X) fixat, considerdm multimea My = {A, |z € K}. Fie g: Ax — Mg o

16
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functie definita de g(z) = A, pentru orice € Ax. Cum g este continud si surjectivi,
M este compacta.

Teorema 3.1 ([20]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un sistem iterativ de functii orbital con-
tractiv i K € Pe, (X). Atunci A este conerd dacd gi numai dacd familia (Ag;),., este

conexda st My este conexd.

3.2 Atractori conecsi prin arce

Exemplul A. Si consideram spatiul normat (X, d) = (R?, ||-||,), unde [-]|, este norma
Euclidiani. Definim functiile fi, fo: R? — R? date de fi (z,y) = (z,n.y) si fo (z,y) =
(z,m.y + 1 — n,) pentru orice (x,y) € R?, unde

Ne = , dacd z € (0,1)
1.

Wl
8
+
DO [—=
Wk~ N
—_ -
|
S

Am obtinut ca sistemul & = ((RQ, 1-1l5) (fi)ie{1,2}> este un sistem iterativ de functii
orbital contractiv. Multimea A ) este conexa si pentru K = [0,1] x {0} € P, (R?), My
si Ax sunt conexe prin arce. Figurile de mai jos reprezinta primii pagi din constructia

atractorului folosind operatorul fractal si avand ca punct de plecare mulgimea [0, 1]2.

—~ ==

Exemplul B. Considerim spatiul metric (X, d) = ([07 1]2 , dz), unde dj este distanta
Euclidiana. Definim functiile fy, f1: [0, 1]* = [0,1)° date de

(x,%),dacaygax (x,l—%),dacéygaw
folz,y) =3 (v,%), dacd y € (a5, 1 —a,); fi(w,y) =4 (z,25%), dacd y € (a,,1 — ay)
Yy

(2, 1=120) daci y > 1 —a, (z, 225292 daciy > 1 —a,

2
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pentru orice x,y € [0,1], unde a, = 3 (1 —x) + 3 pentru orice z € [0,1]. Am obtinut
cd § = (([0, 1%, 1l5) ,(fi)ie{071}> este un sistem iterativ de functii orbital contractiv.
Pentru K = [0,1] x [0, 1], Ax si My sunt conexe prin arce. Avem cd fo(Ag) si f1(Ax)

sunt conexe. Atractorul este reprezentat in urmatoarea figura.

Exemplele de mai sus sugereaza enuntul Teoremei 3.2, care ofera conditii suficiente

ca un atractor al unui sistem iterativ de functii orbital contractiv si fie conex prin arce.

Teorema 3.2. Fie S = ((X, d), (fi>iel> un sistem iterativ de functii orbital contractiv
st K € P, (X), astfel incat Mk este conexd prin arce. Dacd existd xo € A astfel incat

A, este conexa, alunci Ak este conexd prin arce.

Teorema 3.3. Fie S = ((X,d), (f;);c;) un sistem iterativ de functii orbital contractiv
st K € P, (X). Daci My este conexd prin arce si dacd existd xo € K astfel incit A,, sd
aibd un numar finit de componente conexe, atunci Ag are un numar finit de componente

conexe prin arce, care este mai mic sau egal cu numdarul de componente conexe ale lui

Ay, .

In Teorema 3.3, numirul de componente conexe prin arce ale lui Ay este mai mic
sau egal cu numarul de componente conexe ale lui A4,,. In Exemplele A si B, A are
o componenta conexa prin arce si A,, are o componenta conexa. In urmatorul exemplu
(Exemplul C) aceastd egalitate nu are loc (in functie de x € K, A, are doud sau trei
componente conexe, in timp ce Ay are o componentd conexa prin arce). In Exemplul

C am considerat K = [0, 1] x [0, 2] si am obtinut

AK_{(:c,y) |z €[0,1], y € {0,%—2]UF+%,§+£]UF—E 2]}

Multimea Aj este conexa prin arce si este reprezentatd in urméatoarea figura:
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Fie S = ((X, d), (fi)iel) un sistem iterativ de functii orbital contractiv si K € P, (X)
§i presupunem ca exista n € N* gi xq,---,x, € K astfel incat A,, are un numar finit
de componente conexe, notate cu n; € N* pentru orice j € {1,--- ,n}. Componentele
conexe ale lui A, sunt notate cu Aij, -+ Ay?, pentru orice j € {1, ,n}.

Fie o, 8 € A (I). Consideram relatia L, definitd de oL 3 daci existd j € {1,--- ,n}
si k € {1,---,n;} astfel incat a, (z;), ag(z;) € Afjjj. Se poate observa cd, in ge-
neral, | nu este o relatie de echivalenta. Consideram relatia de echivalenta F, =

E.

E este o relatie de echivalentd; L CFE

Teorema 3.4 ([20]). Fie S = ((X,d), (fi);c;) un sistem iterativ de functii orbital con-
tractiv si fie K € P, (X) astfel incit My este conexda prin arce. Presupunem cd eristd
n € N* gixy,-- 2, € K astfel incit A,, are un numdr finit de componente coneze,
pentru orice j € {1,--- ,n}. Daca relaia E, are o singurd clasa de echivalentd, atunci

Ay este conexrd prin arce.



Capitolul 4

Sisteme iterative de functii afine

orbital p-contractive

In acest capitol introducem notiunea de sistem iterativ de functii afin orbital ¢-contractiv
(0AIFS). Prezentdm doud rezultate (Teorema 4.1 i Teorema 4.2) care dau un rezultat
de structurd pentru functiile unui oAIFS gi stabilesc conditii suficiente pentru existenta
unei norme cu anumite proprietiti pe spatiul vectorial unde sunt definite functiile. Dam

cateva exemple. Rezultatele prezentate aici au fost publicate in [22].

4.1 Preliminarii

Daca (Y, |||ly) si (Z, -]l ;) sunt doua spatii normate si A € L (Y, Z), prin ||Al|y., intele-

Ayl z

gem  sup A

yeY,y#0y
Fie Y, Z C R"™ doua spatii vectoriale reale astfel incat Y+ 7 =R"gi Y NZ = {Ogn }.

Daca x € R”, atunci existda un unic y € Y si un unic z € Z astfel incat y + z = x.

In acest caz, vom folosi notatia z = [ Y. Fie A € L(R",R") si x = [ Y e R".
z z
. : A An
Folosim notatia A = ,unde Ajy € L(Y,Y), Ao € L(Z,Y), Ay € L(Y,2)
Agp A
A A
si Ay € L(Z,Z) sunt date de Ay = 1y si Az = 12% pentru orice y € Y si
Aoy 222
A A
2z € Z. Se observa ci Axr = 1y 12% pentru orice e R"™.
Ag1y Agaz <
Definitia 4.1. Pe R™ consideram o norma fizata notata cu ||-||. Printr-un sistem iterativ

de functii afin intelegem o pereche notatd cu S = ((R™, |||), (fi);es), unde (f;),c; este o

20
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familie finita de functii continue, cu f;: R™ — R"™ pentru orice 1 € I, avdind proprietatea
ca pentru orice i € I, existd A; € L(R",R") si a; € R™ astfel incat f; (r) = Az +

pentru orice x € R”.

Definitia 4.2. Printr-un sistem iterativ de functii afin orbital -contractiv (0AIFS pe
scurt) intelegem o pereche notatd cu S = (R, ||||), (fs);c;) care este un sistem iterativ
de functii afin si are proprietatea ca exista o functie de comparatie p:[0,00) — [0,00)

astfel incdt S este un sistem iterativ de functit orbital p-contractiv.

4.2 Rezultate principale

Propozitia 4.1 ([22]). Fie S = (R™,[|-]), (f:);c;) un 0AIFS, m € N, m > 2 si a €

A, (I). Atunci, f, (z) = gax + g, + Z ﬁ[a]k_l?iak pentru orice x € R™.
k=2

Teorema 4.1 ([22]). Fie S = (R, ||-|), (fi)ic;) un 0AIFS. Atunci exista doud subspatii
vectoriale Y, Z C R™ astfel incdt:
DY +Z=R", YNZ={0};
2) pentru orice i € I, exista B; € L(Z,7), C; € L(Y,Z) si b; € Z astfel incat
Iy Ogzy Oy |
ml

Ai:

sia; =

C; B
3) exista ¢ € (0,1) si 0 norma |||, pe Z astfel incat || B;||, < ¢ pentru orice i € I.

Teorema 4.2 (|22]). Fie S = ((R™,[|-|]), (fi);c;) un 0AIFS. Fie Y si Z subspatiile
vectoriale ale lui R™ care rezulta din Teorema 4.1 si fie ||-|ly o normd definita pe Y. Fie

p = max |Bill ;. 8= max 1Cilly., s16 € <0, I_T“> Consideram norma ||-||,: R™ — [0, 00)
definita de
Y
(]

pentru orice y € Y si z € Z si norma ||| - |||: Z — [0,00) data de |||z]|| = 0||z||z pentru
A

= max {|lylly, 0zl }
0

orice z € Z. Atunci,

, <1 si|||Bil|l| = ||Bill; < 1 pentru orice i € I.



Capitolul 5

Sisteme iterative de functii orbitale

fuzzy

In acest capitol introducem notiunea de sistem iterativ de functii orbital fuzzy. Demon-
stram ca operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat unui astfel de sistem este slab
Picard. De asemenea, pentru fiecare multime fuzzy, descriem fractalul fuzzy corespunza-
tor. In plus, studiem fractalul fuzzy generat de un sistem iterativ de functii canonic fuzzy
si dam un rezultat de structura privitor la fractalii fuzzy generati de un sistem iterativ
de functii orbital fuzzy. Dam de asemenea cateva exemple. Rezultatele prezentate aici
se gdsesc in [15], [16] si [21].

5.1 Preliminarii

Terminologia folositd in acest capitol se giseste in [23].
Fie (X,d) un spatiu metric complet. Familia de submultimi fuzzy ale lui X este
notatd cu Fx. Pentru u € Fx, folosim urméatoarea notatie: [u]*: = {z € X | u(z) > 0}.

Spunem ca u € Fx este normald daca existd x € X astfel incat u(z) = 1.

Notatia 5.1. F{ = {u € Fx | u este normald si cu suport compact};

Y ={u € F{ | u este ssc (superior semicontinud)} .

Topologia lui FY* este definita folosind semimetrica Hausdorff-Pompeiu aplicata ta-
ieturilor de nivel a. Cum P, (X) contine toate tadieturile de nivel «, putem defini o

semimetrica do, In F3* prin do (u,v) = sup h ([u]”, [v]") pentru orice u,v € F'. Res-
a€l0,1]
trictia lui d la F% este o metrica, deoarece in acest caz tdieturile de nivel o se géasesc

in P, (X).

22
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Fiind dat un spatiu metric (X,d) si (f;);c; o familie de functii cu f;: X — R pentru
orice 1 € I, notam cu ,vlfi: X — R functia datd de (‘\/]fi) (x) = sup f; (x) pentru z € X.
1€ 1€ el

Definitia 5.1. Fie S = ((X,d), (fi)icr) un sistem iterativ de funclii contractiv §i (p;),c;
un sistem admisibil de functii de nivel gri. Sistemul Sy; = ((X, d), (fi)z'en(pi)iel) se

numeste sistem iterativ de functii fuzzy.

Definitia 5.2. Fie S = ((X, d), (fi)ief) un sistem iterativ de functii orbital contractiv gi
(pi);ic; un sistem admisibil de functii de nivel gri. Sistemul Sz = ((X,d), (f;)icr+ (Pi)ics)

se numeste sistem iterativ de functii orbital fuzzy.

Dacd Sz = ((X,d), (f;);cs + (pi)ics) este un sistem iterativ de functii fuzzy sau un sis-
tem iterativ de functii orbital fuzzy, functia Z: F¢¥ — Fy¥, data de Z (u) =  pi (fi (u))
pentru orice u € Fy*, se numeste operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui Sy.

Functia Z: F% — F% este datd de Z (u) = Z(u) pentru orice u € F%. Pentru

simplitate, vom nota Z cu Z.

5.2 Rezultate referitoare la operatorul fuzzy asociat

unui sistem iterativ de functii orbital fuzzy

Fie S; = ((X,d), (fi)icr+ (pi)ic;) un sistem iterativ de functii orbital fuzzy. Conside-
ram F& = {u € Fy| dacd pentru acei x € X cu proprietatea u (z) > 0, existd w €
X siy e O(w) astfel incat 2 € O (w) si u(y) =1} si F& = {u € F&*| u este ssc }.
Observam ca operatorul Z: F¥ — F¥ induce operatorul Z: F&* — F¢* dat de Z(u) =
Z(u) pentru orice u € Fg*, care, pentru simplitate, va fi notat cu Z in loc de Z.
De asemenea, Z: Fi — F% induce operatorul Z: F& — F& dat de Z(u) = Z(u)

pentru orice u € Fg, care, pentru simplitate, va fi notat cu Z in loc de Z.

Lema 5.1 (|21]). Fie Sz = ((X,d), (fi)icr» (pi)se;) un sistem iterativ de functii orbital
fuzzy, cu I o multime nevida finitd. Atunci (F§,dx) este o submullime inchisa a lui
(FX dos).-

Teorema 5.1 (|21]). Operatorul fuzzy asociat unui sistem iterativ de functii orbital fuzzy

S este un operator slab Picard pe F§.

Exemplul A. Consideram spatiul metric (R? ||-||,), unde |||, este norma Eucli-
dian, si functiile f; si fo, cu fi, f2:R? = R?, date de fi (z,y) = (z,3y) si fo(z,y) =
(x,%y+ %) pentru orice (z,y) € R%  Consideram I = {1,2}. Se poate ariita ugor
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cd S = ((R%|ll,), (fi);c;) este un sistem iterativ de functii orbital i pentru orice
K € P, (R?), atractorul este Ax = [0,1] x m (K) (a se vedea exemplul A din
[25]). Definim un sistem admisibil de functii (p;),.;, dat de pi(t) = t si py(t) =

0, dacat € [0, %)
%, daca t € [%, %) pentru orice ¢t € [0,1]. Consideram functia u € Fg,, data de
%, daca t € [%, 1}
1, daca (z,y) € [0,1] x {0 )
u(z,y) = () € 10,1] > {0} , pentru orice (z,y) € R2
0, altfel

Fie z € [0, 1]. Considerdm acum sistemul S restrictionat la X,: = {z} x R. Se poate
ariita ugor ci este un sistem iterativ de functii contractiv. In acest caz, atractorul este
A, ={z} x [0,1]. Vom da acum detalii referitoare la u,.

Folosind metoda inductiei matematice, se poate arata ca

1, dacd x € [0,1] iy =0
Z"(u) (v,y) =4 2, daciz € (0,1]siye {& |pe{0,1,2,--- 2" —1}} ,
0, altfel
pentru orice (z,y) € R? si n € N*. Trecand la limitd, avem ci u, = lim Z" (u).
n—oo
Figurile de mai jos ilustreazi exemplul de mai sus. In primul pas este reprezentati u,

in al doilea Z (u), in al treilea Z2 (u), al patrulea Z3(u) iar in ultima etapd am ilustrat

Z* (u).

y Y
0 ‘ X
0 &I
0 &
v y
0 ! i .

Exemplul B. Considerdm sistemul S = ((R?, [|-||,), (fi),;) prezentat in Exemplul
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A. Definim sistemul admisibil de functii (p;),;, dat de p; (t) =t si po (£) = 2 pentru

orice t € [0, 1].
Fie x € [0, 1]. Considedm acum sistemul S restrictionat la X,: = {z} x R. Conside-
ram functia v € 73, din Exemplul A gi vrem s& descriem functia u,. Fie p: A* (1) U

||
oy, — 1

(I) = [0,1] data de p () ; o
A (I). Definim, de asemenea, functia n: A* (I) U A (I) — N U {+oo}, data de n(a) =
{i | a; =2, 1 <i<|al}| pentru orice & = ajay--+- € A*(I) UA(I), unde pentru o

, pentru orice & = ajag---ay - € A*(I)U

multime A notdm cu |A| numarul de elemente ale lui A. Folosind metoda inductiei

matematice, se poate arata ca

2 (u) () = max (2)”@ ,

p(a)=y,lal<n
daca (z,y) € [0,1]” si existd o € A* (I) astfel incat |a| < n,y = p(a) i 2" (u) (x,y) = 0,
altfel.

)n(a) pen-

o

Trecand la limita, avem u,(z,y) = lim 2" (u) (z,y) = max
( y) n—00 ( ) ( y) pla)=y,aeA*(I)UA(I) (

tru orice (z,y) € R%

Figurile urmitoare ilustreazi exemplul prezentat mai sus. In prima figurd este re-
prezentatd functia u, in a doua Z(u), in a treia Z2(u) gi in ultimul pas este reprezenta o
parte din Z*(u).
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5.3 O caracterizare a fractalilor fuzzy generati de un

sistem iterativ de functii orbital fuzzy

Fixdm u € F§ i ¢ € [u]*. Prin urmare, existd w,,y, € X astfel incat z,y, € O(w,)

$i u(y,) = 1. Fixdm w, ca mai sus. Consideram functia u”: X — [0, 1] definita ca in
u(y), daci y € O(w,)

Teorema 5.1, gi anume u”(y) = { , pentru orice y € X. Avem

0, altfel
u® € Fs.
Folosim notatiile: u,: = lim Z"(u), wy: = V Uga, o §1 g, o = lim Z™(u®).
n—o0 z€[u]* - - n—o0

Existenta limitelor de mai sus este bazata pe Teorema 5.1.

L . 1,daca t == )
Pentru z € X, consideram §, € F¥ datd de J,(t) = , pentru orice
0, daca t # x

t € X. Se observa ca d, € F§ pentru orice x € X.

Propozitia 5.1 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (fi)icr, (pi)ier) un sistem iterativ de functii

orbital fuzzy, uw € F§ si x € [u]* (deci exista wy,y, € X astfel incit x,y, € O(w,)

si u(ys) = 1). Atunci lim Z"(8,) = Uy, ., pentru orice s € O(w,). In particular,
n—oo

lim Z™(02) = Uy, -

n—oo

Propozitia 5.1 ne asigurd ci u, ., , nu depinde de functia u. Astfel, in loc de Uy u, u.

vom folosi notatia u,.

Propozitia 5.2 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (fi)icr, (pi)ier) un sistem iterativ de functii

orbital fuzzy §i w € F§. Atunci u, = u,, pentru orice x € [u|* §i orice y € [u,]*.

Propozitia 5.3 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (fi)ier, (pi)ier) un sistem iterativ de functii
orbital fuzzy si u € F§. Atunci functia U: [u]* — Fx, data de U(x) = u,, pentru orice

x € [u]*, este continud.

Propozitia 5.4 ([15]). Fie Sz = (X, d), (fi)ier, (pi)ier) un sistem iterativ de functii

orbital fuzzy si u € F§. Atunci | \[/] u,|* = L[J] [u,]*, pentru orice o € (0,1] i
TE|u* reu)*

u € Fs.

Propozitia 5.5 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (fi)ier, (pi)icr) un sistem iterativ de functii

orbital fuzzy i u € Fi. Atunci {u, | z € [u]*} = {u, | = € [u]'}. In particular,

W, = V u,= V u,.
zEu)* z€u)t

Propozitia 5.6 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (fi)icr, (pi)ier) un sistem iterativ de functii

orbital fuzzy si u € F§. Atunci w, este superior semicontinud, deci w, € Fx.
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Propozitia 5.7 ([15]). Fie Sz = (X, d), (fi)ier, (pi)ier) un sistem iterativ de functii
orbital fuzzy i u € F§. Atunci doo(uy, w,) = 0.

Teorema 5.2 ([15]). Fie Sz = ((X,d), (f)ier, (pi)icr) un sistem iterativ de functii orbital

fuzzy st u € Fs. Atunci u, = V u, = V u, = max u, = max U,.
zE€[ul* z€[u]! x€lul* z€u)!

5.4 Structura fractalilor fuzzy generati de un sistem

iterativ de functii orbital fuzzy

Fie Sy = ((X,d), (fi)jer (pi);c;) un sistem iterativ de functii fuzzy si fie Z operatorul

fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui Sz. Notam cu ug fractalul fuzzy generat de Sz.
Consideram sistemul iterativ de functii canonic fuzzy care este notat cu

Sy = (A1), d.), (1i)ier, (pi)ier). Operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui Sy

va fi notat cu Z, si fractalul fuzzy al lui Z, va fi notat cu up. Deci, Zj(uy) = up si

lim doo (Z3 (u), up) = 0, pentru orice u € F3 .
n—oo

Teorema 5.3 ([16]). In cadrul de mai sus, avem uy = lim u,, unde u, € Fs, este datd
n—oo

de up(w) = puy, (1), pentru orice n € N* si orice w € A(I).

Teorema 5.4 ([16]). In cadrul de mai sus, pentru orice sistem iterativ de functii fuzzy
Sz = (X, d), (fi)ier, (pi)icr), avem us = m(uy), unde w este proiectia canonicd asociatd

sistemului iterativ de functii contractiv (X, d), (f;)icr)-

Fie Sz = ((X,d), (fi)ier, (pi)icr) un sistem iterativ de functii orbital fuzzy i fie

u € F&. Atunci, pentru orice x € [u]*, existd w,,y, € X astfel incat z,y, € O(w,) si

u(yz) = 1.
Considersm sistemul iterativ de functii fuzzy ((O(wy), d), (f:)ier, (p)ics) L S, , unde

fi: O(w,) — O(w,) este data de f;(y) = fi(y), pentru orice y € O(w,). Notam cu ,

proiectia sa canonica i cu Z,,_ operatorul sau fuzzy Hutchinson-Barnsley. Notam de

. , daca y € O(w,

asemenea cu 7, (uy) functia data de 7, (up)(y) = Ta(Ua)(y), dacd y (tws) pentru
0, daca y € X \ O(w,)

orice y € X.

Teorema 5.5 ([16]). In cadrul de mai sus, avem u, = V 7T(uy) = V m(uy) =

T€[ul* z€u]!

max 7, (uy) = maxm,(uy).
zE€[ul* z€[ul!
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