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Motivaµie ³i introducere

Obiectivul general. Scopul acestei teze este de a dezvolta o nou  direcµie de gene-

ralizare pentru conceptul de sistem iterativ de funcµii, concept ce reprezint  una dintre

cele mai importante metode prin care se obµin fractali. Noµiunea de "fractal" nu are o

de�niµie formal , dar poate � vazut  ca o �gur  geometric  frânt , neregulat , în anu-

mite cazuri având proprietatea c  la orice scar , �ecare parte este (m car aproximativ)

o copie mai mic  a �gurii iniµiale.

Una din cele mai importante metode de obµinere a fractalilor este reprezentat  de

aplicarea teoremelor de punct �x pentru un anumit operator (numit operatorul fractal

sau operatorul Hutchinson-Barnsley) asociat unui sistem iterativ de funcµii. Noµiunea

de sistem iterativ de funcµii (notat pe scurt cu IFS) a fost introdus  de J. Hutchinson în

1981 (a se vedea [7]) ³i a fost popularizat  de M. F. Barnsley în 1998 în cartea "Fractals

everywhere" (a se vedea [1]).

Exist  mai multe generaliz ri ale conceptului de sistem iterativ de funcµii. O direcµie

de generalizare este reprezentat  de considerarea unor condiµii de contractivitate mai

slabe pentru funcµiile sistemului (a se vedea, de exemplu, [4], [23], [24], [26]). O alt 

direcµie de generalizare este reprezentat  de considerarea unui num r arbitrar (�nit sau

in�nit) de funcµii în sistem (a se vedea, de exemplu, [5], [6], [8], [13], [27]). O alt  moda-

litate de generalizare este reprezentat  de modi�carea structurii funcµiilor componente

sau structura spaµiului (a se vedea [2], [3], [10], [11], [28], [29], [30]). Pentru toate tipurile

de generaliz ri menµionate mai sus, operatorul fractal asociat este Picard, iar unicul s u

punct �x este atractorul sistemului.

Aceast  tez  este dedicat  studiului sistemelor iterative de funcµii pentru care opera-

torul fractal este slab Picard. Mai prezis, introducem ³i studiem o nou  clas  de sisteme

iterative de funcµii, ³i anume sisteme iterative de funcµii posibil in�nite (notate pe scurt

cu IIFS) pentru care funcµiile componente sunt înzestrate cu condiµii de contractivitate

mai slabe pe orbita elementelor din spaµiul pe care sunt de�nite funcµiile.
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Motivaµia studiului prezentat în aceast  tez  este dat  de faptul c  una dintre cele

mai importante metode de a genera fractali se bazeaz  pe noµiunea de sistem iterativ

de funcµii. În consecinµ , în ultimii ani, mulµi matematicieni au fost interesaµi în a

g si o varietate de generaliz ri ale noµiunii de IFS. În aceast  tez  de�nim ³i studiem

o nou  clas  de sisteme care sunt înzestrate cu condiµii de contractivitate orbitale ³i

aplicând o teorem  de punct �x mai slab , demonstr m c  operatorul fractal asociat

este slab Picard. Prin urmare, sistemele iterative de funcµii prezentate în aceast  tez 

au o familie de atractori în loc sa aib  atractor unic. Am f cut un prim studiu în aceast 

direcµie în lucrarea [14], unde am ar tat c  operatorul fractal asociat unui IFS format

din funcµii continue ce îndeplinesc condiµia orbital  Banach este un operator slab Picard.

De asemenea, având ca punct de plecare studiile privitoare la sisteme iterative de funcµii

in�nite, sistemele cu condiµii mai slabe de contractivitate ³i sistemele fuzzy prezentate

în [5], [6], [12] ³i [23], am luat în considerare ideea de a combina aceste concepte cu clasa

de sisteme introdus  în aceast  tez , iar pentru aceste sisteme nou obµinute am studiat

operatorii asociaµi.

Descrierea tezei. Scopul acestei teze de doctorat este reprezentat de dezvoltarea

unei noi direcµii de generalizare pentru noµiunea de sistem iterativ de funcµii. În aceast 

tez  introducem noµiunile de sistem iterativ de funcµii ϕ-contractiv de tip p rinte-copil

posibil in�nit (pcIIFS) ³i sistem iterativ de funcµii orbital ϕ-contractiv posibil in�nit

(oIIFS). În Capitolul 2, demonstr m c  operatorul fractal asociat unui pcIIFS sau oIIFS

este slab Picard. Pentru aceste tipuri de sisteme construim proiecµia canonic  ³i îi

studiem propriet µile. Mai mult, operatorul HS care a fost studiat pentru ϕ-contracµii

este generalizat pentru sistemele de tip pcIIFS ³i oIIFS ³i demonstr m c  acest operator

generalizat este continuu ³i slab Picard. Folosim aceast  generalizare pentru a ar ta

c  operatorul Markov asociat unui sistem �nit de tip pcIIFS sau oIIFS cu probabilit µi

este slab Picard. În Capitolul 3, studiem anumite propriet µi topologice ale atractorilor

sistemelor iterative de funcµii orbital contractive (care sunt un caz particular ale unui

oIIFS, când sistemul are un num r �nit de funcµii iar funcµia de comparaµie este liniar ).

În Capitolul 4, introducem noµiunea de sistem iterativ de funcµii orbital a�n ϕ-contractiv

(oAIFS) ³i d m dou  rezultate de structur  pentru funcµiile componente ale unui oAIFS.

În Capitolul 5, introducem noµiunea de sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy ³i ar t m

c  operatorul fuzzy asociat este slab Picard. Mai mult, prezent m câteva rezultate de

structur  care se refer  la punctele �xe ale operatorului fuzzy. În �ecare capitol sunt

prezentate câteva exemple.



Capitolul 1

Preliminarii

În acest capitol preciz m notaµiile ³i terminologia utilizate în cadrul acestei teze.

De�niµia 1.1. Fie (X, d) un spaµiu metric.

1) Un operator slab Picard este o funcµie f :X → X cu proprietatea c  pentru orice

x ∈ X, ³irul (fn (x))n∈N este convergent la un punct �x al lui f . În acest caz, de�nim

operatorul f∞:X → X dat de f∞(x) = lim
n→∞

fn (x) pentru orice x ∈ X.

2) Un operator Picard este un operator slab Picard ce are un unic punct �x.

De�niµia 1.2. O funcµie ϕ: [0,∞)→ [0,∞) se nume³te

1) funcµie de comparaµie dac  ϕ(r) < r pentru orice r > 0 ³i ϕ este cresc toare;

2) funcµie de comparaµie sumabil  dac  ϕ este funcµie de comparaµie ³i seria
∞∑
n=0

ϕn (r)

este convergent  pentru orice r > 0.

De�niµia 1.3. Fie (X, d) un spaµiu metric complet. O funcµie f :X → X se nume³te

ϕ-contracµie dac  exist  ϕ: [0,∞) → [0,∞) o funcµie de comparaµie continu  la dreapta

astfel încât d(f(x), f(y)) ≤ ϕ(d(x, y)) pentru orice x, y ∈ X.

Fie (X, d) un spaµiu metric complet. Vom folosi urm toarele notaµii:

Pb (X) = {A ⊆ X | A 6= ∅ ³i A este m rginit  };
Pcl,b(X) = {A ∈ Pb (X) | A este închis  };

Pcp (X) = {A ⊆ X | A 6= ∅ ³i A este compact  }.

Pentru A ⊆ X, diametrul mulµimii A este diam (A) = sup
x,y∈A

d (x, y) ³i pentru un x ∈ X

�xat, distanµa dintre x ³i A este d (x,A) = inf
y∈A

d (x, y) .

Pentru dou  funcµii f, g:X → X, distanµa uniform  dintre f ³i g este du (f, g) =

sup
x∈X

d (f (x) , g (x)).
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Pe Pb (X) de�nim semimetrica generalizat  Hausdor�-Pompeiu h:Pb (X)×Pb (X)→
[0,∞) dat  de h (A,B) = max {d (A,B) , d (B,A)} pentru orice A,B ∈ Pb (X), unde

d (A,B) = sup
x∈A

d (x,B) . Restricµia lui h la Pcl,b (X) se nume³te metrica Hausdor�-Pompeiu

³i este notat  tot cu h.

Spaµiul codurilor

Pentru n ∈ N∗, prin Λn (I) înµelegem mulµimea tuturor cuvintelor �nite formate cu

n litere din I, ³i anume ω = ω1ω2 · · ·ωn. În acest caz, n se nume³te lungimea lui ω ³i se

noteaz  cu |ω|. Pentru ω ∈ Λn (I) ³i m ∈ N∗, prin [ω]m înµelegem cuvântul format cu

primele m litere ale lui ω dac  m ≤ n, sau cuvântul ω dac  n < m. Prin [ω]0 înµelegem

cuvântul λ. Λ0 (I) = {λ}, unde λ se nume³te cuvântul vid.

Pentru o mulµime I, prin Λ (I) înµelegem mulµimea cuvintelor in�nite, ³i anume

ω = ω1ω2 · · ·ωn · · · , unde ω1, ω2, · · · ωn, · · · ∈ I. Pentru ω ∈ Λ (I) ³i n ∈ N∗ prin [ω]n

înµelegem cuvântul format cu primele n litere ale lui ω. Prin [ω]0 înµelegem λ.

Pentru α ∈ Λn (I) ³i β ∈ Λm (I) sau β ∈ Λ (I), cu m,n ∈ N∗, prin αβ înµelegem

concatenarea cuvintelor α ³i β.

Pentru o familie (fi)i∈I , unde fi:X → X pentru orice i ∈ I, n ∈ N∗ ³i ω =

ω1ω2 · · ·ωn ∈ Λn (I), folosim notaµia fω = fω1 ◦ · · · ◦ fωn . Prin fλ înµelegem funcµia

identitate.

Pentru o mulµime B ⊆ X, n ∈ N∗ ³i ω ∈ Λn (I), folosim notaµia Bω = fω (B).

Prin Λ∗ (I) înµelegem mulµimea tuturor cuvintelor �nite, ³i anume Λ∗ (I) = ∪
n∈N

Λn (I).

Prin Λt (I) înµelegem mulµimea tuturor cuvintelor cu litere din I , ³i anume Λ∗ (I) ∪
Λ (I).

De�niµia 1.4. Fie (X, d) ³i (Y, ρ) dou  spaµii metrice ³i (fi)i∈I o familie de funcµii cu

fi:X → Y pentru orice i ∈ I. Familia (fi)i∈I se nume³te

1) m rginit  dac  ∪
i∈I
fi (B) ∈ Pb (X) pentru orice B ∈ Pb (X),

2) echi-uniform continu  dac  pentru orice ε > 0 exist  δε > 0 astfel încât pentru

orice x, y ∈ X cu d (x, y) < δε avem ρ (fi (x) , fi (y)) < ε, pentru orice i ∈ I.

Fie (X, d) un spaµiu metric complet ³i (fi)i∈I o familie de funcµii continue, cu fi:X →
X pentru orice i ∈ I. Fie B ∈ Pb (X). Prin orbita lui B înµelegem mulµimea O (B) =

∪
n∈N

∪
α∈Λ(I)

f[α]n
(B). Dac  B = {x}, orbita lui {x} se noteaz  cu O (x).

De�niµia 1.5. Fie (X, d) un spaµiu metric complet ³i (fi)i∈I o familie de funcµii, unde

fi:X → X pentru orice i ∈ I. Perechea notat  cu S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
se nume³te

sistem iterativ de funcµii posibil in�nit (IIFS pe scurt) dac 
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i) fi:X → X este o funcµie continu  pentru orice i ∈ I,
ii) familia (fi)i∈I este echi-uniform continu  pe mulµimi m rginite, adic  pentru orice

B ∈ Pb (X) ³i orice ε > 0 exist  δε,B > 0 astfel încât pentru orice x, y ∈ B cu d (x, y) <

δε,B avem d (fi (x) , fi (y)) < ε, pentru orice i ∈ I,
iii) (fi)i∈I este o familie m rginit  de funcµii.

Fiind dat un IIFS S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
, funcµia FS :Pb (X)→ Pcl,b (X) , dat  de

FS (B) = ∪
i∈I
fi (B)

pentru orice B ∈ Pb (X), se nume³te operatorul fractal asociat lui S.
De�niµia 1.5 iii) ne asigur  c  FS (B) ∈ Pcl,b (X) pentru orice B ∈ Pb (X).

Restricµia lui FS la Pcl,b (X) va � notat  tot cu FS .

De�niµia 1.6. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un IIFS ³i �e FS :Pcl,b (X) → Pcl,b (X) opera-

torul fractal asociat lui S. Fiecare punct �x al lui FS se nume³te un atractor al lui S.
Spunem c  S are un unic atractor dac  exist  o unic  mulµime notat  cu A ∈ Pcl,b(X)

astfel încât FS (A) = A ³i lim
n→∞

h (F n
S (K) , A) = 0 pentru orice K ∈ Pcl,b(X).

De�niµia 1.7. Un IIFS S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
se nume³te

1) sistem iterativ de funcµii ϕ-contractiv de tip p rinte-copil posibil in�nit (pcIIFS pe

scurt) dac  exist  ϕ: [0,∞)→ [0,∞) o funcµie de comparaµie sumabil  astfel încât

d (fω (x) , fωi (x)) ≤ ϕ|ω| (d (x, fi (x))) ,

pentru orice i ∈ I, ω ∈ Λ∗ (I) ³i x ∈ X;

2) sistem iterativ de funcµii orbital ϕ-contractiv posibil in�nit (oIIFS pe scurt) dac 

exist  ϕ: [0,∞)→ [0,∞) o funcµie de comparaµie continu  la dreapta astfel încât

d (fi (y) , fi (z)) ≤ ϕ (d (y, z))

pentru orice i ∈ I, x ∈ X ³i y, z ∈ O (x).

De�niµia 1.8. Fie (X, d) un spaµiu metric complet ³i (fi)i∈I o familie �nit  de funcµii

continue, unde fi:X → X pentru orice i ∈ I. Perechea
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
not

= S se nume³te

1) Sistem iterativ de funcµii contractiv dac  exist  C ∈ [0, 1) astfel încât

d (fi (x) , fi (y)) ≤ C · d (x, y)

pentru orice i ∈ I ³i x, y ∈ X.
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2) Sistem iterativ de funcµii ϕ-contractiv dac  exist  ϕ: [0,∞)→ [0,∞) o funcµie de

comparaµie continu  la dreapta astfel încât

d (fi (x) , fi (y)) ≤ ϕ (d (x, y))

pentru orice i ∈ I ³i x, y ∈ X.

3) Sistem iterativ de funcµii contractiv de tip p rinte-copil dac  exist  C ∈ [0, 1) astfel

încât

d (fω (x) , fωi (x)) ≤ C |ω| · d (x, fi (x))

pentru orice x ∈ X, i ∈ I ³i ω ∈ Λ∗ (I) .

4) Sistem iterativ de funcµii orbital contractiv dac  exist  C ∈ [0, 1) astfel încât

d (fi (y) , fi (z)) ≤ C · d (y, z)

pentru orice x ∈ X, i ∈ I ³i y, z ∈ O (x) .

5) Sistem iterativ de funcµii orbital ϕ-contractiv dac  exist  ϕ: [0,∞) → [0,∞) o

funcµie de comparaµie continu  la dreapta astfel încât

d (fi (y) , fi (z)) ≤ ϕ (d (y, z))

pentru orice x ∈ X, i ∈ I ³i y, z ∈ O (x) .

Operatorul fractal asociat unui sistem S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
din De�niµia 1.8, format

dintr-un num r �nit de funcµii, este FS :Pcp (X)→ Pcp (X) dat de

FS (K) = ∪
i∈I
fi (K)

pentru orice K ∈ Pcp (X).



Capitolul 2

Sisteme iterative de funcµii

ϕ-contractive de tip p rinte-copil

posibil in�nite ³i sisteme iterative de

funcµii orbital ϕ-contractive posibil

in�nite

În acest capitol, studiem operatorul fractal asociat unui sistem iterativ de funcµii ϕ-

contractiv de tip p rinte-copil posibil in�nit (pcIIFS) ³i ar t m c  este slab Picard. Mai

mult, prezent m propriet µile proiecµiei canonice asociate unui pcIIFS. De asemenea,

pentru un sistem iterativ de funcµii orbital ϕ-contractiv posibil in�nit (oIIFS), studiem

proiecµia canonic  ³i propriet µile echivalente cu cele ale sistemelor pcIIFS. Pentru aceste

dou  tipuri de sisteme generaliz m operatorul HS prezentat în [17] pentru ϕ-contracµii

³i utiliz m acest operator pentru a demonstra c  operatorul Markov asociat unui sistem

�nit de tip pcIIFS sau oIIFS cu probabilit µi este slab Picard. Rezultatele prezentate

aici au fost publicate în [18] ³i [19].

2.1 Sisteme iterative de funcµii ϕ-contractive de tip

p rinte-copil posibil in�nite (pcIIFSs)

Fie (X, d) un spaµiu metric complet.

Teorema 2.1 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS ³i �e FS :Pcl,b (X)→ Pcl,b (X)

10
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operatorul fractal asociat lui S. Atunci FS este un operator slab Picard. Mai pre-

cis, pentru orice B ∈ Pcl,b (X) exist  AB ∈ Pcl,b (X) astfel încât lim
n→∞

F n
S (B) = AB

³i FS (AB) = AB. Mai mult,

h (F n
S (B) , AB) ≤

∑
k≥n

ϕk (diam (B ∪ FS (B)))

pentru orice n ∈ N.

Corolarul 2.1 ([14]). Orice sistem iterativ de funcµii de tip p rinte-copil are atractor.

Mai precis, operatorul fractal asociat este slab Picard.

Propoziµia 2.1 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci AB = ∪

x∈B
Ax pentru

orice B ∈ Pcl,b (X).

Teorema 2.2 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci funcµia F∞S :Pcl,b (X)→

Pcl,b (X), dat  de F∞S (B) = lim
m→∞

Fm
S (B) pentru orice B ∈ Pcl,b (X), este continu .

Propoziµia 2.2 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci, pentru orice B ∈

Pb (X) ³i α ∈ Λ (I), ³irul
(
f[α]n (B)

)
n∈N

este convergent. Dac  not m cu aα (B) =

lim
n→∞

f[α]n (B), atunci h
(
f[α]m (B) , aα (B)

)
≤

∞∑
k=m

ϕk (diam (O (B))) pentru orice m ∈ N.

Lema 2.1 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci

1) aα (B) = ∪
x∈B
{aα (x)} pentru orice B ∈ Pb (X) ³i α ∈ Λ (I);

2) aα este uniform continu  pe B pentru orice α ∈ Λ (I) ³i B ∈ Pcl,b (X) ;

3) fω (aα (B)) = aωα (B) pentru orice α ∈ Λ (I), ω ∈ Λn (I), n ∈ N∗ ³i B ∈ Pb (X);

4) aα (x) = aα (y) pentru orice x ∈ X, y ∈ O (x) ³i α ∈ Λ (I).

Teorema 2.3 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci AB = ∪

α∈Λ(I)
aα (B) =

∪
x∈B

∪
α∈Λ(I)

{aα (x)} pentru orice B ∈ Pcl,b (X).

Propoziµia 2.3 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci AB = Ax pentru

orice x ∈ X ³i B ∈ Pcl,b
(
O (x)

)
.

Propoziµia 2.4 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci, pentru orice x, y ∈

X astfel încât O (x) ∩ O (y) 6= ∅, avem Ax = Ay. În particular, dac  O (x) ∩ O (y) 6= ∅
pentru orice x, y ∈ X, avem c  FS este un operator Picard.

Propoziµia 2.5 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci

(
diam

(
A[α]n,x

))
n∈N

este convergent la 0 ³i {aα (x)} = lim
n→∞

A[α]n,x pentru orice x ∈ X ³i α ∈ Λ (I).
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Teorema 2.4 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS. Atunci funcµia Θ:Λt (I) ×

Pcl,b (X)→ Pcl,b (X) de�nit  de

Θ (α,B) =


aα (B) , dac  α ∈ Λ (I)

fα (B) , dac  α ∈ Λ∗ (I) \ {λ}
B, dac  α = λ

pentru orice (α,B) ∈ Λt (I) × Pcl,b (X) este uniform continu  pe mulµimi m rginite. În

particular, Θ este continu .

Teorema 2.5 ([25]). Fie S1 =
(

(X, d) , (fi)i∈{1,··· ,n}

)
³i S2 =

(
(X, d) , (gi)i∈{1,··· ,n}

)
dou 

sisteme iterative de funcµii contractive de tip p rinte-copil, astfel încât:

i) exist  C ∈ (0, 1) astfel încât FS1 :OS1 (x)→ OS1 (x) ³i FS2 :OS2 (x)→ OS2 (x) sunt

contracµii Banach cu constanta de contracµie C, pentru orice x ∈ X, unde OS1 (x) =

{fα1···αm(x)| m ∈ N, α1, · · · , αm ∈ {1, · · · , n}} ³i OS2 (x) = {gα1···αm(x)| m ∈ N,
α1, · · · , αm ∈ {1, · · · , n}}.

ii) S =
(

(X, d) , (li)i∈{1,··· ,2n}

)
, unde li = fi ³i ln+i = gi pentru orice i ∈ {1, · · · , n},

este un sistem iterativ de funcµii contractiv de tip p rinte-copil. Atunci

h (FixFS1 , F ixFS2) ≤ 1

1− C
n

max
i=1

du (fi, gi) ,

unde prin FixFS înµelegem mulµimea punctelor �xe ale operatorului fractal FS .

2.2 Sisteme iterative de funcµii orbital ϕ-contractive

posibil in�nite (oIIFSs)

Teorema 2.6 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS ³i �e FS :Pcl,b (X) → Pcl,b (X)

operatorul fractal asociat lui S. Atunci FS este un operator slab Picard.

Mai mult, h (F n
S (B) , AB) ≤ ϕn

(
diam

(
O (B)

))
pentru orice n ∈ N ³i B ∈ Pcl,b (X),

unde AB = ∪
x∈B

Ax.

Teorema 2.7 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS. Atunci funcµia F∞S :Pcl,b (X)→

Pcl,b (X), dat  de F∞S (B) = lim
m→∞

Fm
S (B) pentru orice B ∈ Pcl,b (X), este continu .

Propoziµia 2.6 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS. Atunci, pentru orice B ∈

Pb (X) ³i α ∈ Λ (I), ³irul
(
f[α]n (B)

)
n∈N este convergent. Dac  îi not m limita cu aα (B),

avem h
(
f[α]n (B) , aα (B)

)
≤ ϕn (diam (O (B))) pentru orice n ∈ N. Mai mult, aα (B) =

∪
x∈B
{aα (x)}.
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Teorema 2.8 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS. Atunci AB = ∪

α∈Λ(I)
aα (B) =

∪
x∈B

∪
α∈Λ(I)

{aα (x)} pentru orice B ∈ Pcl,b (X).

Teorema 2.9 ([18]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS. Atunci funcµia Θ:Λt (I) ×

Pcl,b (X)→ Pcl,b (X) de�nit  de

Θ (α,B) =


aα (B) , dac  α ∈ Λ (I)

fα (B) , dac  α ∈ Λ∗ (I) \ {λ}
B, dac  α = λ

pentru orice (α,B) ∈ Λt (I)× Pcl,b (X) este uniform continu  pe mulµimi m rginite.

2.3 Operatorul HS

Fiind date (X, d) ³i (Y, ρ) dou  spaµii metrice, folosim urm toarele notaµii:

C (X, Y ) = {f :X → Y | f este continu } ; Cb (X, Y ) = {f ∈ C (X, Y ) | f este m rginit } .

Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un IIFS. Prin C̃ înµelegem mulµimea C̃ = { (f, g) | f ∈

Cb (Y × Λ (I) , X) , g ∈ Cb (Y,X) , astfel încât f (y, α) ∈ O (g (y)) pentru orice y ∈ Y, α ∈
Λ (I)}.

Pe Cb (Y × Λ (I) , X) de�nim operatorul HS : Cb (Y × Λ (I) , X) → Cb (Y × Λ (I) , X)

dat de HS (f) (y, iα) = fi ◦ f (y, α) pentru orice f ∈ Cb (Y × Λ (I) , X), y ∈ Y, i ∈ I ³i

α ∈ Λ (I).

Pe C̃ consider m H̃S : C̃→C̃ de�nit de H̃S (f, g) = (HS (f) , g) pentru orice (f, g) ∈ C̃.

Propoziµia 2.7. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un IIFS. Atunci H̃S este continu  ³i H̃S

(
C̃
)
⊂

C̃. Mai mult, pentru orice (f, g) ∈ C̃, ³irul
(
H̃n
S (f, g)

)
n
este convergent.

Pentru g ∈ Cb (Y,X) folosim notaµia C̃g = {(f, g) | f ∈ Cb (Y × Λ (I) , X) , f (y, α) ∈
O (g (y)) pentru orice y ∈ Y, α ∈ Λ (I)}.

Teorema 2.10. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un oIIFS. Atunci funcµia H̃S : C̃g → C̃g este

un operator Picard.

Teorema 2.11. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS sau un oIIFS. Atunci operatorul

H̃S : C̃ → C̃ este slab Picard.
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2.4 Operatorul Markov

Prin B (X) înµelegem σ-algebra submulµimilor Borel ale lui X. Prin M (X) înµelegem

mulµimea tuturor m surilor boreliene de probabilitate µ:B (X)→ [0,∞) care au suport

compact.

De�niµia 2.1. Fie
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un pcIIFS care conµine un num r �nit de funcµii

sau un oIIFS care conµine un num r �nit de funcµii ³i �e (pi)i∈I o familie �nit , unde

pi ∈ (0, 1) pentru orice i ∈ I ³i
∑
i∈I

pi = 1. Printr-un sistem iterativ de funcµii cu

probabilit µi (IFSp pe scurt) înµelegem sistemul notat cu S =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (pi)i∈I

)
.

De�niµia 2.2. Fiind dat un IFSp S =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (pi)i∈I

)
, de�nim operatorul

MS :M (X) → M (X) numit operatorul Markov asociat lui S, dat de MS(µ) =
∑
i∈I

pi ·

µ ◦ f−1
i pentru orice µ ∈M (X).

Urm torul rezultat arat  c  operatorul Markov asociat unui IFSp S este un operator

slab Picard ³i demonstraµia se bazeaz  pe propriet µile operatorului HS asociat unui

sistem S.

Teorema 2.12. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (pi)i∈I

)
un IFSp ³i �e MS :M (X) →M (X)

operatorul Markov asociat unui S. Atunci MS este un operator slab Picard.

2.5 Exemple

Cu π1 not m funcµia π1:X × Y → X dat  de π1(x, y) = x pentru orice (x, y) ∈ X × Y
³i cu π2 not m funcµia π2:X × Y → Y dat  de π2(x, y) = y pentru orice (x, y) ∈ X × Y .

Exemplul A. Consider m spaµiul metric (R2, ‖·‖2), unde ‖·‖2 este norma Euclidian 

pe R2, ³i submulµimea X = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ −y2 − 100}. De�nim funcµiile f0, f1:X →
X date de f0 (x, y) =

(
x
3
, y
)
³i f1 (x, y) =

(
x
3

+ 2
3
y2, y

)
pentru orice (x, y) ∈ X. Astfel,

fi (x, y) =
(
x
3

+ 2i
3
y2, y

)
pentru orice i ∈ {0, 1} ³i (x, y) ∈ X.

Am demonstrat c  S =
(

(X, d) , (fi)i∈{0,1}

)
este un pcIIFS.

Fie α = i1i2 · · · in · · · ∈ Λ (I). Avem c  aα (x, y) =

(
2
∑
n≥1

in
3n
y2, y

)
pentru orice

(x, y) ∈ X. Deci, pentru orice (x, y) ∈ X, atractorul este A(x,y) = (2Cy2, y), unde C este

mulµimea Cantor. Pentru o mulµime B ∈ Pcl,b (X) avem c 

AB =
{(

2ty2, y
)
|exist  t ∈ C ³i (x, y) ∈ B

}
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³i

H̃m
S (f, g) (y, βα) = (Hm

S (f) (y, βα) , g (y)) = (fβ (f (y, α)) , g (y))

=

(
1

3m
f[1] (y, α) + 2

(
i1
3

+
i2
32

+ · · ·+ im
3m

)
f 2

[2] (y, α) , f 2
[2] (y, α) , g (y)

)
pentru orice m ∈ N∗, β = i1i2 · · · im ∈ Λm (I), α ∈ Λ (I), ³i (f, g) ∈ C̃.

Exemplul B. Fie α ∈
(

3
4
, 1
)
³i β ∈ R, astfel încât 0 < β < α3. Consider m

mulµimea X ⊂ R dat  de X = {0, 1, α, α + α2, α + α2 + α3, α + α2 + α3 − β} ³i not m
cu d metrica uzual  pe R, ³i anume d:R × R → [0,∞), d (x, y) = |x − y| pentru orice

(x, y) ∈ R× R. Pe spaµiul metric (X, d) consider m dou  funcµii f1, f2:X → X date de

f1 (1) = f2 (1) = 0, f1 (0) = f2 (0) = α, f1 (α) = f2 (α) = α+α2, f1 (α + α2) = α+α2+α3,

f2 (α + α2) = α + α2 + α3 − β, f1 (α + α2 + α3) = α + α2 + α3, f2 (α + α2 + α3) =

α+α2+α3−β, f1 (α + α2 + α3 − β) = α+α2+α3, f2 (α + α2 + α3 − β) = α+α2+α3−β.
Am ar tat c  S =

(
(X, d) , (fi)i∈{1,2}

)
este un pcIIFS cu funcµia de comparaµie suma-

bil  ϕ: [0,∞)→ [0,∞) dat  de ϕ (t) = αt pentru orice t ∈ [0,∞) dar S̃ =
((
C̃, d̃
)
, H̃S

)
nu este un pcIIFS în raport cu ϕ.

Exemplul C. Consider m spaµiul (R2, ‖·‖2), unde ‖·‖2 este norma Euclidian . Fie

D1 =
{

(x, y) ∈ R2| x > 4, y ≤ 4 + 1
x+4

}
³i D2 =

{
(x, y) ∈ R2| x < −4, y ≤ 4− 1

x−4

}
.

Consider m funcµiile f1, f2, cu f1, f2:R2r(D1 ∪D2)→ R2, date de f1 (x, y) =
(

1
3
x+ 1

3
, y
)

³i f2 (x, y) =
(

2
3
x, y
)
pentru orice (x, y) ∈ R2 r (D1 ∪D2) .

Se poate ar ta cu u³urinµ  c  S =
(

(R2, ‖·‖2) , (fi)i∈{1,2}

)
este un pcIIFS ³i un oIIFS.

Pentru un K ∈ Pcp (R2 r (D1 ∪D2)) , atractorul este AK =
[
0, 1

2

]
× π2 (K).

Exemplul D. Consider m spaµiul metric (R2, ‖·‖2), unde ‖·‖2 este norma Euclidian 

³i a > 0. Not m cu S1 sistemul
(

(R2, ‖·‖2) , (fi)i∈{1,2}

)
, unde f1, f2:R2 → R2 sunt date

de f1 (x, y) =
(

1
2
x, y
)
³i f2 (x, y) =

(
1
2
x+ 1

2
, y
)
pentru orice (x, y) ∈ R2. Pentru o mulµime

K ∈ Pcp (R2), atractorul este A1
K = [0, 1]× π2 (K).

Not m cu S2 sistemul
(

(R2, ‖·‖2) , (gi)i∈{1,2}

)
, unde g1, g2:R2 → R2 sunt date de

g1 (x, y) =
(

1
2
x, y
)
³i g2 (x, y) =

(
1
2
x+ α, y

)
pentru orice (x, y) ∈ R2. Fiind dat un

element K ∈ Pcp (R2) , atractorul corespunz tor lui S2 este A2
K = [0, 2α]× π2 (K).

Se poate vedea c  S1 ³i S2 sunt atât sisteme de tip pcIIFS cât ³i oIIFS. Pentru

K ∈ Pcp (R2), avem

H (FixFS1 , F ixFS2) ≤ 1
1− 1

2

max
i∈{1,2}

du (fi, gi)

obµinând o con�rmare a Teoremei 2.5.



Capitolul 3

Conexitatea atractorilor sistemelor

iterative de funcµii orbital contractive

În acest capitol, studiem anumite propriet µi topologice ale atractorilor sistemelor itera-

tive de funcµii orbital contractive (care sunt un caz particular ale sistemelor de tip oIIFS

si care conµin un num r �nit de funcµii, iar funcµia de comparaµie este liniar ). D m o

condiµie necesar  ³i su�cient  ca un atractor s  �e conex ³i condiµii su�ciente pentru ca

un atractor s  �e conex prin arce. D m o generalizare pentru ultimul rezultat ³i studiem

în ce condiµii un atractor are un num r �nit de componente conexe prin arce. Oferim

câteva exemple. Aceste rezultate au fost publicate în [20].

3.1 O condiµie necesar  ³i su�cient  pentru ca un atrac-

tor s  �e conex

De�niµia 3.1. O submulµime A 6= ∅ a unui spaµiu metric (X, d) se nume³te conex 

prin arce dac  pentru orice x, y ∈ A, exist  o funcµie continu  γ: [0, 1]→ A astfel încât

γ (0) = x ³i γ (1) = y.

De�niµia 3.2. Fie A o mulµime nevid  a unui spaµiu metric (X, d) ³i x, y ∈ A. Con-

sider m relaµia R̃ pe mulµimea A dat  de xR̃y dac  exist  B ⊂ A, B conex  prin arce,

astfel încât x, y ∈ B. Este u³or de ar tat c  R̃ este o relaµie de echivalenµ . Clasele de

echivalenµ  ale relaµiei R̃ se numesc componentele conexe prin arce ale lui A.

Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv. Pentru

K ∈ Pcp (X) �xat, consider m mulµimea MK := {Ax | x ∈ K}. Fie g:AK → MK o

16
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funcµie de�nit  de g(x) = Ax pentru orice x ∈ AK . Cum g este continu  ³i surjectiv ,

MK este compact .

Teorema 3.1 ([20]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital con-

tractiv ³i K ∈ Pcp (X). Atunci AK este conex  dac  ³i numai dac  familia (AK,i)i∈I este

conex  ³i MK este conex .

3.2 Atractori conec³i prin arce

Exemplul A. S  consider m spaµiul normat (X, d) = (R2, ‖·‖2), unde ‖·‖2 este norma

Euclidian . De�nim funcµiile f1, f2:R2 → R2 date de f1 (x, y) = (x, ηxy) ³i f2 (x, y) =

(x, ηxy + 1− ηx) pentru orice (x, y) ∈ R2, unde

ηx =


1
2
, dac  x ≤ 0

1
3
· x+ 1

2
· (1− x) , dac  x ∈ (0, 1)

1
3
, dac  x ≥ 1.

Am obµinut c  sistemul S =
(

(R2, ‖·‖2) , (fi)i∈{1,2}

)
este un sistem iterativ de funcµii

orbital contractiv. Mulµimea A(0,0) este conex  ³i pentru K = [0, 1]×{0} ∈ Pcp (R2),MK

³i AK sunt conexe prin arce. Figurile de mai jos reprezint  primii pa³i din construcµia

atractorului folosind operatorul fractal ³i având ca punct de plecare mulµimea [0, 1]2.

Exemplul B. Consider m spaµiul metric (X, d) =
(
[0, 1]2 , d2

)
, unde d2 este distanµa

Euclidian . De�nim funcµiile f0, f1: [0, 1]2 → [0, 1]2 date de

f0 (x, y) =


(
x, y

2

)
, dac  y ≤ ax(

x, ax
2

)
, dac  y ∈ (ax, 1− ax);(

x, y−1+2ax
2

)
, dac  y ≥ 1− ax

f1 (x, y) =


(
x, 1− y

2

)
, dac  y ≤ ax(

x, 2−ax
2

)
, dac  y ∈ (ax, 1− ax)(

x, 3−y−2ax
2

)
, dac  y ≥ 1− ax
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pentru orice x, y ∈ [0, 1], unde ax = 1
2

(1− x) + 1
3
x pentru orice x ∈ [0, 1]. Am obµinut

c  S =
((

[0, 1]2 , ‖·‖2

)
, (fi)i∈{0,1}

)
este un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv.

Pentru K = [0, 1] × [0, 1], AK ³i MK sunt conexe prin arce. Avem c  f0(AK) ³i f1(AK)

sunt conexe. Atractorul este reprezentat în urm toarea �gur .

Exemplele de mai sus sugereaz  enunµul Teoremei 3.2, care ofer  condiµii su�ciente

ca un atractor al unui sistem iterativ de funcµii orbital contractiv s  �e conex prin arce.

Teorema 3.2. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv

³i K ∈ Pcp (X), astfel încât MK este conex  prin arce. Dac  exist  x0 ∈ AK astfel încât

Ax0 este conex , atunci AK este conex  prin arce.

Teorema 3.3. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv

³i K ∈ Pcp (X). Dac  MK este conex  prin arce ³i dac  exist  x0 ∈ K astfel încât Ax0 s 

aib  un num r �nit de componente conexe, atunci AK are un num r �nit de componente

conexe prin arce, care este mai mic sau egal cu num rul de componente conexe ale lui

Ax0.

În Teorema 3.3, num rul de componente conexe prin arce ale lui AK este mai mic

sau egal cu num rul de componente conexe ale lui Ax0 . În Exemplele A ³i B, AK are

o component  conex  prin arce ³i Ax0 are o component  conex . În urm torul exemplu

(Exemplul C) aceast  egalitate nu are loc (în funcµie de x ∈ K, Ax are dou  sau trei

componente conexe, în timp ce AK are o component  conex  prin arce). În Exemplul

C am considerat K = [0, 1]× [0, 2] ³i am obµinut

AK =

{
(x, y) | x ∈ [0, 1] , y ∈

[
0,

1

2
− x

6

]
∪
[

1

2
+
x

6
,
4

3
+
x

6

]
∪
[

5

3
− x

6
, 2

]}
.

Mulµimea AK este conex  prin arce ³i este reprezentat  în urm toarea �gur :
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Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv ³iK ∈ Pcp (X)

³i presupunem c  exist  n ∈ N∗ ³i x1, · · · , xn ∈ K astfel încât Axj are un num r �nit

de componente conexe, notate cu nj ∈ N∗ pentru orice j ∈ {1, · · · , n}. Componentele

conexe ale lui Axj sunt notate cu A
1
xj
, · · · , Anj

xj , pentru orice j ∈ {1, · · · , n}.
Fie α, β ∈ Λ (I). Consider m relaµia ⊥, de�nit  de α⊥β dac  exist  j ∈ {1, · · · , n}

³i k ∈ {1, · · · , nj} astfel încât aα (xj), aβ (xj) ∈ Akxj . Se poate observa c , în ge-

neral, ⊥ nu este o relaµie de echivalenµ . Consider m relaµia de echivalenµ  E⊥ =

∩
E este o relaµie de echivalenµ ; ⊥⊂E

E.

Teorema 3.4 ([20]). Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital con-

tractiv ³i �e K ∈ Pcp (X) astfel încât MK este conex  prin arce. Presupunem c  exist 

n ∈ N∗ ³i x1, · · · , xn ∈ K astfel încât Axj are un num r �nit de componente conexe,

pentru orice j ∈ {1, · · · , n}. Dac  relaµia E⊥ are o singur  clas  de echivalenµ , atunci

AK este conex  prin arce.



Capitolul 4

Sisteme iterative de funcµii a�ne

orbital ϕ-contractive

În acest capitol introducem noµiunea de sistem iterativ de funcµii a�n orbital ϕ-contractiv

(oAIFS). Prezent m dou  rezultate (Teorema 4.1 ³i Teorema 4.2) care dau un rezultat

de structur  pentru funcµiile unui oAIFS ³i stabilesc condiµii su�ciente pentru existenµa

unei norme cu anumite propriet µi pe spaµiul vectorial unde sunt de�nite funcµiile. D m

câteva exemple. Rezultatele prezentate aici au fost publicate în [22].

4.1 Preliminarii

Dac  (Y, ‖·‖Y ) ³i (Z, ‖·‖Z) sunt dou  spaµii normate ³i A ∈ L (Y, Z), prin ‖A‖Y,Z înµele-

gem sup
y∈Y,y 6=0Y

‖Ay‖Z
‖y‖Y

.

Fie Y , Z ⊆ Rn dou  spaµii vectoriale reale astfel încât Y +Z = Rn ³i Y ∩Z = {0Rn}.
Dac  x ∈ Rn, atunci exist  un unic y ∈ Y ³i un unic z ∈ Z astfel încât y + z = x.

În acest caz, vom folosi notaµia x =

[
y

z

]
. Fie A ∈ L (Rn,Rn) ³i x =

[
y

z

]
∈ Rn.

Folosim notaµia A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, unde A11 ∈ L (Y, Y ), A12 ∈ L (Z, Y ), A21 ∈ L (Y, Z)

³i A22 ∈ L (Z,Z) sunt date de Ay =

[
A11y

A21y

]
³i Az =

[
A12z

A22z

]
pentru orice y ∈ Y ³i

z ∈ Z. Se observ  c  Ax =

[
A11y

A21y

]
+

[
A12z

A22z

]
pentru orice

[
y

z

]
∈ Rn.

De�niµia 4.1. Pe Rn consider m o norm  �xat  notat  cu ‖·‖. Printr-un sistem iterativ

de funcµii a�n înµelegem o pereche notat  cu S =
(
(Rn, ‖·‖) , (fi)i∈I

)
, unde (fi)i∈I este o

20
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familie �nit  de funcµii continue, cu fi:Rn → Rn pentru orice i ∈ I, având proprietatea

c  pentru orice i ∈ I, exist  Ãi ∈ L (Rn,Rn) ³i ãi ∈ Rn astfel încât fi (x) = Ãix + ãi

pentru orice x ∈ Rn.

De�niµia 4.2. Printr-un sistem iterativ de funcµii a�n orbital ϕ-contractiv (oAIFS pe

scurt) înµelegem o pereche notat  cu S =
(
(Rn, ‖·‖) , (fi)i∈I

)
care este un sistem iterativ

de funcµii a�n ³i are proprietatea c  exist  o funcµie de comparaµie ϕ: [0,∞) → [0,∞)

astfel încât S este un sistem iterativ de funcµii orbital ϕ-contractiv.

4.2 Rezultate principale

Propoziµia 4.1 ([22]). Fie S =
(
(Rn, ‖·‖) , (fi)i∈I

)
un oAIFS, m ∈ N, m ≥ 2 ³i α ∈

Λm (I). Atunci, fα (x) = Ãαx+ ãα1 +
m∑
k=2

Ã[α]k−1
ãαk

pentru orice x ∈ Rn.

Teorema 4.1 ([22]). Fie S =
(
(Rn, ‖·‖) , (fi)i∈I

)
un oAIFS. Atunci exist  dou  subspaµii

vectoriale Y, Z ⊂ Rn astfel încât:

1) Y + Z = Rn, Y ∩ Z = {0Rn};
2) pentru orice i ∈ I, exist  Bi ∈ L (Z,Z), Ci ∈ L (Y, Z) ³i bi ∈ Z astfel încât

Ãi =

[
IY OZ,Y

Ci Bi

]
³i ãi =

[
0Y

bi

]
;

3) exist  c ∈ (0, 1) ³i o norm  ‖·‖Z pe Z astfel încât ‖Bi‖Z < c pentru orice i ∈ I.

Teorema 4.2 ([22]). Fie S =
(
(Rn, ‖·‖) , (fi)i∈I

)
un oAIFS. Fie Y ³i Z subspaµiile

vectoriale ale lui Rn care rezult  din Teorema 4.1 ³i �e ‖·‖Y o norm  de�nit  pe Y . Fie

µ = max
i∈I
‖Bi‖Z, β = max

i∈I
‖Ci‖Y,Z ³i θ ∈

(
0, 1−µ

β

)
. Consider m norma ‖·‖θ :Rn → [0,∞)

de�nit  de ∥∥∥∥∥
[
y

z

]∥∥∥∥∥
θ

= max {‖y‖Y , θ ‖z‖Z}

pentru orice y ∈ Y ³i z ∈ Z ³i norma ||| · |||:Z → [0,∞) dat  de |||z||| = θ||z||Z pentru

orice z ∈ Z. Atunci,
∥∥∥Ãi∥∥∥

θ
≤ 1 ³i |||Bi||| = ‖Bi‖Z < 1 pentru orice i ∈ I.



Capitolul 5

Sisteme iterative de funcµii orbitale

fuzzy

În acest capitol introducem noµiunea de sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy. Demon-

str m c  operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat unui astfel de sistem este slab

Picard. De asemenea, pentru �ecare mulµime fuzzy, descriem fractalul fuzzy corespunz -

tor. În plus, studiem fractalul fuzzy generat de un sistem iterativ de funcµii canonic fuzzy

³i d m un rezultat de structur  privitor la fractalii fuzzy generaµi de un sistem iterativ

de funcµii orbital fuzzy. D m de asemenea câteva exemple. Rezultatele prezentate aici

se g sesc în [15], [16] ³i [21].

5.1 Preliminarii

Terminologia folosit  în acest capitol se g se³te în [23].

Fie (X, d) un spaµiu metric complet. Familia de submulµimi fuzzy ale lui X este

notat  cu FX . Pentru u ∈ FX , folosim urm toarea notaµie: [u]∗: = {x ∈ X | u(x) > 0}.
Spunem c  u ∈ FX este normal  dac  exist  x ∈ X astfel încât u(x) = 1.

Notaµia 5.1. F∗∗X = {u ∈ FX | u este normal  ³i cu suport compact};
F∗X = {u ∈ F∗∗X | u este ssc (superior semicontinu )} .

Topologia lui F∗∗X este de�nit  folosind semimetrica Hausdor�-Pompeiu aplicat  t -

ieturilor de nivel α. Cum Pb (X) conµine toate t ieturile de nivel α, putem de�ni o

semimetric  d∞ în F∗∗X prin d∞ (u, v) = sup
α∈[0,1]

h ([u]α , [v]α) pentru orice u, v ∈ F∗∗X . Res-

tricµia lui d∞ la F∗X este o metric , deoarece în acest caz t ieturile de nivel α se g sesc

în Pcp (X).

22



Rezumatul tezei de doctorat 23

Fiind dat un spaµiu metric (X, d) ³i (fi)i∈I o familie de funcµii cu fi:X → R pentru

orice i ∈ I, not m cu ∨
i∈I
fi:X → R funcµia dat  de ( ∨

i∈I
fi) (x) = sup

i∈I
fi (x) pentru x ∈ X.

De�niµia 5.1. Fie S = ((X, d), (fi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii contractiv ³i (ρi)i∈I

un sistem admisibil de funcµii de nivel gri. Sistemul SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
se

nume³te sistem iterativ de funcµii fuzzy.

De�niµia 5.2. Fie S =
(
(X, d) , (fi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital contractiv ³i

(ρi)i∈I un sistem admisibil de funcµii de nivel gri. Sistemul SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
se nume³te sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy.

Dac  SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
este un sistem iterativ de funcµii fuzzy sau un sis-

tem iterativ de funcµii orbital fuzzy, funcµia Z:F∗∗X → F∗∗X , dat  de Z (u) = ∨
i∈I
ρi (fi (u))

pentru orice u ∈ F∗∗X , se nume³te operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui SZ .
Funcµia Ẑ:F∗X → F∗X este dat  de Ẑ (u) = Z(u) pentru orice u ∈ F∗X . Pentru

simplitate, vom nota Ẑ cu Z.

5.2 Rezultate referitoare la operatorul fuzzy asociat

unui sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy

Fie SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy. Conside-

r m F∗∗S = {u ∈ F∗∗X | dac  pentru acei x ∈ X cu proprietatea u (x) > 0, exist  w ∈
X ³i y ∈ O (w) astfel încât x ∈ O (w) ³i u (y) = 1} ³i F∗S = {u ∈ F∗∗S | u este ssc }.

Observ m c  operatorul Z:F∗∗X → F∗∗X induce operatorul Z:F∗∗S → F∗∗S dat de Z(u) =

Z(u) pentru orice u ∈ F∗∗S , care, pentru simplitate, va � notat cu Z în loc de Z.

De asemenea, Z:F∗X → F∗X induce operatorul Ẑ:F∗S → F∗S dat de Ẑ(u) = Z(u)

pentru orice u ∈ F∗S , care, pentru simplitate, va � notat cu Z în loc de Ẑ.

Lema 5.1 ([21]). Fie SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii orbital

fuzzy, cu I o mulµime nevid  �nit . Atunci (F∗S , d∞) este o submulµime închis  a lui

(F∗X , d∞).

Teorema 5.1 ([21]). Operatorul fuzzy asociat unui sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy

S este un operator slab Picard pe F∗S .

Exemplul A. Consider m spaµiul metric (R2, ‖·‖2), unde ‖·‖2 este norma Eucli-

dian , ³i funcµiile f1 ³i f2, cu f1, f2:R2 → R2, date de f1 (x, y) =
(
x, 1

2
y
)
³i f2 (x, y) =(

x, 1
2
y + 1

2

)
pentru orice (x, y) ∈ R2. Consider m I = {1, 2}. Se poate ar ta u³or
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c  S =
(
(R2, ‖·‖2) , (fi)i∈I

)
este un sistem iterativ de funcµii orbital ³i pentru orice

K ∈ Pcp (R2) , atractorul este AK = [0, 1] × π2 (K) (a se vedea exemplul A din

[25]). De�nim un sistem admisibil de funcµii (ρi)i∈I , dat de ρ1 (t) = t ³i ρ2 (t) =
0, dac  t ∈

[
0, 1

3

)
1
3
, dac  t ∈

[
1
3
, 2

3

)
2
3
, dac  t ∈

[
2
3
, 1
] pentru orice t ∈ [0, 1]. Consider m funcµia u ∈ F∗SΛ

, dat  de

u (x, y) =

{
1, dac  (x, y) ∈ [0, 1]× {0}

0, altfel
, pentru orice (x, y) ∈ R2.

Fie x ∈ [0, 1]. Consider m acum sistemul S restricµionat la Xx: = {x}×R. Se poate
ar ta u³or c  este un sistem iterativ de funcµii contractiv. În acest caz, atractorul este

Ax = {x} × [0, 1]. Vom da acum detalii referitoare la uu.

Folosind metoda inducµiei matematice, se poate ar ta c 

Zn (u) (x, y) =


1, dac  x ∈ [0, 1] ³i y = 0

2
3
, dac  x ∈ [0, 1] ³i y ∈

{
p

2n
| p ∈ {0, 1, 2, · · · , 2n − 1}

}
0, altfel

,

pentru orice (x, y) ∈ R2 ³i n ∈ N∗. Trecând la limit , avem c  uu = lim
n→∞

Zn (u).

Figurile de mai jos ilustreaz  exemplul de mai sus. În primul pas este reprezentat  u,

în al doilea Z (u), în al treilea Z2 (u), al patrulea Z3(u) iar în ultima etap  am ilustrat

Z4 (u).

Exemplul B. Consider m sistemul S =
(
(R2, ‖·‖2) , (fi)i∈I

)
prezentat în Exemplul
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A. De�nim sistemul admisibil de funcµii (ρi)i∈I , dat de ρ1 (t) = t ³i ρ2 (t) = 3t
4
pentru

orice t ∈ [0, 1].

Fie x ∈ [0, 1]. Conside m acum sistemul S restricµionat la Xx: = {x} ×R. Conside-
r m funcµia u ∈ F∗SΛ

din Exemplul A ³i vrem s  descriem funcµia uu. Fie p:Λ∗ (I) ∪

Λ (I) → [0, 1] dat  de p (α) =

|α|∑
n=1

αn − 1

2n
, pentru orice α = α1α2 · · ·αn · · · ∈ Λ∗ (I) ∪

Λ (I). De�nim, de asemenea, funcµia η:Λ∗ (I) ∪ Λ (I) → N ∪ {+∞}, dat  de η (α) =

|{i | αi = 2, 1 ≤ i ≤ |α|}| pentru orice α = α1α2 · · · ∈ Λ∗ (I) ∪ Λ (I), unde pentru o

mulµime A not m cu |A| num rul de elemente ale lui A. Folosind metoda inducµiei

matematice, se poate ar ta c 

Zn (u) (x, y) = max
p(α)=y,|α|≤n

(
3

4

)η(α)

,

dac  (x, y) ∈ [0, 1]2 ³i exist  α ∈ Λ∗ (I) astfel încât |α| ≤ n, y = p (α) ³i Zn (u) (x, y) = 0,

altfel.

Trecând la limit , avem uu(x, y) = lim
n→∞

Zn (u) (x, y) = max
p(α)=y,α∈Λ∗(I)∪Λ(I)

(
3
4

)η(α)
pen-

tru orice (x, y) ∈ R2.

Figurile urm toare ilustreaz  exemplul prezentat mai sus. În prima �gur  este re-

prezentat  funcµia u, în a doua Z(u), în a treia Z2(u) ³i în ultimul pas este reprezent  o

parte din Z4(u).
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5.3 O caracterizare a fractalilor fuzzy generaµi de un

sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy

Fix m u ∈ F∗S ³i x ∈ [u]∗. Prin urmare, exist  wx, yx ∈ X astfel încât x, yx ∈ O(wx)

³i u(yx) = 1. Fix m wx ca mai sus. Consider m funcµia ux:X → [0, 1] de�nit  ca în

Teorema 5.1, ³i anume ux(y) =

{
u(y), dac  y ∈ O(wx)

0, altfel
, pentru orice y ∈ X. Avem

ux ∈ F∗S .
Folosim notaµiile: uu: = lim

n→∞
Zn(u), wu: = ∨

x∈[u]∗
ux,wx,u ³i ux,wx,u = lim

n→∞
Zn(ux).

Existenµa limitelor de mai sus este bazat  pe Teorema 5.1.

Pentru x ∈ X, consider m δx ∈ F∗X dat  de δx(t) =

{
1, dac  t = x

0, dac  t 6= x
, pentru orice

t ∈ X. Se observ  c  δx ∈ F∗S pentru orice x ∈ X.

Propoziµia 5.1 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy, u ∈ F∗S ³i x ∈ [u]∗ (deci exist  wx, yx ∈ X astfel încât x, yx ∈ O(wx)

³i u(yx) = 1). Atunci lim
n→∞

Zn(δs) = ux,wx,u, pentru orice s ∈ O(wx). În particular,

lim
n→∞

Zn(δx) = ux,wx,u.

Propoziµia 5.1 ne asigur  c  ux,wx,u nu depinde de funcµia u. Astfel, în loc de ux,wx,u,

vom folosi notaµia ux.

Propoziµia 5.2 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci uy = ux, pentru orice x ∈ [u]∗ ³i orice y ∈ [ux]
∗.

Propoziµia 5.3 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci funcµia U : [u]∗ → F∗X , dat  de U(x) = ux, pentru orice

x ∈ [u]∗, este continu .

Propoziµia 5.4 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci [ ∨
x∈[u]∗

ux]
α = ∪

x∈[u]∗
[ux]

α, pentru orice α ∈ (0, 1] ³i

u ∈ F∗S .

Propoziµia 5.5 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci {ux | x ∈ [u]∗} = {ux | x ∈ [u]1}. În particular,

wu = ∨
x∈[u]∗

ux = ∨
x∈[u]1

ux.

Propoziµia 5.6 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci wu este superior semicontinu , deci wu ∈ F∗X .
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Propoziµia 5.7 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii

orbital fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci d∞(uu, wu) = 0.

Teorema 5.2 ([15]). Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii orbital

fuzzy ³i u ∈ F∗S . Atunci uu = ∨
x∈[u]∗

ux = ∨
x∈[u]1

ux = max
x∈[u]∗

ux = max
x∈[u]1

ux.

5.4 Structura fractalilor fuzzy generaµi de un sistem

iterativ de funcµii orbital fuzzy

Fie SZ =
(
(X, d) , (fi)i∈I , (ρi)i∈I

)
un sistem iterativ de funcµii fuzzy ³i �e Z operatorul

fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui SZ . Not m cu uS fractalul fuzzy generat de SZ .
Consider m sistemul iterativ de funcµii canonic fuzzy care este notat cu

SΛ = ((Λ(I), dc), (τi)i∈I , (ρi)i∈I). Operatorul fuzzy Hutchinson-Barnsley asociat lui SΛ

va � notat cu ZΛ ³i fractalul fuzzy al lui ZΛ va � notat cu uΛ. Deci, ZΛ(uΛ) = uΛ ³i

lim
n→∞

d∞(Zn
Λ(u),uΛ) = 0, pentru orice u ∈ F∗Λ(I).

Teorema 5.3 ([16]). În cadrul de mai sus, avem uΛ = lim
n→∞

un, unde un ∈ F∗SΛ
este dat 

de un(ω) = ρ[ω]n(1), pentru orice n ∈ N∗ ³i orice ω ∈ Λ(I).

Teorema 5.4 ([16]). În cadrul de mai sus, pentru orice sistem iterativ de funcµii fuzzy

SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I), avem uS = π(uΛ), unde π este proiecµia canonic  asociat 

sistemului iterativ de funcµii contractiv ((X, d), (fi)i∈I).

Fie SZ = ((X, d), (fi)i∈I , (ρi)i∈I) un sistem iterativ de funcµii orbital fuzzy ³i �e

u ∈ F∗S . Atunci, pentru orice x ∈ [u]∗, exist  wx, yx ∈ X astfel încât x, yx ∈ O(wx) ³i

u(yx) = 1.

Consider m sistemul iterativ de funcµii fuzzy ((O(wx), d), (
∼
fi)i∈I , (ρi)i∈I)

not
= Swx , unde∼

fi:O(wx) → O(wx) este dat  de
∼
fi(y) = fi(y), pentru orice y ∈ O(wx). Not m cu πx

proiecµia sa canonic  ³i cu Zwx operatorul s u fuzzy Hutchinson-Barnsley. Not m de

asemenea cu π̃x(uΛ) funcµia dat  de π̃x(uΛ)(y) =

{
πx(uΛ)(y), dac  y ∈ O(wx)

0, dac  y ∈ X \ O(wx)
pentru

orice y ∈ X.

Teorema 5.5 ([16]). În cadrul de mai sus, avem uu = ∨
x∈[u]∗

π̃x(uΛ) = ∨
x∈[u]1

π̃x(uΛ) =

max
x∈[u]∗

π̃x(uΛ) = max
x∈[u]1

π̃x(uΛ).
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