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Capitolul 1. Stadiul actual al cercetarilor teoretice privind comportamentul
dinamic al arborilor planetari pentru autovehiculele rutiere

Primul Capitol al acestei teze realizeaza un studiu al stadiului actual al cercetarilor teoretice
privind comportamentul dinamic al arborilor planetari pentru autovehiculele rutiere utilizand
sursele bibliografice[B.G.1- B.G.16], [B.C.1-B.C.14], abordand urmatoarele aspecte:

1. definirea conceptului de arbore homocinetic utilizand teoria articulatiilor de viteza
constanta (CVJ-Constant Velocity Joints),

2. cinematica articulatiilor polipode ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere,

3. determinarea cuplului mecanic al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere.

Ansamblul bol Arbore de leaditurd
—— roore e fegatura Ansamblul lalea

Figura 1.1 Exemplu detaliat de arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.C.1.1].
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Figura 1.2 Exemplul detaliat al ansamblului bol al arborelui planetar [B.C.1.1].
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Figura 1.3 Exemplul detaliat al ansamblului lalea al arborelui planetar [B.C.1.1].

Teza de doctorat este structurata pe parcursul a 6 capitole dupa cum urmeaza:

— Capitolul 1. Stadiul actual al cercetarilor teoretice privind comportamentul dinamic al

mecanismelor planetare pentru autovehicule rutiere;

— Capitolul 2. Neuniformitatea izometrica a arborilor planetari;

— Capitolul 3. Modele de vibratii fortate de torsiune ale arborelui planetar;

— Capitolul 4. Modele de vibratii fortate de incovoiere ale arborelui planetar;

— Capitolul 5. Comportamentul haotic al arborilor planetari in cazul vibratiilor fortate de

incovoiere;

— Capitolul 6. Concluzii generale. Contributiile originale aduse temei. Perspective generale

pentru dezvoltarea cercetarilor Tn domeniu;

Capitolul 2 prezintd o analizda a CVJ (constant velocity joint) a arborilor planetari pentru
autovehicule rutiere din punct de vedere al neuniformititii izometriei geometrice si cinematice. In
industria auto, se considera ca arborii planetari pentru autovehicule rutiere au viteza constanta prin
articulatiile sale: articulatii tripode libere si articulatii sferice fixe, ceea ce a fost dovedit prin
metoda indirectd a lui Mtzner si metoda directd a lui Orain pentru tripoda comuna.

Scopul capitolului 3 este acela de a proiecta un model consistent fizic pentru vibratiile
fortate de torsiune ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere care sa tind cont de aspecte
ale urmatoarelor fenomene:

- excitatia datorata transmiterii motorului cu ardere prin cutia de viteze,

- excitatia datorata geometriei drumului,

- quasi izometria arborelui planetar al autovehiculului,

- efectul de neuniformitate a momentului de inertie fata de axa longitudinala a articulatiei

lalea-tripoda si a articulatiei bol-colivie-cursd interioara,



- rigiditatea la torsiune,

- amortizarea la torsiune a fiecdrei articulatii.

In capitolul 4 este prezentati o tehnici de perturbare, si anume metoda asimptotica
(AM)}[B.C.4.1], pentru a investiga rezonanta parametrici principald pentru vibratiile fortate de
incovoiere-forfecare ale unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere, metoda asimptotica fiind
un instrument eficace pentru investigarea vibratiilor induse prin socuri (excitatii impulsive) asa
cum a mentionat Webber in literaturd [B.C.4.2]. Pentru a investiga o astfel de regiune de rezonanta,
a fost proiectat un PCM? (model fizic consistent) al vibratiilor de incovoiere pentru un arbore
planetar, conceput pentru SUV-uri grele, induse de excitatiile impulsive ale drumului, tindnd cont
de urmatoarele aspecte ale fenomenului:

o articulatiile arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice pentru
viteza unghiulara[B.G.1], chiar si in general este considerata ca CVJ (Constant Velocity
Joint).

o efectul neuniformitatii pentru momentele de inertie geometrice axiale si momentele de
inertie masice axiale ale articulatiilor care variaza in functie de unghiul de rasucire al
fiecdrui element al arborelui planetar si de efectul rigiditatii la incovoiere si la forfecare,
precum si de amortizarea la incovoiere si forfecare pentru fiecare imbinare a arborelui de
antrenare.

Scopul capitolului 5 este de a confirma manifestarea haoticd care consta in utilizarea
portretelor fazelor intr-o regiune specificd de rezonanta si anume regiunea parametrica principala.
Pentru aceeasi regiune a fost aplicatd Metoda Exponentilor Maximi Lyapunov (MLEM)? a fost
cuplati cu criteriul de contractie pentru suma exponentilor Lyapunov care certifica haosul. in plus,
a fost aplicatd sectiunea Poincaré ca metoda calitativd de reconfirmare a manifestarii haosului.
Astfel, a fost creat un instrument analitic pentru a investiga vibratiile haotice de incovoiere fortata
pentru conditii specifice in zona rezonantei parametrice principale (PPRA)*.

Capitolul 6 prezinta concluziile finale, originalitatea si directii viitoare de cercetare.

! AM — Metoda asimptotica

2 PCM - Model fizic consistent

3

MLEM - Maximum Lyapunov Exponents Method
4 PPRA - Rezonantd parametrica principald



Capitolul 2. Neuniformitatea izometrica a arborilor planetari

Acest capitol prezintd o analiza a CVJ (constant velocity joint) a arborilor planetari
pentru autovehicule rutiere din punct de vedere al neuniformitatii proprietatilor izometrice.
Pentru o mai bund intelegere, sa privim in interiorul componentelor unui astfel de mecanism,

uitdndu-ne la Figura 2.2, care consta din:

a) articulatia bol-bile fixata asamblata de roata masinii,

b) axa arborelui intermediar;

c) Tmbinarea lalea - trepied care permite deplasarea axiala a tripodei in lalea si culisarea

n cutia de viteze.

Primii cercetatori care au considerat ca este special acest fenomen pentru arbori planetari
sunt Mazzei si Scott care au Tmbundtatit comportamentul dinamic parametric neliniar al
articulatiilor universale in [B.G.12].

Ceea ce este foarte ciudat pentru aceasta lucrare de cercetare este ca contine doar doua referinte:
dintre care una este o0 auto-citare in acelasi domeniu al stabilitatii dinamice a arborilor antrenati
printr-un cardan universal.

Dovezile experimentale privind neuniformitatea arborelui planetar este prezentata si
evidentiata de Browne si Palazzolo in lucrare [B.G.13]. Dar cea mai importantd cercetare
experimentald asupra neuniformitatii izometriei geometrice si cinematice a arborilor planetari
a fost efectuata de Steinwede in timpul tezei sale de doctorat [B.G.5] (pp. 68-97); astfel, dupa
45 de ani, s-a dovedit in sfarsit prin date experimentale ca Dudita si Diaconescu au avut
dreptate, ca arborii de planetari (CVJ)(AH) sunt quasi-homocinetici, iar toate brevetele
proiectate si diagramele de flux de proiectare utilizate n industria auto cu privire la arborii
planetari (CVJ)(AH) trebuie modificate si corectate asa cum s-a mentionat deja in [B.G.5]
(p.G78). In plus, Feng, Rakheja si Shangguan in [B.G.15] au tratat optimizarea fortei axiale
generate a unui sistem de arbore planetar cu un interval de incertitudine fara a lua in considerare
izometria (CVJ)(AH) -ului pentru arborele planetar, care nu mai este izometrica, deoarece acest
aspect a fost certificat prin experimente folosind metoda varfurilor pentru analiza variatiei
legaturilor superioare si inferioare (ULBs) a parametrilor. Este clar acum ca neuniformitatea
izometriei geometrice si cinematice a arborilor planetari reprezinta punctul de plecare al tuturor
cercetarilor referitoare la proiectarea, analiza si investigarea dinamicd a comportamentului
arborilor planetari auto. Aceasta lucrare evidentiazd aceasta neuniformitate din izometria

geometriei si cinematicii pentru arborii planetari auto (CVJ)(AH).



Fig. 2.1 Arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.G.18]

Pentru o mai buna intelegere, in figura 2.2 remarcam detaliile acestui mecanism.

Fig. 2.2 Arbore planetar pentru autovehicule rutiere n detaliu general [B.G.18]
Primul care a introdus conceptul de articulatie cu viteza constantd a fost Metzner, in
1967, mentionat de literatura [B.G.7] ca si creator al primei metode indirecte (FIM). El a
demonstrat viteza constanta pentru articulatiile speciale Hooke [B.G.7], bazat pe ideea ca
generatoarele geometrice ale unei articulatii Hooke cu viteza constanta trebuie sa fie imagini in
oglinda in spatiu.

Unghi de intrare ¢, in axul lalei

Unghi de iesire ¢q pentru articulatia
tripoda

Unghi de intrare ¢, = ¢, in tripoda
fixa cu arborele de legatura

Unghi de intrare ¢, in colivie cu
arborele de legatura

Unghi de iesire ¢ pentru articulatia
bol - bile

Unghi de intrare @5 = ¢, in bol

Unghi de iesire ¢3 pentru axul
bolului

Fig. 2.3 Organigrama unui arbore planetar CVJ [B.G.18].



Tn figura 2.4, este prezentat in detaliu o tripodi care consta din trei cilindrii egal inclinati
fata de arborele intermediar al arborelui planetar cu unghiurile fixe yi, date de relatia:

v, =%_1),i=1,2,3 2.1)

Fig. 2.4. Articulatie lalea - tripoda [B.G.18]

Articulatiile tripode respecta conditia generald care confera o viteza constanta.
O tripoda, pe care se intersecteaza axele tuturor pivotilor ce se afla intr-un plan
perpendicular pe arborele de intrare,
e element tripod format din 3 elemente echidistante unghiular
e trei role sferice, care fac ca una dintre axele tripodei sa se intersecteze cu una dintre
axele pistelor.
In figura 2.5 este prezentati reprezentarea schematici a unui arbore planetar in trei axe
ale coordonatelor X1Y1Z; atasat la lalea, X2Y2Z> atasat la arborele intermediar si X3Y3Z3 atasat la
bol, avand urmatoarele miscari rigide:

e rotatie cu unghiul ¢1 al lalelei fatd de X1, @1 =0... .mm;
e rotatie cu unghiul ¢z al arborelui intermediar fatd de Xz, ¢2=0... .n17;
e rotatie cu unghiul g3 al bolului fata de X3, ¢3=0... .n17;
e rotatia relativa a axului longitudinal al arborelui intermediar (data de directia
axului X2) fata de directia longitudinala a lalelei (data de directia axului X1), cu
B1 (unghiul spatial dintre axele X1 si X2) fatd de axul Z3, 1 fiind unghiul dintre
directia lalelei si directia longitudinald a arborelui intermediar, p1 = 0°... .15%
e rotatia relativa a axului longitudinal al bolului (data de directia axului X3) la
directia longitudinala a arborelui intermediar (data de directia axului X2), cu 2
(unghiul spatial dintre axele X si X3) fata de axul Yo, B2 fiind unghiul dintre
directia arborelui intermediar si directia longitudinala a bolului, 1 = 0°... .47°.
Folosind toate aceste notatii Orain a demonstrat in 1976 folosind a doua metoda directa
[B.G.11] ca articulatiile polipodice, in special articulatiile tripodei, sunt articulatii izometrice
din punct de vedere cinematic si dinamic, punctul de vedere cinematic fiind exprimat prin
relatiile:



tang,cotp, =1 (2.2)

tang, =tang, (2.3)

P =, (2.4)

Articulatia cu tripoda este articulatia lalelea-tripoda care este CVJ, dar in 1971 Dudita

si Diaconescu [B.G.1] au dovedit ca articulatia tripoda este quasi-isometrica, aspect recunoscut
de cercetatorii din domeniu [B.G.7] abia in 2006. Se considera ca o nonuniformitate izometrica
cinematica a articulatiilor tripode este de 5 ... 7%, valoare de proiectare acceptabild pana n anii
2000, acum cand o imbunatatire de 1% este un céstig imens in industria auto nu mai este

acceptabild. De asemenea, articulatia bolului nu s-a demonstrat a fi o articulatie CVJ.
7 z_.

Fig. 2.5 - Reprezentarea schematicd a unui arbore planetar auto folosind 3 sisteme de coordonate
carteziene [B.G.1].

Sa considerdm o articulatie transversala generald Hooke, asa cum este prezentatd in
Figura 2.6, unde elementul de antrenare este Si, avand atasat la sistemul cartezian
R1(OX1,Y1,Z1), elementul antrenat este Sy, avand atasat sistemul cartezian R2(OX2,Y2,2>);
articulatia transversala este A'OA-B'OB, avand unghiul AOB = ¢, unghiul de intrare de antrenare
este g1, unghiul de iesire antrenat este @2 si unghiul dintre directia longitudinala a elementului
de intrare Sy si directia longitudinala al elementului de iesire Sz este 0.

Fig. 2.6 Prezentare generala a articulatiei lui Hook [B.G.1]
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Putem considera vectori ¢_, é_,¢é_ cu trei unitati

n

§ (2.5)

€, x€,

Il
!

(]
X
(el
Il
(el]

n w z, (2 6)

acesta rezulta sa exprime vectorii unitari ai:

€, =cosf, +singé,, (2.7)

6, =-sing,e, +cos¢,€, =-sing,e, +cosd, (COS 0e, +sin0¢, ) (2.8)

Pe baza ecuatiilor (2.7) si (2.8) rezulta:

€, '€, =C0SS = —Cosy; SiNg, + SiNg,C0S¢,C0S6) =COSS (2.9

Tn mod uzual numar de bile pentru o articulatie cu bile este de sase, deci folosind ecuatia
(2.10) pentru articulatia cu bile (vezi figurile 2.7 si 2.8), folosind expresia:
B 27r(i —1)

y=— L i=123.i, (2.10)
|

max
unde imax este numarul de bile ale articulatiei bol cu bile. In figura 2.7 este prezentati o imagine
a articulatiei bolului cu bile, iar in figura 2.8 sunt prezentate componentele acestuia, luand in
considerare 0 articulatie moderna cu bile CVJ - AH.

Fig. 2.7 Imagine a unei articulatii bol cu bile [B.G.18] Fig. 2.8 Componentele articulatiei bol cu bile [B.G.18]
Cel mai utilizat numar de bile pentru o articulatie bol cu bile este sase, astfel incat sa

putem scrie primele trei grupuri de ecuatii ale Metodei Orain direct aplicate pentru articulatia
bolurilor cu bile, avand in vedere toate bilele 1-3-5 ca o articulatie tripoda.

e Pentru primul element de transmisie la ¥; = 0°

—C0S@,SiNg, + Sing,C0Sp,c0s 3, = cos0 (2.11)
e Pentru al treilea element de transmisie la ¥ = 120 °

—cos((p2 +2?”j Sin(% + 2?7[)+ sin((p2 +2?”j COS(% + 2{} CoSp, = cosz?ﬂ (2.12)
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e Pentru al cincilea element de transmisie la ¥ = 240 °
Az . A . Az A Az
—COS| @, +? sin| @, +? +sin| @, +? COS| ¢, +? Cosp, = cos? (2.13)

Ecuatiile (2.12)—(2.14) sunt identice cu cele ale articulatiei tripodei, prin urmare se obtin:

P, =Ps (2.14)

Relatiile care exprima neuniformitatea izometriei cinematice a arborilor planetari pot fi

obtinute din formularea generala gasita de Dudita si Diaconescu [B.G.1] pentru un arbore de
actionare de intrare cu unghi de rotatie rigid ¢, si un arbore de actionare de iesire ¢4, sunt :

P, =@+ étan,b’tan2 s cos(3¢,) (2.18)
i

unde r este raza articulatiei, | este lungimea arborelui antrenat si f este unghiul dintre directiile
longitudinale ale celor doi arbori. Odata cu semnificatia termenilor mentionati inainte putem
obtine:

e pentru articulatia lalea-tripoda

0, =@+ %tan Atan? b cos(Bgol) (2.19)
i

e pentru articulatia bol

2ﬂ2

@, =@, +1, ] 2itanB,tan COS(3(p2) (2.20)

unde ry este raza lalelei, r» este raza bolului, I este lungimea arborelui intermediar.

0, =0, +%tan,6’ltan2 %cos(B(pl) + %tanﬁztan2 P COS(3(/)1 +151 tanﬂltan2 %cos(?@l)} (2.21)

Dependenta vitezei unghiulare a bolului fata de viteza unghiulara a lalelei este:

¢;3 = (/;1—1,5¢'>1 %tanﬂltan2 B (3¢,)-1, 5(;’1 %tanﬁztan2 %sm (Sq)l +1,5%tanﬂ1tan2 %cos(Sq)l)j .

(2.22)

In Figura 2.9 este prezentaté o diagrama de flux a unui arbore planetar al autovehiculului CVJ
quasi-izometric.

I Unghi de intrare ¢; in axul lalei |

| Unghi de iesire ¢4 pentru articulatia |
tripoda

Unghi de intrare @, — f(@,B1110) in
tripoda fixad cu arborele de legatura

| Unghi de intrare ¢, in colivie cu |

arborele de legatura

Unghi de iesire ¢, pentru articulatia |

bol - bile

Unghi de’intrare @3 =

g(@2B2120)= glf (1 P11 DB2r2l)in
bol

Unghi de iesire ¢3 pentru axul
bolului

Fig. 2.9 - Diagrama de flux a unui arbore planetar al autovehiculului CVJ cvasi-izometric [B.G.18]
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Pe baza relatiei (2.22), software-ul din MATLAB a fost folosit pentru a calcula
neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar A =g, —¢, = Tl(¢1, B ,82) si

¢, dupa cum poate fi se vede in figurile 2.10 si 2.11.

05

fi3-fi1 [degrees]
S o
N (=} N

S
&
va

o O
o9 o
y

5 200
100
0 fil[degrees]

beta1[degrees]) 0

Fig. 2.10 Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r1 /1=0,11,r, /1= 0,09,
B1=0... 15° [B.G.18].

fi3-fi1 [degrees]

100
0 fil[degrees]

10
beta2[degrees] o

Fig. 2.11 Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r1 /1=0,11,r2 /1= 0,09,
B2 =0... 47° [B.G.18].
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Dupa cum se poate observa din acest grafic, neuniformitatea izometriei geometrice este in
intervalul £ 0,01 fiind maxima atunci cand f, are valoarea maxima de 470. Analizand aceste
cifre, se poate concluziona ca neuniformitatea izometriei geometrice a fost in intervalul 0,009
fiind maxima atunci cand 2 are valoarea maxima de 47° Comparand aceste rezultate cu datele
experimentale din literatura [B.G.4] (pp.70-71), se poate remarca ca a avut un acord strans.

Tn plus, Steinwede in [B.G.4] (pp. 88-94) a demonstrat experimental ci aceastd
neuniformitate a izometriei geometrice pentru un arbore planetar este cauza principala a
defectelor premature pe flancurile tripodei, pe flancurile interne ale lalelei, pe bile ale
articulatiei bol-cursa interioard, iar pe flancurile interne ale bolului din cauza designului
insuficient pentru controlul contactului hertzian in raport cu fenomenele care implica
neuniformitatea geometricad a izometriei care implica arborele planetar pentru autovehicule
rutiere.

Folosind relatia (2.23), a fost dezvoltat un software in MATLAB pentru a calcula
neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar pentru autovehicule rutiere in
functie de S1, 2 si ¢4, asa cum se poate vedea in figurile 2.12 si 2.13.

Pt (g )

(2]
— 1
LN 40.995
0.995
= 099 ]
5 0.99
£
S 0.985
™
[\
g 0.98
£ A 0.985
o
0.975 |
0.97 i
300 5
200 10
100 \ : 0975
fi1[degrees]

0 0 beta1 [degrees]

Fig. 2.12 Neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar. r; /1 =0,11, r./1=0,09, p; = 0..15°
[B.G.18]
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4 0.995
0.995 |
‘é 0.99 . A
3 0.99
&
S 0.985
™
©
g 0.98 | -
0.975
0.98
20 0.975
fil[degrees] L
0 o beta2 [degrees]

Figura 2.13 Neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar. r1 /1=0,11, r,/ 1= 0,09, f, =0.. 47°
[B.G.18]

Analizand figura 2.12, se poate remarca ca neuniformitatea izometriei cinematice
pentru arborele planetar, cand 2 = 47° si 1 este in intervalul 0—15°, este in intervalul (—0,027,
0), avand maxim absolut absolut valorile pentru ¢;= 93°, 213° si 325°, in timp ce valorile
minime absolute au fost obtinute pentru ¢, =33°, 151° 51 271°. In ceea ce priveste figura
2.13, se poate concluziona ca neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar,
cand P1 = 15° si B2 este in intervalul 0—47°, a fost in camp (—0,024, 0,001) avand valoarea
maxima pentru ¢, = 76°,190°,316°, iar minimul valorii obtinute este ¢; = 31°,169°,258°.

In figura 2.14 neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar
A, =ps—¢ = gl(ﬂl,ﬁz) in functie de f1 si po, fiind variabile, iar ¢, = 243°. Dupa cum se

poate remarca din figura 2.14, neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar
a fost maxima pentru f> = 47 indiferent de variatia f1 in intervalul 0—15¢c. Din perspectiva

15



ultimei simulari privind izometria neuniformitatii geometrice pentru arborele planetar, se poate
concluziona o sensibilitate mare pentru unghiul maxim £ al directiei longitudinale a bolului
fata de directia longitudinala a arborelui intermediar. Din punct de vedere al designului, acest
aspect implica o sensibilitate la socurile primite de la roata arborilor planetari chiar daca
valoarea neuniformitatii era foarte mici [B.G.18;B.C.2.1]. In plus, analizand figurile 2.10 —
2.13, poate fi evidentiatd fluctuatia armonicd a neuniformitatii din izometria geometrica si
cinematica a arborelui planetar. Aceasta este o provocare pentru proiectantii arborelui planetar
din cauza dificultatii de a prezice cantitati suplimentare pentru solicitarile la oboseala. Mai mult,
fluctuatia armonica a neuniformitatii din izometria geometrica si cinematica a arborelui planetar
induce comportamentul dinamic parametric neliniar al unui arbore homocinetic asa cum este
mentionat in [B.G.12] . Toate aceste neuniformitati geometrice si cinematice din izometria
arborilor planetari, trebuie luate Tn considerare in brevetele de proiectare pentru arbori planetari
pentru autovehicule rutiere, cum ar fiin [B.C.2.4 - B.C.2.7]. Aceste aspecte de a considera
arborele planetar ca transmisii quasi-izometrice (izometrie cu neuniformitate) CVJ (constant
velocity joint) - AH (arbori homocinetici) permit dezvoltarea unor cercetari viitoare in vibratiile
fortate de torsiune si vibratiile de incovoiere-forfecare ale arborilor planetari.
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Figura 2.14 Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r. /1=0,11,r,/1=0,09, ¢, =
const. = 243° [B.G.18]

Neuniformitatea izometriei geometrice si cinematice a arborelui planetar al
autovehiculului poate avea implicatii majore Tn dinamica a. Aceasta este 0 provocare pentru
proiectantii arborilor planetari din cauza dificultatii de a anticipa cantitatile suplimentare pentru
solicitdrile la obosealda. Mai mult, fluctuatia armonicd a neuniformitatii din izometria
geometrica si cinematica a arborelui planetar induce comportamentul dinamic parametric
neliniar al unui CVJ asa cum este mentionat in [B.G.12]. Aceste aspecte de a considera arborele
planetar ca transmisii quasi-izometrice (izometrie cu neuniformitate) CVJ-AH(homocinetice)
permit dezvoltarea unor cercetari viitoare pentru vibratiile fortate de torsiune si vibratiile de
Tncovoiere-forfecare.
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Capitolul 3. Modele de vibratii fortate de torsiune ale arborelui planetar

Scopul acestei cercetari a fost acela de a proiecta un model consistent fizic pentru vibratiile
fortate de torsiune ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere care sa tina cont de aspecte
ale urmatoarelor fenomene:

- excitatia datorata transmiterii cuplului motorului prin cutia de viteze,

- excitatia datoratd geometriei drumului,

- quasi izometria arborelui planetar al autovehiculului,

- efectul de neuniformitate a momentului de inertie fatd de axa longitudinala a articulatiei

lalea-tripoda si a articulatiei bol-colivie-nuca interioara,

- rigiditatea la torsiune,

- amortizarea la torsiune a fiecdrei articulatii.

Pentru a rezolva ecuatiile de miscare care descriu vibratiile parametrice neliniare fortate de
torsiune ale arborilor planetari auto, a fost utilizata o abordare variationala care implica principiul
lui Hamilton, care ia Tn considerare neuniformitatea izometrica, unde se stie cd articulatiile
arborilor planetari pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice din punct de vedere al
unghiului de rasucire, chiar dacd, in general, sunt considerate CVJ-uri (articulatii cu viteza
constantd) AH (arbori homocinetici).

In literatura de specialitate [B.G.18], neuniformitatea proprietatilor izometrice ale arborilor
planetari pentru autovehicule rutiere este deja un fapt recunoscut de mai bine de o jumatate de secol
a carui realitate a fost demonstrata in experimentele efectuate de Steinwede prin teza sa de doctorat
[B.G.14] (p. 68-97). Aceasta neuniformitate in proprietatile izometrice ale arborelui planetar
pentru autovehicule rutiere este, fara indoiala, principala cauza a vibratiilor parametrice neliniare
ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere in intervalul 0,1-12 kHz, asa cum este stabilit de
rezultatele experimentale documentate in literatura [B.G.14] (pp. 98—123). Primii cercetatori care
au luat in considerare fenomenele dinamice speciale ale arborilor planetari au fost Mazzei si Scott,
care au imbunatatit comportamentul dinamic parametric neliniar al unei articulatii universale in
lucrarea lor [B.G.12]. Dovezile experimentale pentru neuniformitatea transmisiei arborelui
planetar pentru autovehicule rutiere sunt prezentate si evidentiate de Browne si Palazzolo in
[B.G.13].

Scopul acestui studiu a fost de a stabili un model dinamic complet pentru un model de
arborele planetar quasi-homocinetic auto care include elemente care descriu elementele neliniare
in comportament dinamic parametric fortat. Se preconizeaza cd acest model poate fi utilizat in
stadiile incipiente de proiectare, precum si in prezicerea durabilitatii arborelui planetar pentru
autovehicule rutiere [B.C.3.5].

Un arbore planetar pentru autovehicule rutiere este un mecanism care transmite o sarcina
de cuplu de la cutia de viteze la roatd, asa cum se poate vedea in Figura 2.1. Pentru o mai buna
intelegere geometricd, sd ne uitdm in interior unde componentele unui astfel de mecanism sunt
prezentate in figura 2.2, care consta din:

(a) articulatia bol-colivie cu bile fixata asamblata cu roata masinii;

(b) axa arborelui intermediar;

(c) articulatia lalea-tripodda care permite glisarea axiala a tripodei in lalea si glisarea

asamblata n cutia de viteze.
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In figura 2.5 este prezentatid reprezentarea schematici a unui arbore planetar pentru
autovehicule rutiere in trei axe ale coordonatelor X1Y1Z; atasat la lalea, X.Y2Z> atasat la arborele
intermediar si X3Y3Z3 atasat la bol, avand urmatoarele miscari rigide:

e rotatie cu unghiul @1 al lalelei fata de X1, 1 =0... .mm;

e rotatie cu unghiul ¢z al arborelui intermediar fata de Xo, 2= 0... .n1m;

e rotatie cu unghiul @3 al bolului fatd de X3, 3 =0... .mm;

e rotatia relativa a axului longitudinal al arborelui intermediar (data de directia axului
X2) fata de directia longitudinala a lalelei (data de directia axului X1), cu f1 (unghiul
spatial dintre axele X1 si X2) fata de axul Z1, f1 fiind unghiul dintre directia lalelei si
directia longitudinald a axului intermediar, p1 = 0°... .15°;

e rotatia relativa a axului longitudinal al bolului (data de directia axului X3) la directia
longitudinala a arborelui intermediar (datd de directia axului X2), cu f£2 (unghiul
spatial dintre axele X> si X3) fata de axul Y», > fiind unghiul dintre directia arborelui
intermediar si directia longitudinald a bolului, f7 = 0°... .47°.

Pentru a calcula ecuatiile de miscare pentru un arbore planetar pentru autovehicule rutiere
folosind abordarea variationala a principiului lui Hamilton, este necesar sa se reduca momentul de
inertie al masei axiale al sectiunii transversale I, gy $i momentul geometric de inertie al sectiunii
transversale J, grpentru laleaua globala (axa lalelei si laleaua) in raport cu axa longitudinala a
arborelui intermediar Xz in centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar,
precum si momentul de inertie al masei axiale, sectiunea I, g $i momentul de inertie geometric
axial al sectiunii transversale [, g pentru bolul global (axa bolului si bolul) fati de axa
longitudinala a arborelui intermediar X> Tn centrul sectiunii transversale a pistei interioare fixata pe
arborele intermediar.

Calculele acestor momente masice de inertie axiale ale sectiunii transversale si momentele
geometrice axiale de inertie ale sectiunii transversale iau in considerare urmatoarele:

- unghiul g1 dintre X1 si Xz,

- distanta fatd de masa centrul axei lalelei la centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe
arborele intermediar,

- distanta de la centrul de masa al lalelei pana la centrul sectiunii transversale a tripodei fixat
pe arborele intermediar, unghiul g. intre Xz si X3 (rotatie fata de Zs paralel cu Z»),

- distanta de la centrul de masa al axei bolului pana la centrul sectiunii transversale a pistei
interioare fixata pe arbore intermediar si distanta de la centrul de masa al bolului pana la
centrul sectiunii transversale a pistei interioare fixata pe arborele intermediar.

In designul siu, laleaua globali consti din doui parti majore, clopotul lalelei si axul lalelei,
care au geometrie diferitd si, prin urmare, masa si momente geometrice de inertie diferite. Astfel,
se obtine cd momentul de inertie geometric axial al sectiunii transversale pentru laleua globala
Jx,¢r poate fi redus la axa longitudinald a arborelui intermediar in centrul sectiunii transversale a
tripodei fixat pe arborele intermediar si masa axiala.
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Momentul de inertie al sectiunii transversale pentru laleaua globala I, sy poate fi redus la

axa longitudinala a arborelui intermediar in centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe arborele
intermediar, dat de urmatoarele ecuatii:

(@)

o O O O

~on_ n |G

vo=O_ 0B 103
2 2, \p
szGT = ‘]sz +‘]><ZAT (3.1)
3, =0,5(Jyr + 3, )[1+C08° 3, + X €05 (24, )sin*3, | +S; (der )’ (3.2)
Jr—J
I Sk (3.3)
Ipr + 5
4 2
A =M(1+coszﬁl)+M(LT +0,5L,; )’ (3.4)
Loor = bor PLe + 1ar Pl 3.5)

unde:

Jir, Jor sunt momentele principale geometrice de inertie in raport cu sectiunea transversala
a lalelei in masa centrala a lalelei,

Jx, 7+ Jx,aT » momentul geometric de inertie al lalelei si momentul geometric de inertie al
axului lalelei redus la axa longitudinala a arborelui intermediar in centrul sectiunii
transversale al tripodei fixate pe arborele intermediar,

p este densitatea de masa in volum a materialului arborelui planetar pentru autovehicule
rutiere,

dcr este distanta dintre masa centrald a lalelei si centrul a tripodei,

St este sectiunea transversala a ariei lalelet,

Xnr este neuniformitatea momentelor geometrice de inertie in sectiunea transversala a
lalelei,

Lt este lungimea lalelei,

Lat este lungimea axa lalelei,

dar este diametrul axei lalelei

@ este unghiul de rotatie al lalelei n raport cu axa Xi.
In designul sau, bolul global este format din doud parti majore, clopotul bolului si axa

bolului, care au geometrie diferita si, prin urmare, masa si momente geometrice de inertie diferite.
In aceeasi maniera matematica se obtine /g, care este momentul de inertie geometric axial al

sectiunii transversale pentru bolul global redus la axa longitudinald a arborelui intermediar in
centroidul sectiunii transversale a pistei interioare fixatd pe arborele intermediar, la fel ca I, g,

momentul de inertie al masei axiale al sectiunii transversale pentru bolul global redus la fata de axa
longitudinald a arborelui intermediar in centrul sectiunii transversale a pistei interioare fixata pe
arborele intermediar, data de urmatoarele ecuatii:

‘]szB = ‘]sz + szAB (3.6)
J5=0,5(J15 +J,5)[ 1+€0S” 3, + X 5005 (200, ) sin* 3, |+ S, (des )’ (3.7)
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_ ‘]15 — st

s = (3.8)
° JlB + JZB
4 2
s = M(u coszﬁl)+M(LB +0,5L,4 )’ (3.9)
lce = LePls + 1 aePlas (3.10)

unde:

- Jip, Jopsunt momentele geometrice principale de inertie in raport cu sectiunea
transversala a bolului in masa centrala a bolului;

- Jx,B: Jx,ap sunt momentul geometric de inertie al bolului si momentul geometric
de inertie al axei bolului redus la axa longitudinala a arborelui median in centrul
sectiunii transversale a pistei interioare fixata, respectiv, pe arborele intermediar;

- p este densitatea de masa in volum a materialului arborelui planetar;

- dp este distanta dintre masa centrala a bolului si centrul cursei interioare;

- Sy este sectiunea transversala a zonei bolului;

- Xpp este neuniformitatea momentelor geometrice de inertie 1n sectiunea
transversala a bolului (vezi Figura 3.4);

- Lp este lungimea bolului;

- Lyp este lungimea axei bolului;

- dyp este diametrul axei bolului;

- (o3 este unghiul de rotatie al lalelei fatd de axa Xa.

Dupa cum se poate observa analizand ecuatiile (3.1) — (3.10), momentul de inertie axial

geometric al sectiunii transversale [, gr, pentru lalea globald, si momentul de inertie axial
geometric al sectiunii transversale J, g, pentru bolul global, ambele sunt reduse la axa
longitudinald mediana a arborelui X2, sunt functii care contin efectele o:

©)
©)

o O O O O

unghiul de rasucire al lalelei ¢4 precum si unghiul de rasucire al bolului ¢35,
neuniformitatea momentelor geometrice de inertie a sectiunii transversale atat pentru lalea,
cat si pentru bol X, s1 X,

unghiul dintre directia longitudinalda a lalelei si directia longitudinald a arborelui
intermediar f1,

unghiul dintre directia longitudinald a arborelui intermediar si directia longitudinald a
bolului 2,

lungimea lalelei si lungimea bolului, pozitia centrului de masa al axei lalelei si a lalelei fata
de centrul tripodei,

pozitia centrului de masa al axei bolului si al bolului fata de centrul cursei interioare,
momentele geometrice principale de inertie ale sectiunii transversale pentru lalea /17, /o7,
momentele geometrice principale de inertie ale sectiunii transversale pentru bolul J;5, /55,
d,r diametrul axei lalelei,

d,p diametrul axei bolului.
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Modelul fizic pentru vibratiile de torsiune ale arborelui planetar este prezentat in Figura 3.6.
Modelul de fata considera ca laleaua si bolul au miscari de torsiune a corpului rigid, prin unghiurile
de rasucire ¢, si @3, care sunt functii de timp @; = @4 @ Sl 3= @3 @, in timp ce arborele
intermediar are un unghi de rasucire ¢, care este o functie @, = ¢, () a pozitiei (spatiului) in
directia longitudinala a arborelui intermediar, unde x € [0, Lwms], Lms fiind lungimea arborelui
intermediar al arborelui planetar al autovehiculului si timpul t.

fﬁ'-fur lorus T fﬁa-fus

K1, o

M,

Fig. 3.6 Model fizic pentru vibratiile de torsiune ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere [B.G.26]

Efectul neuniformitatii pentru izometria geometricd si cinematica a arborelui planetar
[B.G.1 - B.G.18], este dat de ecuatiile:

?,(0,t)=0,(t)+ ZRF tanftan® == by cos(3qo1( ) (3.11)
Ms
RirB 2 ﬂl

?s (t) =P, (LMs,t ) + oL tang,tan 005(3% ( Ms,t)) (3.12)

Ms
unde Ry, este raza articulatiei lalea-tripoda §i R;,p este raza interioara a articulatiei bol de
unde rezulta:

99, (0,t) - r Ry
%_%( t)=-1 5(01( );T_;S 2[;5 tanAtan? 'Blsln(Bgol( t)) (3.13)
és(t)—M—AS 995 (Lus-t) R tang,tan” =2 3 5|n(3(p2( vert)) (3.14)

T T

Ecuatiile (3.11) - (3.14) introduc 1n acest model efectul neuniformitatii pentru izometria
geometrica si cinematica a arborelui planetar. Modelul prezentat este alcatuit din trei elemente
diferite, lalea articulata prin articulatia lalelea-tripoda de arborele intermediar, arbore intermediar
si articulatia bolului (montatd la capatul din dreapta al arborelui intermediar), fiind descris la
torsiune dinamica astfel:

1. lalea In miscarea corpului rigid de torsiune redusa la axa longitudinala de torsiune a
arborelui intermediar, avand o rigiditate globala la torsiune K;.r, un coeficient global de amortizare
la torsiune c;¢r, un moment de inertie geometric axial al sectiunii transversale pentru lalea globala
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Jx,¢rredus la longitudinala longitudinald axa arborelui intermediar in centrul sectiunii transversale

a tripodei fixata pe arborele intermediar (vezi ecuatia (3.1)), un moment de inertie al masei axiale

a sectiunii transversale pentru lalea globala I, 7 redus la axa longitudinald a arborelui intermediar

in centroidul sectiunii transversale a trepiedului fixat pe arborele intermediar (vezi ecuatia (3.5)),

unde K;gr si cqqr sunt date de ecuatiile:
GJ

— Kiar Kir K = RAT K — %l

GT — » NaAT
KtAT + KIT AT LT

2A
O S (3.15)
tGT ,—472_2 N Aé ] tGTl a1

unde:

o K,,r este rigiditatea axului lalelei redusa la axa longitudinald a arborelui intermediar Tn

centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar,

o K,r este rigiditatea clopotului lalelei redusa la axa longitudinald a arborelui intermediar,
arbore intermediar in centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar,
L este lungimea clopotului lalelei,

L4 este lungimea axului lalelei,
G este modulul de forfecare
Ay este decrementul logaritmic al torsiunii libere - vibratiile lalelei globale (2A;7= 0,001
...0,2) [B.G.24;B.G.32].
2.Articulatia lalea-tripoda in torsiune realizeaza legatura dintre lalea si arborele intermediar
prin rigiditatea la torsiune K,y si coeficientul de torsiune de amortizare c;rr;

3. Arborele intermediar uniform (vezi figurile 3.2, 3.4 si 3.5) in torsiune avand, lax =0, o
tripoda (vezi figura 3.4) fixata pe arborele intermediar cu momentul de inertie al masei axiale
al sectiunii transversale Iyq,,, (axa arborelui median inclusa pe grosimea tripodei) si momentul

o O O O

de inertie axial geometric al sectiunii transversale a tripodei J,,.. i (axa intermediard inclusd
pe grosimea tripodei), iar la X = Lwms, o cale interioara (vezi Figura 3.5) fixatd pe arbore
intermediar cu momentul de inertie al masei axiale a sectiunii transversale I, . (axa arborelui
intermediar inclusd pe grosimea pistei interioare) si momentul axial geometric de inertie a
sectiunii transversale Jy, = (axa arborelui intermediar inclusd pe grosimea pistei interioare),
datd de ecuatiile:

lo1ms = ‘]sz, ol = (‘JlTr +don )IOLTr (3.16)

lo2ms =‘]x2Ir oLy =(‘]1Ir +‘J2|r)pL|r (3.17)
unde,

o Jirr» Jorr sunt principalele momente geometrice de inertie in sectiunea transversala a
tripodei, axa arborelui intermediar inclusa pe grosimea trepiedului,

o Jimr J21r sunt principalele momente geometrice de inertie n sectiunea transversald a pistei
interioare, axa arborelui intermediar inclus pe grosimea pistei interioare,

O Jx2,, €ste momentul de inertie axial geometric al tripodei (axa arborelui intermediar inclusa
pe grosimea trepiedului),
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O Jxz,,este momentul de inertie axial geometric al pistei interioare (axa arborelui

intermediar inclusa pe grosimea tripodei, grosimea liniei interioare),
o Ly, este grosimea tripodei,
o L, este grosimea pistei interioare (a nucii);

4. articulatia bolului in torsiune care realizeaza legatura dintre bol si arborele intermediar
prin rigiditatea torsionald kir si coeficientul de amortizare la torsiune cair;

5.bolul, in miscare rigida de torsiune a corpului redus la axul longitudinal torsional al
arborelui intermediar, are rigiditate globala la torsiune ktcs, un coeficient global de amortizare
la torsiune cts, un moment polar de inertie geometric al sectiunii transversale redus la axul
longitudinal al arborelui intermediar J,,, , un moment de inertie mecanic al sectiunii
transversale redus la axul longitudinal al arborelui intermediar I, 5.

_ KtAB KtB Ko = GJXZAB K. = GJXzB
tAT —

o = ———E _ HAB =—2".c — 2A¢ k
t ’ r T 7 MGT \/ tGBI,,
B+Kyg Las L, 4/47r2 +AL

k (3.18)
unde:

o Kygeste rigiditatea axului bolului redusa la axa longitudinala a arborelui intermediar Tn

centrul sectiunii transversale a pistei interioare fixata pe arbore intermediar,

o K,p este rigiditatea clopotului bolului redusa la axa longitudinala a arborele intermediar
in centrul sectiunii transversale a pistei interioare fixata pe arborele intermediar,
Lg este lungimea clopotului bolului,
L, este lungimea axului bolului,
G este modulul de forfecare
A;p decrementul logaritmic al torsiunii libere vibratii ale bolului global (Azg = 0,001-
0,15) [B.G.24 - B.G.25].
Din cutia de viteze, arborele planetar pentru autovehicule rutiere (vezi figurile 3.1 si 3.6) primeste
cuplu de la motor, care este dat de ecuatia (3.2) (p. 361).

o O O O

Mgs =M, [1+ X cos(nQ,t) [,ne N (3.19)
Q, =" 3.20
=730 (3.20)

unde:
o ye este neuniformitatea cuplului motor, fiind in intervalul 0,980-1,020 [B.C.3.1] (p. 363);
o M, este amplitudinea cuplului motor in Nm;
o mn, este viteza de rotatie (unghiul de vitezad) a manivelei arborele motorului n rot/min.
Cuplul indus de roata este de tip impulsiv moderat si poate fi considerat sub forma matematica:

My =M, [1+q,t%e ! | (3.21)
unde:

o My este cuplul de aderenta [B.G.5] (p. 130),
o My, expresia socului de torsiune generata de interactiunea pneu-calea de rulare;
o CI1 ’ i = ﬁla

23



o 0, >0,,0, 21.1 sunt constante experimentale in functie de tipul de soc aplicat la roata
de excitatia drumului [B.G.17].
Pentru modelul vibratiilor de torsiune ale arborelui motor prezentat in Figura 3.6, utilizarea
abordarii variationale a principiului generalizat Hamilton [B.C.3.23] (pp. 272—-295) conduce:

4
S[(Im-T-W)dt =0 (3.22)
t
unde, 77 - energia de deformare a modelului pentru arborele planetar al automobilului (vezi Figura
3.6), inclusiv arcurile de torsiune si amortizoarele de torsiune, este datd de ecuatia generalizatd
(3.23) (p. 274), [B.G.25] (pp. 610-613):

2 2 2

10 0 1 . 2 2p,(0,t) - « 09, Lyt .

HZE IGJXZMS( 6%] dX+E[CIGT((p1) + Cirr (%_% + Cair (pa_% +CtGB((P3)2 +
0 X X X

(3.23)

1
+§|:KtGT¢12 + KtTT ((/’2 (O,t) - (/’1)2 + KtBIr ((/’3 - ¢72(LMslt))2 + KtGB¢32:|

unde:
o Lys este lungimea arborelui intermediar,
o Jx;Ms este momentul de inertie axial geometric al sectiunii transversale a arborelui
intermediar fata de axa longitudinala X» data de ecuatiile:

zd?
IX,M, =M 3.24
M, =72 (324
4 _ .4
VR 529

unde arborele intermediar este considerat ca avand o sectiune transversala circulara sau o sectiune
uniforma tubulara cu diametrul dvs pentru sectiunea transversala circulara sau diametrele dewms, dims
pentru sectiunea transversald tubulara. La ecuatia (3.23) s-a adaugat si functia generalizata de
disipare a lui Rayleigh [B.G.25] (p. 611) specificd formularilor matematice ale abordarii
generalizate Euler-Lagrange, datorita prezentei in modelul vibratiilor de torsiune a amortizorului,

dand ecuatia:
2 op,(0,) .Y
Cior ((pl) +Crr [ : ( ) - (01] +

0

0 xt) . 1 X
A=(¢17 (026( )7(03925

(3.26)

2
oo, (L.t © 2
%(6 R )] +Cyp (95)

X

+Ceair (?"3 -

Energia cinetica a modelului pentru arborele planetar al automobilului, vazuta in Figura 6, este data
de ecuatia generalizata (3.23) (p. 274), [B.G.25] (p. 719):

) 2, 0

1 0, (Lt "2
+EI02MS[%j +|ch5(¢’1)

X

2 2
15 ) 1 21 0p,(0,t)
T=E j pJXzMs[ %J dX+EIXZGT(¢1) +§|01Ms[ 2( _)_¢’1] +

. (3.27)
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Lucrul mecanic efectuat de cuplurile externe poate fi exprimata ca:
:_T [MGB]A X)+[My JA(X= Ly )@, (X1)

[Mgz ], (0.1) +[My, ] @, (L 1)

unde A(x) este functia lui Dirac si ¢,(0,t), ¢,(Lys t) sunt date de ecuatiile (3.11) si (3.12) ca
functii ale lui ¢, (t) si @5 (1).

Dupa mai multe manipuldri matematice care includ integrarea pe parti, se obtine sistemul
neliniar cu derivate partiale de gradul doi:

(3.28)

Xoer (1) 9o+ [CtGT +3Crr ArTrSin(B(pl)](Dl"_ [KtGT — K ATTrCOS(S(pl)](pl - (3.29)
=M, [1+ X, cos(nQ,t)](1-3A,sin(EBe,))
’p, >,
IX,Mg =GIX,M; —2% 3.30
PIX; o2 o2 ( )
1X,05 (2,) @5+ [CtGB + 3Cyrr ATTrSin(3¢3)](p3+ [KtGB — K ArTrCOS(3¢3)]¢3 = (3.31)

=My |:1+ g;t*e— qzt](l_ 3AgSin(3¢, ))
unde constantele Artr si Agir sunt date de ecuatiile [B.G.1]:

A, =05 TTT’ tangtan’® ﬁ (3.32)
Ms
A, =0,5 TB” tan/?ltan2 'B L (3.33)
Ms
si conditiile la limita sunt:
o%p, (0,t i '
lo1ms % —3Crr A SINEB @) @ + K Arp cos (3¢ ), —
(3.34)
o%p, (0.t
—aam, 2200 ¢ a0
ot
%@, (Lt . '
lo2ms % + 3Cgir Apir SINEB ;) @3 — K Ag, COS(3 ;) 3 —
(3.35)

%@, (Lt
—GJXZMS%ZO atx = L

2 ! Ms

Sistemul dat de ecuatiile (3.29)—(3.31) impreuna cu conditiile la limita (3.34) si (3.35)
reprezinta comportamentul dinamic neliniar al unui arbore planetar auto in torsiune sub o excitatie
armonicad de intrare care apare datorita modulatiei motorului masinii si neuniformitatile transferului
de sarcind de cuplu de la motor la arborele planetar prin cutia de viteze auto, in plus fata de o
sarcind de cuplu reactiva de tip impulsiv indusa in roatd de excitatiile rutiere. Analizand ecuatiile
(3.29)—(3.35), se poate remarca ca ecuatiile (3.29)—(3.31) sunt ecuatiile de vibratii parametrice
fortate pentru lalea si pentru bolul in torsiune care sunt ecuatii generalizate neliniare fortate
Mathieu—Hill. Ecuatia (3.30) este o ecuatie cu derivate partiale pentru vibratiile de torsiune ale
unui arbore uniform, iar ecuatiile (3.34) si (3.35) reprezinta legatura dintre vibratiile de torsiune
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ale elementelor arborelui planetar al autovehiculului laleaua arborelui-bol prin rigiditate si
arbore intermediar.
Se considera
G nc
1rljcos(a)nt—@m),c: /—,a)n =TI n=1,2,3.. (3.36)
P Lvs
unde:
o ®,, este amplitudinea;

amortizarea articulatiilor lalea—tripoda—arbore intermediar si bol—colivie cu bile—cursa interioara—
?, () Z:CI)2n cos(
0 04,50 0,,sunt unghiurile de faza pentru solutia generala ¢, (x, t));

o w, este frecventa naturala libera a vibratiilor de torsiune ale arborelui intermediar. Din
conditia la limita (3.34), folosind ecuatia (3.36) rezulta

2 2
T (0) +GIX,M GAACY.

—3Crr A SiN(3¢2,) (P1+ Kerr A C0S(3¢) @, = — gy o2 ot
) o, L, o, L,

:ZCDZn Lo @ cos| /% -0, |-GJIXx,M; —-sin —S—®1n cos(m,t-0,).atx=L,, (3.37)
: c c c

Tntr-o maniera matematica similara din conditia la limita (3.35), folosind ecuatia (3.36) rezulta:

. . 0°p, (Ly,.t %, (0,t

3Ceair Aeir SINBY;) 03— Kig,, Ag ,COS(3003) 0, = mm%_G‘]szs % =

=> 0, { | gy @ COS (a)”—LMS -0, j -GJIX,M,  sin (w”—LMS -0, ﬂ cos(w,t—0,,),atx = L, (3.38)
£ c c c

Introducerea ecuatiei (3.37) 1n ecuatia (3.29) rezulta:

Xoor () @ot Cr 05+ Koy =M M, [1+ X, cos(nQ,t) |(1-3A,sin(3¢,)) +
+ Z(Dm {IOlMsa)f cos @, +GIx,M, %Siﬂ@ln}cos(a)nt -0,,) (3.39)

iar ecuatia (3.39) este impartita la functia Ix,¢r( @,) pentru a se obtine:

— 1+ a,cos2 c = 1+ a,cos2
o+ 2C_>1Ql % A o+ le % A
(1+a,c052¢, ) (1+ X57,C052¢; ) (1+a,c052¢, ) (1+ X&7,COS2¢0;

M, 1+ X,cos(nQt)

=—2° 1-3A,sin(3¢, )+
Xoor 1+ XgrnCOSQY ( A ((01)

)(Plz

(3.40)
+Z(I)2n|: 01Ms ; Cos®1n+%&sin® i|COS(a)nt ®2n)
Yoot Xoer  C (1+ XGTnC052§01)
,h=1,23...,
unde:

o Ix,sreste momentul de inertie al masei lalelei globale in raport cu axa longitudinala de
torsiune X; a lalelei globale pentru unghiul 1 = Oc,

26



O Xgrn ©ste neuniformitatea globala a lalelet,
(1 este raportul de amortizare al lalelei globale,
Q, este frecventa naturald de torsiune a lalelei globale in functie de unghiul p1 , datd de
ecuatie.
r 1%
1 Pour Plar

Q=2 Paer (3.41)

2
L -
1+ [L/:Tj ( X7 9%, a7 AL AT )_1

Toti termenii din partea dreapta sunt termeni de excitatie datorati urmatoarelor fenomene:
articulatia lalea-tripoda-arborele intermediar al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere care
este quasi-izometrica pentru viteza unghiulara ¢, [B.G.1 - B.G.18] efectul de sarcinile de torsiune
induse, cum ar fi momentul de intrare armonic din cutia de viteze [B.C.3.1] (p. 360), efectul
neuniformitatii asupra momentului de inertie axial al articulatiei lalea-tripoda-arborele intermediar
al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere care variaza cu unghiul ¢4, efectul neuniformitatii
asupra momentului de inertie axial al lalelei globale care variaza cu unghiul ¢, efectul unghiului
f1 dintre axa globala a lalelei si axa arborelui median si efectul rigiditatii la torsiune precum si
amortizarii la torsiune asupra articulatiei lalea-tripoda-arborele intermediar al arborelui planetar
pentru autovehicule rutiere care sunt functii ale unghiului ¢; .

Coeficientii a1, a2 si neuniformitatea globald a lalelei x;7, sunt prezentati In Anexa A.
Introducand ecuatia (3.38) in ecuatia (3.31) rezulta:

IX,05 (923) @5+ Cigr @3+ Kigr 95=

Y o [1+ Gt e —q,t |(1-3Ay,sin(3p, ) - M, [1+ X, cos (nQ,t) | (1-3A,sin(3¢, ) +

L (ol
Yo, {IOlMSa)ﬁ cos(% _ ®1nj—GJx2MS % sm[%—@mﬂcos(wnt ~0,) (342

iar ecuatia (41) este impartita la functia Ix,¢p ( @,)pentru a obtine:

1+a,cos2¢, =, 1+a,cos2¢,
Pst
(1+a,c052¢; ) (1+ X3,C0S2¢0, )

® (1+2,c0820, ) (1+ X51,C0S2¢2, ) %=

Pt 2(;3(_)3 \/

M., [1+ g.t*e— qzt]

- 1-3 sin(3 +
IX,8 (1+ XGBnCOSZ¢3)( AgirSIN(3 g, ))

I cos(w,t—0,,)
-1 n ) 01Ms .2 ® ® n 2n ,
+Zn:( ) 3 |: IXz6r “h 03B Xoer € e (1+ XGTnCOSZ(Pl)

=1,2,3... (3.43)

unde:
o Ix,gp este momentul de inertie al masei in raport cu axa longitudinald de torsiune X2 a
bolului global pentru unghiul B2 = 0°,
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o Xgpn €Ste neuniformitatea bolului global (vezi Anexa A),
(3 este raportul de amortizare al bolului global (vezi Anexa A),

o Qs este frecventa naturala de torsiune a bolului global in functie de unghiul 2 , dat de
ecuatie

- 1%
1— e Plns

Q== Yacr (3.44)

Ly L 2
1+ [LABJ ( IXZGB|‘]X2ABPLAB ) -1

B

iar toti termenii din partea dreaptd sunt termeni de excitatie datorati articulatiei bol — cursa
interioara — arbore intermediar al arborelui planetar care este quasi izometric pentru viteza
unghiularda ¢4 [B.G.1-B.G.18], efectul momentului de reactie impulsiv de la roti [B.G.17], efectul
neuniformitatii asupra momentului de inertie axial al imbindrii care variaza cu unghiul ¢, efectul
neuniformitdtii asupra momentului de inertie axial al bolului global care variaza cu unghiul ¢,
efectul unghiul B2 dintre axa globald a bolului si axa mijlocului arborelui si efectul rigiditatii la
torsiune, precum si amortizarea la torsiune pentru bolul de imbinare — cursa interioara — arborele
intermediar al arborelui planetar care sunt functii ale unghiului ¢5. Coeficientii a3, as si
neuniformitatea globala a lalelei x;py,.

Sistemul de ecuatii (3.40) si (3.43) este o forma generalizata de sistem de ecuatii neliniare
Mathieu—Hill care sunt legate datoritd termenului de excitatie cos (w, t) = On) si ecuatiile cuplate
(3.11)—(3.14) generate de solutia generala data de ecuatia (3.36) la x = 0 si la x = Lms. Expresia
matematica a sistemului de ecuatii (3.40) si (3.43) indica, datorita prezentei termenilor parametrici
neliniari in partea stanga a ecuatiilor si prezentei termenilor de excitatie neliniari in partea dreapta
a ecuatiilor, manifestare a:

o rezonantelor primare pentru frecventele de excitatie:
n=Q,n~Q, [B.G.17], (p. 196)
o rezonantelor super armonice pentru frecventele de excitatie:
n=kQ,n~k,Q,.k, k, numere intregi pozitive [B.G.16], (p. 214),
o rezonantelor parametrice principale pentru frecventele de excitatie
N=20,n =205 15 6 16], (p. 425)
o rezonantelor combinate pentru frecventele de excitatie
n=Q,+Q,m~Q,-Q [B.G.16], (pp. 202, 430),
o rezonantelor simultane pentru frecventele de excitatie

_ 1=
n=zkQ, = EQ?’ k, numar intreg pozitiv [B.G.16], (p. 188),

o rezonantelor interne pentru k,Q, ' k,Q3, cu ki, ko, numere intregi pozitive [B.G.16], (p.
381), n fiind frecventa de excitatie. Dupd cum se poate observa, acest model pentru
vibratiile fortate de torsiune ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere oferd o
posibilitate uriasa de investigare.
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Dupa cum s-a mentionat deja mai sus, unul dintre cele mai importante cazuri rezonante ale
arborilor planetari pentru autovehicule rutiere este rezonanta parametrica principala [B.G.12-
B.G.13] si [B.G.16] (p. 425), iar pentru aceastd lucrare, autorii au decis sd investigheze
amplitudinea torsiunii fortate. vibratii parametrice neliniare pentru rezonanta parametricd
principala a lalelei globale bazate pe ecuatia (3.40) ca studiu de caz. Datele experimentale pentru
acest studiu de caz sunt prezentate in literatura de specialitate de catre Steinwede [B.G.14] (pp. 69-
144). Studiul a luat Tn considerare o Tmbinare lalea-trepied avand caracteristicile geometrice ale
unui moment geometric de inertie si neuniformitatea momentelor geometrice de inertie, asa cum
sunt prezentate in tabelul 1, pentru arborele planetar al unui SUV greu cu lalea, lalea-tripoda, arbore
intermediar si bol — colivie cu bile — imbinari interioare de cursa. Comparand aceste caracteristici
geometrice prezentate cu cele considerate de Steinwede [B.G.14] (p. 111), se poate concluziona ca
exista acord. Folosind software-ul AUTOCAD, Jit, Jot si ynr au fost calculate pe baza
caracteristicilor geometrice directe (L, Lat, Lms, RrTr, daT, decT, ST) $i a geometriei generale a
lalelei globale.

Tabelul 3.1. Caracteristicile geometriei unei imbinari lalea-tripoda

Lt Lat Lms Rrrr | dat det St 0.5(Jit+J2t) | Xnt
M [[m] [[m] [[m] |[m] [[m] |[[m’] |[m*]
0.095 |0.065 |0.470 |0.035 |0.027 |0.049 |0.019 |9.1531x107 [0.15

Tn tabelul 3.2 sunt prezentate proprietitile fizice ale materialului imbinarii lalea-tripoda si
lalea globala precum si amplitudinea cuplului maxim transmis de motorul masinii, avand in vedere
ca materialul este otel-fontd. Comparand aceste proprietati ale materialelor prezentate cu cele
considerate de Steinwede [B.G.14] (p. 112), se poate concluziona ca ele sunt in foarte stransa
legdtura.

Tabelul 3.2. Proprietitile materiale ale articulatiei lalele-trepied si ale lalelei globale. Sarcina cuplului

P G Rigitate la torsiune G Cuplul motor
[kg/m?] [kg/m?] [Nm/rad]
7850 77.3 1.11 x 104 0.0016-0.0318 580

Folosind datele prezentate n tabelele 3.1 si 3.2 din ecuatia (3.41), variatia in Qa, frecventa
naturala de torsiune a lalelei globale, a fost calculata in functie de unghiul 1 folosind software-ul
MATLAB. Datele sunt prezentate in figurile 3.7 si 3.8.
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Comparand aceste rezultate teoretice cu cele prezentate in literatura de specialitate [B.G.14]
(pp. 119, 125, 138, 139), se poate concluziona ca exista acordul modelului cu datele experimentale.
Pentru a calcula amplitudinea vibratiilor parametrice neliniare de torsiune fortatd in regiunea
rezonantei parametrice principale a fost utilizata metoda echilibrului armonic [B.C.3.3], pentru
ecuatia (3.40) 1n cautarea solutiei date de ecuatie.

[B.G.26]

o (t)= acos%t, @, =+/a’ +b’ (3.45)

unde n=2Q1(0) este frecventa de excitatie si @1 este amplitudinea vibratiei la starea stationara in
regiunea rezonantei parametrice principale pentru lalea globald. Metoda este foarte eficienta si da
rezultate bune, asa cum se mentioneaza in [B.C.3.4], fiind chiar si acum dupd jumatate de secol o
metoda aplicata. Inainte de a introduce ecuatia (3.45) in ecuatia (3.40), este necesar sa se efectueze
cateva manipulari matematice ale ecuatiei (3.40), cum ar fi dezvoltarea, in seria Maclaurin, a
urmatoarelor functii in jurul valorii 0:

cos2¢p, =1-2¢} (3.46)
sin3p, =3¢, —4,5¢, (3.47)

\/( 1+ 48,0050, = JA+ \/B—l_%(aﬂ/— +Xero B, )1- 297 (3.48)

1+a,c052¢, ) (1+ X41,C052¢2,
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unde termenii A; si B1 sunt exprimati in Anexa A. Introducand acum solutia data de ecuatia (3.45)

. . A o nt) . . (nt . <
in ecuatia (3.40) si echilibrand termenii in COS(EJ s Sln(—] necunoscutele a si b rezulta

sistemul de ecuatii:

a{ A By D }rb[al—azy]{%}—o

1+a,y  1+XgmY Z_Ql 2Q,
(3.49)
a[-a, +a,Y] |+ A LBy - |=0
2Q, 1+ay  1+XgrY 2Q,
unde y este o variabild in schimbare a amplitudinii necunoscute @1 exprimata prin relatie
y=1-207 (3.50)
unde termenul y este participarea excitatiei motorului datd de ecuatie
M,
y=— (3.51)
I X,GT

iar termenii o $i o2 sunt prezentati in Anexa A, In timp ce termenii de ordin superior sunt neglijati
n aproximarea de ordinul intai [B.G.16] (pp. 425-426), [B.C.3.3] (pp. 63-68). Asigurand o solutie
netriviald a sistemului ecuatiei (3.49) rezultd urmatoarea ecuatie, datad prin setarea determinantului
sistemului (3.49) la zero:

2 2

A | Bty —L} +[a1—a2y]{%] =0 (3.52)
Iray I+xny 20 20

Ecuatia (3.52) poate fi transformata intr-o ecuatie algebrica bi-sextica in necunoscutul y
LY+ 00y + Ty +| T+ |y +| T +T50° + 107 |y +
T 4T+ T |y 44T + T 4T =0

(3.53)

Unde, n =n2C este frecventa de excitatie adimensionala in regiunea rezonantei parametrice
principale, iar termenii I'1 pand la ['14 sunt prezentati in Anexa A.

Amplitudinea vibratiilor parametrice neliniare de torsiune fortata in regiunea parametrilor
principali de rezonanta pentru lalea globald, in functie de frecventa de excitatie adimensionald, este
datd de ecuatie:

(3.54)

unde y reprezinta solutia ecuatiei (3.53).

Ecuatiile (3.53) si (3.54) au fost utilizate impreund cu toti termenii exprimati in Anexa A
pentru a dezvolta software-ul MATLAB pentru calcularea amplitudinii vibratiilor parametrice
neliniare de torsiune fortata in regiunea rezonantei parametrice principale pentru laleaua globald
pentru starea de echilibru a vibratiilor de torsiune ale arborelui planetar al automobilului.
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In aceeasi maniera matematica, amplitudinea ®3 a vibratiilor parametrice neliniare de
torsiune fortatda pentru bolul global poate fi calculatd in functie de frecventa de excitatie
adimensionala n = 12Q3 in regiunea rezonantei parametrice principale n = 2Q3 pentru vibratiile de
torsiune in regim de echilibru ale arborelui planetar al autovehiculului.

Primele rezultate obtinute sunt reprezentate de frecventa naturald de torsiune a arborelui
intermediar datd de ecuatia modificata (3.36).

on n |G
v =—=—— [—,n=12,3...

Folosind aceasta ecuatie, primele trei frecvente naturale pentru arborele intermediar sunt prezentate
n Tabelul 3.

Tabelul 3.3. Primele trei frecvente naturale in torsiunea arborelui intermediar

Intrare 1 2 3
Va [Hz] 3338.31 6676.63 10014.94
Ecuatia (3.55) se conformeaza fara indoiala cu datele experimentale [B.C.3.23] (p. 281).

Acest lucru este, de asemenea, Tn conformitate cu experimentele lui Steinwede care impun o
investigare a vibratiei fortate de torsiune a unui arbore planetar in intervalul 1-15 kHz [B.G.14] (p.
119). Celelalte studii din literatura de specialitate au constatat, prin experimente, ca intervalul de
frecvente naturale libere in torsiunea arborelui planetar [B.G.22] in intervalul 131-906 Hz sunt, de
fapt, frecvente subarmonice, care au ca rezultat intelegerea gresitd a fenomenelor dinamice ale
arborele planetar pentru autovehicule rutiere.

Din analizele din figurile 3.7 si 3.8, variatia frecventei naturale de torsiune a lalelei globale
este limitata la frecventa naturala de torsiune a arborelui intermediar fiind in intervalul 3020-3052
Hz (vezi Figura 3.7) si frecventa naturala adimensionala in torsiunea lalelei globale este in
intervalul 1,009-1,0198. Din pacate, nu existd experimente publicate care s investigheze frecventa
naturald libera in torsiune doar pentru lalea globala.

In figurile 3.9-3.14 este prezentati variatia amplitudinii adimensionale pentru vibratia
parametrica neliniard de torsiune fortatd in regiunea rezonantei parametrice principale pentru lalea
globala, aceasta fiind in jur de 5,985 kHz. Amplitudinea adimensionala prezentatd in graficele din
figurile 3.9-3.14 reprezinta amplitudinea normalizatd in raport cu valoarea sa maxima pentru 1 =
50,1 =0,0016, ynt = 0,15. Analizand figurile 3.9-3.14, se poate remarca ca pentru unele cazuri
avem o manifestare de ,,arcuri slabe” cu doua ramuri pentru n < 1,8Q(0) care indica prezenta
interactiunii intre rezonanta parametrica principald si rezonanta primard, in timp ce pentru n >
1.8Q1(0), exista doar o ramura tip ,,arcuri dure”, ceea ce indica manifestarea rezonantei parametrice
principale pure pentru laleaua globala [B.C.3.5] (pp. 132-160). Aspectul evidentiat de figurile 3.9
3.11 este ca odata cu cresterea unghiului f1, valoarea maxima a amplitudinii adimensionale scade
de la 1 la 0,35. Acest aspect este de acord cu datele experimentale din literatura de specialitate
[B.G.14] (pp. 130-144). Figurile 3.11-3.14 indica faptul ca, pentru un unghi f1 = 15¢ = const.,
cresterea raportului de amortizare (1 Tn intervalul 0,008-0,0318 induce o scadere a amplitudinii
maxime adimensionale de la 0,35 la 0,22 si, astfel, putem concluzionam ca modelul este mult mai
sensibil la variatia geometrica a arborelui planetar decét la efectele de amortizare.
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Prin experimente, Steinwede a demonstrat ca comportamentul dinamic parametric neliniar
al arborilor planetari este ca cel al sistemelor cu angrenaje [B.G.14] (p. 117), si de aceea observam
fenomene similare de pitting in interiorul lalelei si in bolul articulatiilor lalea—tripoda si bol—colivie
cu bile—nuca interioara [B.G.14] (pp. 88-94). Mai mult, se poate observa din figurile 3.11-3.14
cresterea raportului de amortizare (1 Tn intervalul 0,008-0,0318 induce o crestere intre ramurile
amplitudinii pentru ambele zone de ,,arc moale” si ,,arc dur”, fiind o manifestare a multiplelor
,,salturi” dintre ramurile de amplitudine, unde se stie ca ramura inferioara este de obicei instabila,
in timp ce ramura superioara este stabila [B.G.16] (pp. 426-429), [B.C.3.5] (pp. 132-160) . Acest
aspect va ,,conduce” la un comportament dinamic printr-o dinamica haotica care are, ca efect
practic, un efect de accelerare asupra fenomenelor de pitting, asa cum a mentionat Steinwede
[B.G.14] (pp. 88-94), sau, in cel mai rau caz, are ca rezultat manifestarea fisurilor urmata de
cedarea (ruperea) lalelei globale [B.G.14] (p. 89).

Din pacate, nu exista studii publicate care sa analizeze, in detaliu, comportamentul dinamic
al fiecarui element al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere: lalea, lalea globala, bol, bol
global si arbore intermediar, in afard de [B.G.14], unde toate studiile au analizat comportamentul
dinamic global al arborelui planetar al automobilului. Chiar si asa, exista o confuzie uriasa in ceea
ce priveste interpretarea datelor experimentale din cauza neintelegerii unor fenomene globale
neliniare specifice, cum ar fi in [B.G.22].
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Fig. 3.9 Amplitudine adimensionala pentru B1 = 5, {1 = 0,0016, ¥t = 0,15. [B.G.26]
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Fig. 3.10 Amplitudine nondimensionala pentru ;1 = 10°, £; = 0,0016, 7t = 0,15. [B.G.26]
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Fig. 3.11 Amplitudine adimensionala pentru B; = 15°, {1 = 0,0016, y»r = 0,15. [B.G.26]
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Fig. 3.12 Amplitudine adimensionald pentru B; = 15°, {; = 0,008, ¢t = 0,15 [B.G.26]
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Fig. 3.13 Amplitudine nondimensionala pentru 1 = 15°, {1=0,0159, ynt = 0,15 [B.G.26]

35



0.22 : T T T T T

o
ie]
T
|

o
—
(o]
T
I

o
—_
[=>]
T
1

=
-
S
T
Il

e
-
T

0.08 |

0.06

004 ° '*-——-..,___7___7__“_ — J

Nondimensional amplitude of nonlinear parametric vibrations
(=]
—
WV ]
T
Il

0.02 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Excitation frequency[Hz]

Fig. 3.14 Amplitudine adimensionalad pentru 1 = 15°, {1 = 0,0318, 7 = 0,15 [B.G.26]

Investigatia de fata introduce un model complex pentru vibratiile de torsiune ale arborelui
planetar pentru autovehicule rutiere, model care ia Tn considerare majoritatea fenomenelor
observate in practica industriald si exploatarea masinilor precum:

- neuniformitatea izometriei geometrice si cinematice a arborelui planetar;

- neuniformitatea momentelor de inertie geometrice si de masa ale sectiunii transversale

pentru laleaua, tripoda, nuca interioara si bolul

- rigiditatea si amortizarea articulatiilor arborelui planetar pentru autovehicule rutiere lalea-

tripoda-ax intermediar si arbore intermediar—nuca—colivie cu bile-bol;

- excitatia armonica a arborelui planetar pentru autovehicule rutiere din cauza motorului

masinii;

- excitatia impulsiva a arborelui planetar pentru autovehicule rutiere din cauza excitatiei

drumului.

In plus, modelul permite dezvoltarea viitoarelor directii de cercetare pentru investigarea
rezonantelor primare, super-armonice, sub-armonice, parametrice principale, combinate, interne si
simultane, precum si pentru investigarea stabilitdtii pentru miscarea stationara, precum si
nestationara. Prin urmare, acest model de comportament dinamic la torsiune pentru arborele
planetar pentru autovehicule rutiere poate fi utilizat in etapele incipiente de proiectare, precum si
n predictia durabilitatii arborilor planetari. Mai mult, este important ca modelul sa fie adaugat in
algoritmul de proiectare pentru designul elementelor de comfort ale autovehiculului pentru a lua in
considerare in mod adecvat acest tip de comportament dinamic, care induce excitatii structurii
masinii, asa cum este mentionat in literatura de specialitate [B.G.19].
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Capitolul 4. Modele de vibratii fortate de incovoiere ale arborelui planetar

In capitolul acesta este prezentatd o tehnici de perturbare, si anume metoda asimptotica
(AM)Y[B.C.4.1], pentru a investiga rezonanta parametrici principald pentru vibratiile fortate de
incovoiere-forfecare ale unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere, metoda asimptotica fiind
un instrument puternic pentru investigarea vibratiilor induse prin socuri (excitatii impulsive) asa
cum a mentionat Webber in literatura [B.C.4.2]. Pentru a investiga o astfel de regiune de rezonanta,
a fost proiectat un PCM? (model fizic consistent) al vibratiilor de incovoiere pentru un arbore
planetar, conceput pentru SUV-uri grele, induse de excitatiile impulsive ale drumului, tindnd cont
de urmatoarele aspecte ale fenomenului:

o articulatiile arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice pentru
viteza unghiulard[B.G.1], chiar si in general este consideratd ca CVJ (Constant Velocity
Joint).

o efectul neuniformitatii pentru momentele de inertie geometrice axiale si momentele de
inertie axiale de masa ale articulatiilor care variaza in functie de unghiul de rasucire al
fiecarui element al arborelui planetar si de efectul rigiditatii la incovoiere si la forfecare,
precum si de amortizarea la Incovoiere si forfecare pentru fiecare imbinare a arborelui de
antrenare.

Excitatiile vibratiilor fortate de incovoiere ale arborelui planetar auto se datoreaza excitatiilor

impulsiv-soc care actioneaza asupra rotii auto, fiind o excitatie indusa de drum[B.C.4.4].

In literatura de specialitate [B.G.18], neuniformitatea proprietatilor izometrice ale arborilor
planetari pentru autovehicule rutiere este deja un fapt recunoscut de mai bine de o jumatate de
secol, a carui realitate a fost demonstratd in experimentele efectuate de Steinwede pentru teza sa
de doctorat [B.G.14](pp. 68- 97). Aceastd neuniformitate in proprietatile izometrice ale arborelui
planetar este, fard indoiala, principala cauza a parametrilor neliniari vibratiile arborilor planetari in
intervalul 0,1-12 kHz, conform rezultatelor experimentale documentate in literatura [B.G.14] (pp.
98-123). Mazzei si Scott, primii cercetatori care au luat in considerare fenomenele dinamice unice
ale arborilor planetari, au imbunatatit comportamentul dinamic parametric neliniar al unei
articulatii universale in lucrarea lor [B.G.12]. Dovezile experimentale pentru neuniformitatea
transmisiei arborelui planetar sunt prezentate si evidentiate de Browne si Palazzolo [B.G.13]. Mai
mult, in Feng, Rakheja si Shangguan [B.G.15], optimizarea fortei axiale generate (GAF) a unui
sistem de arbore planetar pentru autovehicule rutiere cu intervalul de incertitudine a fost tratata fara
a lua in considerare izometria arborelui planetar pentru autovehicule rutiere, care nu mai este
izometrica.

Alugongo, in [B.G.21], a continuat investigatia lui Mazzei si Scott [B.G.12] si Browne si
Palazzolo [B.G.13] dar numai pentru un cardan, care a fost deja demonstrat, prin teorie si
experimente, cd induce vibratii parametrice. Xu, Zhu si Xia au analizat caracteristicile de
amplitudine-frecventa ale vibratiei de torsiune pentru un intreg grup de propulsie auto [B.G.22]
folosind un model cu 29 de grade de libertate. in [B.G.24] este prezentati o abordare pentru

1 AM — Metoda asimptoticd
2PCM - Model fizic consistent
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vibratiile neliniare de torsiune ale unui tren de rulare auto cu trei grade de libertate (DOF), unde
modelul a fost calibrat de rigiditatea la torsiune si momentul de frecare a sistemului de ambreiaj.

Prezentul capitol investigheza stabilitatea dinamica in regiunea rezonantei parametrice
principale pe baza PCM proiectatd a arborelui planetar al autovehiculului pentru vibratiile fortate
de incovoiere induse de excitatia impulsiv-soc a drumului.

Un arbore planetar este un mecanism care transmite o sarcina de cuplu de la cutia de viteze
la roata. Modelul general al unui astfel de arbore planetar auto, proiectat pentru SUV-uri grele, este
prezentat in figura 4.1.

Este alcatuit din:

a) articulatia bol-bile-colivie-nuca fixatd asamblata cu roata masinii,

b) axa arborelui intermediar,

c)lalea-articulatie tripoda ce permite glisarea axiala a tripodei in lalea si glisarea asamblata
in cutia de viteze.

a. b.

Figura 4.1 Arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.C.4.4]

In figura 4.2 sunt prezentate reprezentarea schematici a unui arbore planetar auto in cele
trei axe ale coordonatelor carteziene X;Y;Z; atasat lalelei, X>Y>Z, atasat la arborele intermediar si
X3Y3Z;3 atasat la articulatia bol, care are urmatoarele miscari rigide:

a) rotatie cu unghiul @1 al lalelei privind axa X7, @1 =0...mi7 ;

b) rotatie cu unghiul @2 al arborelui intermediar referitor la axa Xz, ¢2 =0...nim;

c) rotire cu unghiul @3 al bolului referitor la axa X3, ¢3=0...nim;

d) rotatia relativa a axei longitudinale a arborelui median (data de directia axei X>) privind
directia longitudinald a lalelei (furnizatd de directia axei X;), cu f; (unghiul spatial dintre
axa X; st X2) privind axa Z;, f; fiind unghiul dintre directia longitudinala a lalelei si directia
longitudinala a arborelui intermediar, f; = 0°...15°;

e) rotatia relativa a axei longitudinale a bolului (data de directia axei X3) referitoare la directia
longitudinald a arborelui intermediar (furnizata de directia axei X2), cu 4> (unghiul spatial
dintre axa X> si X3) privind axul Y2, 4> fiind unghiul dintre directia longitudinald a arborelui
intermediar si directia longitudinala a bolului, £2> = 0°...47°.

38

~



A
/¢: ‘ L\x:.'t '

driven axis X,
' .

MS

Figura 4.2 Reprezentare schematica a unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.C.4.4]

Pentru a calcula ecuatiile vibratiilor fortate de incovoiere pentru arborele planetar, folosind
abordarea variationald a principiului Hamilton, este necesar sd se reducd momentele de inertie
axiale ale masei sectiunii transversale si momentele de inertie geometrice axiale ale sectiunii
transversale Jyigr , Jzir, pentru lalea globala (axa lalelei si lalea) referitoare la axa longitudinala
a arborelui intermediar X> in centrul sectiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar,
precum si momentele de inertie ale masei axiale ale sectiunii Iyscs Iz3g $1 momentele geometrice
axiale de inertie ale sectiunii transversale Jyscs Jz3os pentru bolul asamblat (axa bolului si bolul)
privind axa longitudinala a arborelui intermediar X> in centrul sectiunii transversale a pistei
interioare fixatd pe arborele intermediar [B.G.27].

In designul siu, lalea asamblata este compusa din doua parti majore, axul lalelei si corpul
lalei, care au geometrie diferitd si prin urmare, masa si momente geometrice de inertie diferite.
Astfel, calculele acestor momente axiale de inertie ale sectiunii transversale si ale momentelor
geometrice axiale de inertie ale sectiunii transversale sunt luate in considerare: unghiul f£; intre X;
si X> (vezi figura 4.2, rotatie privind Z; paralel cu Z> ) , distanta de la centrul de masa al axului
lalelei pana la centrul sectiunii transversale ale tripodei fixate pe arborele ¢ intermediar, distanta de
la centrul de masa al lalelei pana la centrul sectiunii transversale a tripodei fixate pe arborele
intermediar, unghiul S dintre X> si X3 (a se vedea figura 4.2, rotatia in ceea ce priveste Z3 paralel
cu Z>), distanta de la centrul de masa al axul bolului pand la centrul sectiunii transversale a pistei
interioare fixata pe arborele intermediar, distanta de la centrul de masa al bolului la centrul sectiunii
transversale a pistei interioare fixata pe arborele intermediar.

Astfel, se obtin momentele geometrice axiale de inertie ale sectiunii transversale pentru
laleaua asamblatd Jyzgr, Jz26r, redusd la axa Y>Z> a arborelui intermediar in centrul sectiunii
transversale a tripodei fixate pe arbore intermediar si momentele de inertie a masei axiale ale
sectiunii transversale pentru lalea asamblata Iy267, I7267, reduse la axa Y> Z> a arborelui intermediar
in centrul sectiunii transversale ale arborelui intermediar, rezultd ecuatiile:
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unde:

o O O O

O O O O

‘JYZGT = ‘]YZT +‘]Y2AT ;JZZGT = ‘]ZZT +JZZAT; IYZGT = ‘]YZTpLT +‘]Y2AT10LAT
J.—J

l,6r =d20L +37 i PLsr s X =14 (4.1)
J].T +J2T

2

‘]YzT :0'5(‘]1T +Jor )[1+Sin2 B+ X cos’ :Bl]-'_%cosz At (dCT )2

S, L2
3, =05(3; + 3,0 )[ 1 7 COS(,) |+ L+ S; (der ) (4.2)
nd .2 : nd, % L zd .
Jowr == (1+sm2ﬂl)+%l—gcoszﬁl+ AT (L +0,5L,, )
STL$ 2
3,7 =05(3; + 3,0 )[1- 7 cOS() |+ 2+ S, (der ) (4.3)

JirJor sunt principalele momente geometrice de inertie referitoare la sectiunea transversala
a lalelei in masa centrala,

Do Jur, JzarJz2ar sunt momentele geometrice axiale ale inertiei lalelei si momentele
geometrice axiale de inertie ale axei lalelei reduse la axa Y>,Z> a arborelui intermediar n
centrul sectiunii transversale al tripodei fixate pe arborele intermediar,

p este densitatea de masa in volum a materialul arborelui planetar,

dcr este distanta dintre masa centrald a lalelei si centrul tripodei,

St este sectiunea transversala a ariei lalelei,

xnT este neuniformitatea momentelor geometrice de inertie In sectiunea transversald a
lalelet,
Lz este lungimea lalelei,
Lareste lungimea axei lalelei,

dar este diametrul axei lalelei

¢, este unghiul de rotatie al lalelei in raport cu axa X.

In designul sau, bolul asamblat este format din doud parti majore: bolul si axul bolului, care
au geometrie diferitd si prin urmare, masa si momente geometrice de inertie diferite. Astfel,
calculele au fost efectuate folosind variatia momentelor de inertie geometrice axiale privind axa
concurenti si axa paralela (Teorema Steiner). In aceeasi maniera matematici, se obtin momentele

de inertie geometrice axiale ale sectiunii transversale pentru bolul asamblat Jy26s Jz265 redus la axa
Y> ,Z> a arborelui median in centrul articulatiei In sectiunea pistei interioare fixate pe arbore
intermediar si momentele de inertie ale masei axiale ale sectiunii transversale pentru bolul asamblat

Iv26B , I726p reduse la axa Y>,Z> a arborelui intermediar in centrul lui sectiunea transversala a pistei
interioare fixatd pe arborele intermediar, datd de ecuatiile:

‘]YZGB = ‘JYZB + ‘]YZAB; ‘JZZGB = ‘]ZZB +‘]ZZAB; IYZGB = ‘]YZBIDLB +‘]Y2ABpLAB
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Je—J
IZZGB = 'JZZBIDLB +‘]22ABPLABiZnB =228 (4.4)
JlB +JZB

2
3,5 =05(3y + 3,5 )[ L45in° B + 7,5 COS* B | + SEIZ'B cos? 3, +Sg (g )’

S |2
3,6 =05(3;5 + 355 )[1- 1o cos(¢l)]+%+ Se (des )’ (4.5)
d.2, . d,.2 12 d,.>2
JYZAB:EGZB (1+S|n2,81)+—” :B ﬁcoszﬁﬁ—ﬂ 25 (Ly +0,5L,)°
Sels

‘]ZZB :0-5(‘]13 +‘]23)|:1_7(n3 COS((”l):'+ +Sg (dcs )2 (4.6)

unde:

o Jv Jy2us J728 J7248 sunt momentele geometrice axiale de inertie ale bolului si momentele
geometrice axiale de inertie ale axei bolului reduse la axa Y>,Z> a arborelui intermediar in
centrul sectiunii transversale a liniei interioare fixat pe arborele intermediar,

o dcs este distanta dintre masa centrald a bolului si centrul pistei interioare,

S este sectiunea transversald a zonei bolului,

O

xnB este neuniformitatea momentelor geometrice de inertie in sectiunea transversald a
lalelei,

L este lungimea bolului,

L4p este lungimea axei bolului,

das este diametrul axei bolului

o O O O

@3 este unghiul de rotatie al lalelei in raport cu axa X;.

Dupa cum se poate observa analizand relatiile 4.1-4.6, momentele geometrice axiale de inertie
ale sectiunii transversale Jy2cr,Jz26r pentru lalea globald si momentele geometrice axiale de inertie
ale sectiunii transversale Jy>gs,Jz268, pentru bolul asamblat, ambele reduse la axa mediand a
arborelui Y, ,Z, , care contine efectele: unghiul de rasucire al lalelei ¢, precum si unghiul de
rasucire al bolului @3, neuniformitatea momentelor geometrice de inertie ale sectiunii transversale
atat pentru lalea, cit i pentru bol .. siy, 5, unghiul dintre directia longitudinald a lalelei si directia
longitudinald a arborelui intermediar f;, unghiul dintre directia longitudinala a arborelui
intermediar si directia longitudinald a bolului B2, lungimea lalelei si lungimea bolului, pozitia
centrului de masa al axei lalelei si lalea fata de centrul tripodei , pozitia centrului de masa al axei
bolului si al bolului 1n raport cu centrul cursei interioare, momentele geometrice principale de
inertie ale sectiunii transversale pentru lalea J;7 ,J>r, momentele geometrice principale de inertie
ale sectiunea transversala pentru bolul J;p ,Jis, dar diametrul axei lalelei si d4p diametrul axei
bolului [B.G.27]. Model fizico-matematic este un model dinamic pentru miscarile vibratiilor de
incovoiere fortata ale elementelor prezentate in figura 4.3.
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Fig. 4. 3. a. Articulatia lalea-tripoda: lalea asamblata, articulatia Lalea-Tripoda, Arbore
b. Articulatia bol: Arbore, Articulatia bol-colivie-bile, Bol asamblat [B.C.4.4]

Analizand literatura deja prezentata in introducere, se poate remarca ca nu au fost efectuate
cercetari detaliate asupra comportamentului dinamic al fiecarui element. Modelul dinamic
imbundtdtit de prezenta lucrarea permite investigarea comportamentului dinamic al fiecarei
componente al arborelui planetar, a mecanismelor interne de transmisiile de excitatie prin
elementele arborelui planetar, precum si cauzele producerii de micro-fisuri in elementele arborelui
planetar, dupa cum releva datele experimentale din literatura [B.G.14] (pp. 88-94).

Miscarile prezentate in figura 4.3, au trei elemente: o lalea — arbore intermediar — bol legat
prin doua articulatii, articulatia lalea — tripoda (montat pe arborele intermediar (a se vedea figura
4.2) si articulatia bolului interior (montat la cealalta parte a arborelui intermediar (a se vedea figura
4.2). Acestea au urmadtoarele caracteristici dinamice:

1. Laleaua are o rigiditate ki, data de arcurile in serie k;;,k;2 , (vezi figura 4.3.a), si amortizarea
c1, asiguratd de amortizoarele seriale c;;,c;2 pentru miscarea rigida de vibratie la Tncovoiere

a lalei in ceea ce priveste axa Z> si o rigiditate k;, data de arcurile in serie k1 k2 precum

si amortizarea c;, asiguratd de amortizoarele seriale ct1 , cu12, pentru vibratia de Incovoiere

unghiulara, miscare rigida a lalelei in ceea ce priveste axa Y2, datd de urmétoarele relatii:

3EJ 3EJ
ky, = =2, ki, = el ik = ke ;6 =204 k,my

LiA Lig k11 + klZ ’
GJ GJ
ktl _ vt ;kt12 _ 2PV ;ktl _ ktnk'[12 ot = 20 '_kﬂlsz (4.7)
LTA LTA ktll + kt’lZ
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unde:

o E este modulul lui Young,

G este modulul de forfecare,

mr este masa lalelei si

& este raportul de amortizare al vibratiilor libere de incovoiere ale lalelei (§ = 0,0016-

0,0318) [B.G.24,B.G.2];

2. Arborele intermediar uniform (vezi figurile 4.3.a, 4.3.b) Tn miscare continua este asimilat
cu o grinda uniforma Timosenko pur si simplu sustinutd la ambele capete de suporturi
elastice (articulatiile lalea-tripoda si interiorul cursei-bol sunt suporturi elastice pentru
arborele intermediar), avand la x = 0 o tripoda fixata pe arbore intermediar prin caneluri si
legat elastic 1n articulatia lalea-tripoda cu lalea si pe partea stdnga la x=Ly, cursd interioara
fixata pe arborele intermediar prin caneluri si elastic legat 1n articulatia bol-cursa interioara
cu bolul, cu caracteristicile inertiale date de relatiile de mai jos:

Jyze =0.5(3pr, + Jor ) [1+ Zorr COS(02,) ]

Jy00 =053, +Jop, )[1= Horr COS(02,) ]

Jyze = 0.5( Iy, + I, )[1+ Hoyr €OS(92,)]
Jp20 =0.5(J gy + I, )[1= 2 €0S(92,) ] (4.8)

o O O

unde:

o Jir J21- sunt momentele principale geometrice de inertie pentru tripoda,

o Jur Jor sunt momentele principale geometrice de inertie pentru cursa interioara,

O ynTr $1yarr sunt neuniformitdtile geometrice ale tripodei si ale nucii bolului, si Y7 Jy27
J221 Jvae Jz2r- sunt momentele geometrice de inertie ale tripodei si ale nucii bolului
referitoare la axele Y>,2> .

3. Bolul are o rigiditate k>, data de arcurile in serie k2;, k22 (vezi figura 4.3.b), si amortizarea
c2, asigurata de amortizoarele seriale c2; c22, pentru vibratia de incovoiere miscare rigida a
bolului in ceea ce priveste axa Z> si o rigiditate k.2 , data de arcurile in serie k27 ki22, precum
sl amortizarea cp , asiguratd de amortizoarele 1n serie ¢.2;7 ¢.22, pentru vibratia de incovoiere
unghiulara miscarea rigida a bolului fatd de axa Y>, prevdazuta de urmatoarele relatii:

3EJ, 3EJ, o K,k
=——=2—;k, = 22 sk, =—22_.c =2¢./km
21 L?éA 22 LQéB 2 k21+k22 2 é, 2'''B
GJ GJ kt kt
ktzF%;kt22 =%;kt2 = —22 oty =20 [yl (4.9)
BA BA 21

unde mp este masa bolului.

4. Articulatia lalea-tripodd in miscare (vezi figurile 4.3.a si 4.3.b) realizeaza legdtura elastica
dintre lalea si arborele intermediar prin rigiditatea k77 si amortizarea crp- pentru miscarile
de incovoiere vibratoare privind axa Z> si rigiditatea unghiulard k7 $1 amortizarea
unghiulara ¢,77+ pentru miscarile de incovoiere vibratoare referitoare la axa Y>;
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5. Articulatia bol — cursa interioard in miscare (vezi figurile 4.3.a si 4.3.b) realizeaza legatura
dintre bol si arborele intermediar prin rigiditatea k- si amortizarea c;5 pentru miscarile de
incovoiere vibratoare privind axa Z> si rigiditatea unghiulara k5 si amortizarea unghiulara
carp pentru miscarile de incovoiere vibratoare referitoare la axa Y>.

Roata induce excitatii generate de o fortd de soc impulsiv moderatd Fy care actioneaza in

directia Z>, iar sarcina de excitatie poate fi exprimata ca:

R, =F[1+gt¥e ™ | (4.10)
unde, K este amplitudinea socului pe axa longitudinala a bolului X3 transmis de pe axa rotii si

q; =1.3 constante experimentale, in functie de tipul de soc aplicat la roatd de excitatia

drumului [B.G.14] (pp. 142-172).

Toate calculele au fost efectuate avand in vedere ca laleaua era o grinda fixata in cutia de
viteze cu suporturi elastice simple 1n articulatia lalea-tripoda. Bolul este fixat in roata prin
suporturi articulate simple in articulatia bol — nuca. Literatura [B.G.14] (pp. 142-172) a
mentionat ca sarcinile de excitatie a socurilor produc solicitari uriase de stres auto 1n sistemul
de suspensie al masinii si sistemul janta-anvelopa. Aceste doud sisteme pot absorbi 90% din
energia de soc. Prin urmare, doar 10% din soc actioneaza asupra elementelor planetare ca o
variatie a cantitdtii de miscare intr-un timp foarte scurt, estimat la 0,001 s. Din cauza acestui
fenomen, socul este distribuit fiecdrui element planetar, inducand stresul bolului in zona
canelurilor, pentru arborele intermediar, viteza initiald a ,,capetelor” si tensiunea lalelelor in
zona canelurilor.

Datorita acestui mecanism de excitatie, se va considera ca stresul in axul lalelei si al bolului
impune dimensiunile capacititii geometrice ale elementelor geometrice dz4 dp4. In acelasi timp,
comportamentul dinamic al arborelui intermediar va fi un element de excitatie, precum
amortizorul echivalent calat intern 3(ITD) mentionat in literatura de specialitate [B.G.13],
pentru lalea si bol. Noutatea elementelor unui arbore planetar, dupd cum se poate observa din
ecuatiile (4.7-4.9), constd in legarea miscarilor rigide ale bolului si lalelei cu miscarea continua
a arborelui intermediar [B.G.27]. S-au luat in considerare rigiditatea si amortizarea pentru
articulatiile lalele-tripoda si bol-cursd interioard pentru deplasarile relative de incovoiere si
deplasarile relative de rotatie de incovoiere ale miscarilor dintre clopotul lalelei si tripoda,
precum si pentru cursa interioara si clopotul bolului.

Pentru vibratia de incovoiere fortatd sau bazata pe un model dinamic de miscari ale
elementelor arborilor planetari prezentate in figurile 4.3.a si 4.3.b, folosind principiul lui
Hamilton [B.G.2] rezulta:

5I L(9,,....0,,q,-..0,t)dt =0 (4.11)

AP,

unde functia lui Lagrange, L(q,,...,q,,0,,--- 1)

q,,--

depinde de coordonatele generalizate + Oy si vitezele generalizate ql qn in timp ce P;, P>

!qnj = E(quqn)

O
sunt doua puncte in configuratiile spa‘giale(

3ITD - amortizorul reglat intern
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Urmadtoarea ecuatie ofera functia lui Lagrange:
L=T+I1 (4.12)
unde, energia potentiala /7 pentru miscarile de incovoiere fortatd sau bazata pe un model
dinamic de miscari ale elementelor arborilor planetari (vezi figurile 4.3.a si 4.3.b) este data de
urmatoarea ecuatie generalizata [B.G.2] (pp. 371-376) [B.G.25] (pp. 734-739).

1 be 5 ow 27? 1 VN2 VN2 N2 \2
== J' {EJYMS( a%) kAG[@—XZ—qﬁzj dx+§ cl(wl) +cz(w3) +Cu(¢1j +C‘2(¢3j +
+2|:CTTr (Wl 8t (Ot)j :|+CTTr (¢1 COSﬂl at (O’t)j +CIrB[ at (LMs’t) W3j +CtIrB( at (LMs't) ¢3 COSﬂZj +

1
+E|:k1W12 + k2W§ + kt1¢12 + kt2¢32:| +

+1|:kTTr (Wl — W, (O,t))2 + Ky (¢1 Cos S, — ¢, (O’t))2 + j| (4.13)

2 +Kirg (Wz ( L s » t) — W3 )2 + ktIrB (¢2 (LMs ) t) — ¢, COs f3, )2
unde:

o A este aria sectiunii transversale a arborelui intermediar,

o w2 (x, t) este deformarea la incovoiere (inclusiv deformarea prin forfecare) a arborelui
intermediar 1n ceea ce priveste axa Z2,

o @:(x, t) este rotatia sectiunii transversale a arborelui intermediar In ceea ce priveste axa Y2,
datorita deflexiunii la incovoiere,

o k este factorul de corectie la forfecare, care in literatura de specialitate [B.C.4.3] este in
intervalul 0,64—0,846,

o Luyseste lungimea arborelui intermediar,

o Jyams este momentul geometric de inertie al arborelui median referitor la directia Y2 data
de urmatoarele ecuatii:

_ 7 _ 7(doys — i)
HEea T 64 (4.14)

Energia cineticd a miscarilor de incovoiere fortatd sau bazata pe un model dinamic de

miscari ale elementelor arborilor planetari este data de urmatoarea ecuatie generalizatd [B.G.2]
(p- 374) [B.G.25] (p. 721):
15 1 (ow 1,1 (ow S
=5M W12+§mTr (ﬁz(o,t)j M W32+§mlr (j('—m,t)j +3 0+

L, 1, (e 2oty ow, \’ o4, \’
5 Y2Tr 2 ( t) YZB ¢3 Yzlr ¢2 — = (Lys ) | + _[ | pA E| + IYzMs ﬁ X
2 ot 0 2 ot ot
(4.15)
o mr este masa tripodei

o myr este masa nucii (vezi figurile 4.3.a-4.3.b).

unde:
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Dupad mai multe manipulari matematice care includ integrarea prin parti ale sistemului
neliniar de ecuatii cu derivate partiale de gradul doi in necunoscutele wi(t), ®i(t), wz (x, t) , ©2
(X, 1), s1 w3 (1), D3 (b):

. . aw
m; W+ C, W+ Cpp, (wl— EZ (O,t)j +kyw, + K, (W, —w, (0,1)) =0

(4.16)
|y i+ o, [(/31 cos —%(o,t)j+ Kah +Kerr, (41,008 5, ~ 4, (0,1)) = 0
ot 4.17)
P AN {52"‘2’2 —%} =0
ot OX OX
Iy Ms 82? — By, 82¢;2 —kAG (%_%) =0
2" ot ot OX (4.18)
. . 8\/\/
Mg W; +C, W3+ Cyy 5 [Ws__z (LMs1t)) + kzws + ker (Wa _WZ(LMS ,t)) =0
ot (4.19)
lys Bt G it Gy [ég cos —%am,t)} Kot + K (505 5, — i (Ly 1)) = 0
ot (4.20)
WZ(O,t):O,%(O,t) =0,x=0,W,(Ly,,t) :O,%(LMs,t) =0,X =L,
28 28 (4.21)
. OW,
Crre W + kTTrwl —kAG (6_)(2 0,1)- 9, (O,t)j =0
CIrB V\./3+ kIrBW3 - kAG (% (LMsft) _¢2(LMS 't)] = O
ox (4.22)
IYzTr % (O't) —Cirrr (¢21 COs ﬁl _% (O't)j - kﬂ'l'rz (¢1 Cos ﬁl _¢2 (O’ t)) =0
(4.23)
IYZIr %(LMS vt) —Curs ((;3 cos 182 _%(Lm ’t))_ ktTTr (¢3 cos ﬂz _¢2(LMs1t)) =0
(4.24)

Sistemul dat de ecuatiile (4.16—4.20) si ecuatiile de conditii la limita (4.21-4.24) reprezinta
comportamentul dinamic neliniar al elementelor arborilor planetari in vibratiile fortate de
incovoiere indus de forta de soc prin roatd prin excitatiile drumului. Analizand ecuatiile (4.18),
se poate remarca cd acestea reprezinta un sistem de ecuatii cu derivate partiale pentru vibratiile
incovoiere-forfecare ale unui arbore uniform care ia in considerare efectele inertiei rotative si
ale deformarii prin forfecare, arborele intermediar fiind o grindd Timosenko.

Conditiile la limitd sunt date de ecuatiile (4.21-4.24) si leaga vibratiile de incovoiere-
forfecare ale arborelui intermediar cu laleaua si bolul prin articulatiile lalea-tripoda si bol-cursa
interioard, inducand solutiile sistemului de ecuatii (4.16—4.20) urméatoarele fenomene: articulatiile
arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt cvasi-izometrice [B.G.1, B.G.18], cu efect de
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neuniformitate geometricd a caracteristicilor de inertie ale articulatiilor care variaza cu unghiul
rigid de rotatie pentru fiecare element al arborelui planetar in directiile X7, X2, X3, efectele
deformarii la incovoiere si rigiditatii la incovoiere-rasucire pentru lalea si bol, efectele deformarii
la incovoiere si amortizarea la incovoiere - rasucire pentru fiecare articulatie a arborelui planetar,
inertia rotativa efect la Indoire si efectul de forfecare pentru arborele intermediar.Punctul de
plecare pentru a rezolva ecuatiile diferentiale ale sistemului miscarilor de vibratii fortate de
incovoiere (ecuatiile (4.15-14.9)) pentru elementele arborilor planetari a fost analizarea
mecanismului de vibratie al arborelui intermediar ca o grinda Timosenko pur si simplu sprijinita
la capete (figura 4.4). Pentru elementul arborelui intermediar al arborelui planetar, s-a considerat

cd fix,1) =0.

va Deformarea axului arborelui
®, (x,t) intermediar
(x,t) / L
! B

Figura 4.4 Vibratia fortatd de incovoiere a arborelui intermediar [B.C.4.4]

Solutiile generale ale ecuatiilor (4.18) care Indeplinesc conditiile la limita ale ecuatiilor (4.22)
exprimate in deformare normalizata la indoire sunt [B.G.2] (p. 326-328).

W2(>_<,t)=sm n;zx 01 ' sinh a)nl,t)} :Li,nzl,z,&.. (4.25)

@y, Ly M Ms

[01 FAL sinh(@,,, )} x_L— n=12,3.. (4.26)

Ms

P
¢2(>_<,t)=n7zcos(n;z>_<) 14— PP Py }
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Introducénd ecuatiile (4.25)-(4.26) in conditiile la limita (4.22) si rezultatele din ecuatiile (4.17)
si (4.20), ecuatiile (4.17) si (4.20) devin ecuatii diferentiale normalizate in functiile de timp w;(

Y, w().

- 1-C,cos(2¢,) - 1-C,cos(2¢,)
2 1 1 02 1 1 — T W —T.W .
wr éZQS\/l—Czcos(Zgol)WlJr l1—Czcos(2¢>1)wl A @27
- 1- 20,) + 11— 2
20, | (C;e,cos( ¢>3)W3+ : C, cos( ¢3)W3=—F3W§—F4W§ (4.28)
—C, cos(2¢,) 1-C,cos(2¢;)

unde frecventa naturald a lalelei la ndoire ©; si frecventa naturala a bolului la indoire €3 sunt
date de urmatoarele ecuatii:

0.5(J,J 2
Q- 3E a, = ( 1T 2T) b =S, {ﬂmé} (4.29)
3 b, 2, ., 12
m L1+ 2 (1+a,) S | T 4d2
Z,TA 12
0.5(J,5J 2
Q, = 3E ,a2=—( 10320 b, =S, iergB (4.30)
3 b, 2, 12
mg L, 1+ (1+a,) S, | =22 +d2,
Jz.en 12
Ceilalti termeni din ecuatiile (4.27)-(4.28) sunt dati de expresiile:
& ab 4, a,b,
C = Xor:Cy = Zor:Cs = Zs Ca = P (4.31)
Colra, T 3 0ra) T 14a, T 3, pb (ra) T

r, = O.2pAﬁerz _ OIZPAEQPR _ 0.2,0Aﬁ93,r4 _ 0.2pAﬁQa.(4.32)
73! Mm, 3! Mm, 73! Mm, 9! Mm,

S-a folosit abordarea metodei asimptotice (AMA*) in aproximarea de ordinul inti. Acest lucru ar
permite investigarea stabilitdtii dinamice parametrice neliniare pentru miscarea vibratiei fortate de
incovoiere a lalelei (FBV) si bolului in regiunea rezonantei parametrice principale (PPR) atat
pentru cazurile stationare, cat si pentru cele nestationare. Rezonanta parametrica principala (PPR),
definitd de frecventa de excitatien = 22 (aproape de doud ori frecventa naturala a sistemului) este
cea mai importanta regiune de rezonantd, asa cum este mentionat in [B.G.16](p. 425). Pentru a
calcula solutiile ecuatiilor (4.27)-(4.28), s-a presupus ca timpul lent este T = &t, unde ¢ este un
parametru “mic” pozitiv [B.C.4.1] (p. 299). Pentru a introduce timpul /ent, ecuatiile (4.27)-(4.28)
au trebuit sa fie transformate pentru a fi utilizate in abordarea metodei asimptotice. Coeficientii
celui de-al doilea si al treilea termen al ecuatiilor (4.27)-(4.28) din partea stangd pot fi exprimati
ca:

1-C, cos(2¢,) <1-2c05(4,), 1-C, cos(2¢,)
1-C, cos(2¢,) 1-C,cos(2¢,)

cu frecventele de excitatie n1 nz,pentru lalea si bol in regiunea rezonantei parametrice principale
(PPR) date de expresiile:

1
z1+,ucos(91),y:E(CZ—C1) (4.33)

4 AMA — Abordarea metodei asimptotice
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d6, _de _

= ZQ = = y
m 1T ot at @y
do, d
0, =20, = d_t3 - % =, (4.34)

. d T N o . : :
si d—(fleste excitatia indusa in miscarea vibratiei fortate de incovoiere (FBV) (ecuatia (4.27)) de

. - . : . d o <
unghiul de rasucire rigid al lalelei in ceea ce priveste axa X;, iar % este excitatia indusa 1n

migcarea vibratiei fortate de Tncovoiere (ecuatia (4.27) ) prin unghiul de rasucire rigid al bolului
referitor la axa X3. Presupunerea ca raportul de amortizare & , coeficientul de excitatie u si

coeficientii de neliniaritate cubica si de ordinul 4 T',,I',,I';,T",, sunt mici se incorporeaza in analiza
prin reprezentarea acestor marimi sub urmatoarea forma:
E=&el, u=cgu,el’ |, I',=¢el",, I, =¢l,,I", =¢l",, (4.35)

unde € este acelasi parametru ,,mic” pozitiv utilizat pentru a obtine timpul lent. De asemenea, se
presupune ca frecventa de excitare si parametrul de excitare y variaza lent in timp, astfel incat

% =n,(7), % =1,(7) . Ecuatiile (4.26)-(4.27) devin urmatoarele dupa neglijarea termenilor din
g2

W+ Q7w = g[—ZﬁQl Wi+ 2260 cos (6, )w, —T',w; —l“zwf},

\;\;3+ Qiw, = 8[—2593 Wat 2462, cos (6, )W, — w3 —F3w§} (4.36)

In ceea ce priveste ecuatiile (4.36), partea dreapta reprezinta o perturbare a formei matematice
H,(w;,6,),H;(w;,, &) fiind functii periodice in 6,6, cu perioada 27, in timp ce partea stanga a
ecuatiei este un oscilator liniar [B.C.4.4]. Luand in considerare toate aceste considerente fizice si
limitdndu-ne atentia la investigarea regiunii rezonantei parametrice principale, se cauta o solutie
pentru ecuatiile (4.36) in forma urmatoare pentru aproximarea de ordinul intai in¢ :

wl:wlcos(%el +l//lJ,W3 =W, cos(%@aﬂusj, (4.37)
unde si W Wao 3 ¥3 sunt functii de timp definite de sistemele de ecuatii diferentiale:

dw, dw,

d_tl:gAi(T’Wl"//l) d,[3 :gA3(T’W31V/3)

d 1 g 1 (4.38)

% =L _5771(1:) +&f (T’Wp ‘//1) % =0, _Eﬂa(t) +ef, (T’Wy ‘/’3)
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Folosind ecuatiile (4.37) si (4.38) in forma primard a ecuatiilor (4.36), echivaland termenii formei
£COS (% 0,+y, j ,€8IN (% 0,+ty, j, j =1,3 din partea stanga a ecuatiilor (4.36) cu aceiasi termeni

din partea dreaptd a aceleiasi ecuatii si neglijand armonizarile rezulta solutiile sistemelor (4.38)

02
aw, _ _ Lsin 2y, — &OW,
dt T
2 2 4
dy, =Q, _3771 2.2 cos 2y, _|_§ W +£r2W1
| dt 2 7 8 O, 16 O, (4.39)
( 0?2
W, _ _ 2sin 2y, — EQW,
dt 773
2 2 4
% = Q3 _1773 _&0052W3 +§r1W3 +£F2W3
dt 2 775 8 O, 16 Q.

Investigarea instabilitatii dinamice a miscarii vibratiei fortate de incovoiere pentru lalea si
bol reprezinta calculul limitelor regiunii parametrice principale de instabilitate. Latimea de baza a
raspunsului stationar este singura regiune in care vibratiile pot initia de obicei. Setarea la zero a
amplitudinilor in sistemele de ecuatii (4.39) da urmatoarele ecuatii:

2 3 2 2
/0 Y S
20 20, 20 4

4 3 2 2
0 Y P O P
20, 20, 20,) 4

Ecuatiile (4.39) dau limitele regiunii parametrice principale a instabilitatii dinamice

s Ny? j . Aceasta este investigarea
3

(4.40)

2Q

miscarii stationare a vibratiei fortate de incovoiere pentru lalea si bol. Pentru miscarea vibratiei
fortate de incovoiere nestationara pentru lalea si bol, analiza instabilitatii dinamice a constat in
analiza reprezentarii grafice in spatiul de configurare in viteza a amplitudinilor nestationare versus

stationare in spatiul L% <, ,u] pentru lalele si in spatiul (
1

amplitudinile nestationare [%,le,(%,wg),adicé evidenta tranzitiei vibratiei fortate de
incovoiere pentru miscarea lalelei si bolului prin miscarea haotica din regiunea rezonantei
parametrice principale.

Figura 4.5 a,b ilustreaza regiunea de instabilitate dinamica stationara a lalelei in spatiul
(11, & p) folosind ecuatiile (4.40). Analizand figurile 4.5a,b, se poate observa cd cele doud suprafete
pliate obtinute au fost simetrice in ceea ce priveste planul dat de (77; ,&) pentru frecventa de
excitatie si raportul de amortizare. In schimb, coeficientul de excitatie x poate fi pozitiv sau
negativ.

Suprafata pliata a instabilitatii dinamice ,,a pastrat” in interiorul celor doua ramuri regiunea
in care a manifestat instabilitatea stationard. De asemenea, se poate observa ca cresterea raportului
de amortizare a avut un efect stabilizator asupra dinamicii lalelei, asa cum era de asteptat. Figura
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4.6a,b ilustreaza regiunea de instabilitate dinamica stationara a bolului 1n spatiul (73, & 1) folosind
ecuatiile (4.40).

a1
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Fig. 4.5. Frontiera de instabilitate dinamica stationara pentru lalea.a. u >0, b. p <0 [B.C.4.4]
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Fig. 4.6. Frontiera de instabilitate dinamica stationara pentru bol. a. u>0,b. u <0 [B.C.4.4]

Analizand figurile 4.6a,b, se poate observa cd cele doud suprafete pliate obtinute au fost
simetrice in ceea ce priveste planul dat de (773 ,& ) pentru frecventa de excitatie si raportul de
amortizare, in timp ce coeficientul de excitatie y putea fi pozitiv sau negativ. Suprafata pliata a
instabilitatii dinamice ,,a pastrat” In interiorul celor douad ramuri regiunea in care a manifestat
instabilitatea stationara pentru bol. De asemenea, se poate observa cd cresterea raportului de
amortizare a avut un efect stabilizator asupra dinamicii bolului, asa cum era de asteptat. Singura
diferenta dintre aceste fenomene pentru bol a fost cad manifestarea a fost intr-o alta frecventa de
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gama decat cea a lalelei: frecventa de gama data de frecventa naturald a bolului la indoire. Figura

. 5 . 5 dw, et . .
4.7 ilustreaza graficele spatiului de faza [Wl, d_tlj pentru miscarile vibratiei fortate de incovoiere

nestationare ale lalelei in regiunea rezonantei parametrice principale. Figura 4.8 prezinta
. D 5 dw. D o . .
diagramele spatiului de faza (W3’d_t3J pentru miscarile vibratiei fortate de incovoiere

nestationare ale bolului in regiunea rezonantei parametrice principale.
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Fig. 4.7. Spatiul fazelor pentru lalea u = 0,623 x 10—4. (a) £ =0,0016. (b) £=0,0116. (c) {=0,0216. (d) £ =
0,0318. [B.C.4.4]

52



Analizand graficele din figura 4.7, se poate observa o tranzitie la comportament haotic pentru
miscirile vibratiilor fortate de incovoiere (FBVM)?® ale lalelei datoritid prezentei unor cicluri limiti
sau chiar a unor atractori ciudati, dar aceastd ultimd concluzie trebuie certificata printr-o analiza
detaliata folosind metodele miscérilor haotice. Un aspect evident este ca tranzitia prin regiunea
rezonantei parametrice principale pentru lalea a fost una instabila. La analizarea graficelor din
figura 4.8 se poate observa aceeasi manifestare pentru bol ca si pentru lalele (vezi figura 4.7), aceea
fiind o trecere la comportament haotic pentru miscarile vibratiilor fortate de incovoiere pentru bol
datoritd prezentei ciclurilor limitd. Cu toate acestea, aceastd ultimd concluzie trebuie sa fie
certificatd printr-o analiza detaliatd folosind metodele miscarilor haotice. Aceastd manifestare este
valabild numai 1n intervalul raportului de amortizare de 0,0016—0,0096. Un aspect care este evident
este modul 1n care tranzitia prin regiunea rezonantei parametrice principale pentru bol a fost, de
asemenea, una instabila. Din pacate, niciun studiu publicat nu analizeaza in detaliu comportamentul
dinamic al fiecarui element al arborelui planetar pentru FBVM (laleaua, bolul si arborele
intermediar), in afard de [B.G.14], deoarece toate studiile au analizat comportamentul dinamic
global al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere. Dupd cum se poate observa din acest
paragraf, utilizarea abordarii metodei asimptotice cuplatd cu principiul lui Hamilton a permis
investigarea miscarii stationare pentru miscarile vibratiilor fortate de incovoiere pentru laleaua si
bolul unui arbore planetar (AD) in regiunea rezonantei parametrice principale prin calcularea
frontierelor de instabilitate dinamicad (vezi figurile 4.5-4.6) in regiunea rezonantei parametrice
principale. Intre timp, utilizarea abordarii metodei asimptotice cuplati cu principiul lui Hamilton a
permis investigarea miscarii nestationare pentru miscarile vibratiilor fortate de incovoiere pentru
laleaua si bolul unui arbore planetar in tranzitia prin regiunea rezonantei parametrice principale
prin calculul amplitudinii vitezei fatd de amplitudinea in spatiul fazelor (vezi figurile 4.7-4.8).
Figurile 4.7-4.8 au permis investigarea instabilitatii dinamice 1n tranzitia prin regiunea rezonantei
parametrice principale. Dupa cum se remarca in figurile 4.7-4.8, tranzitia catre regiunea rezonantei
parametrice principale a avut un aspect de manifestare haotica. Pentru a verifica daca acest
comportament dinamic nestationar este haos determinist sau un proces stocastic, ar fi necesar sa
folosim metoda exponentilor lui Lyapunov cuplata cu metoda sectiunii Poincare.
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0,0096. [B.C.4.4]

Prezentul capitol introduce un model dinamic pentru vibratii fortate de incovoiere nou
proiectat pentru arborii planetari, cu urmatoarele fenomene fiind incluse pentru prima data:
neuniformitatea caracteristicilor inertiale ale elementelor arborilor planetari, rigiditate in serie si
amortizare pentru lalea si bol, excitatie de soc datorata geometriei drumului, si neuniformitatea
izometriei cinematice. Pe baza acestui model dinamic pentru vibratii fortate de incovoiere nou
proiectat, folosind principiul lui Hamilton cuplat cu aproximarea de ordinul intdi a metodei
asimptotice, comportamentul de instabilitate dinamica stationard si nestationard a elementelor
arborilor planetari a fost investigat in detaliu, calculand urmatoarele:

o frontierele de instabilitate dinamica au fost determinate pentru prima data.

o Timpul pentru miscarile vibratiilor fortate de incovoiere stationare pentru lalea si
bol in spatiile parametrice (1 ,&,1) ,(n3 1) , In plus, pentru prima data, s-a
determinat amplitudinea vitezei fatad de amplitudine nestationara.

Miscarile vibratiilor fortate de incovoiere pentru lalea si bol in tranzitie prin regiunea PPR.
S-au gasit concordante cu datele numerice si experimentale din literatura de specialitate privind
frecventa liberd naturald in Incovoiere si manifestarea efectelor de ,,batai” care induc efecte de
pitting si micro-fisurare. Prin urmare, acest model dinamic pentru vibratii fortate de incovoiere al
elementelor arborelui planetar cuplat cu principiul lui Hamilton si aproximarea de ordinul intai a
metodei asimptotice poate prezice durabilitatea unui arbore planetar in etapele incipiente de
proiectare. Mai mult, un model dinamic pentru vibratii fortate de incovoiere trebuie adaugat la
algoritmul de proiectare pentru prezicerea elementelor de confort ale automobilelor.
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Capitolul 5. Comportamentul haotic al arborilor planetari in cazul vibratiilor de
incovoiere

Pentru a investiga vibratiile haotice de incovoiere fortata ale arborelui planetar al
autovehiculului, este necesar mai intai sa se adopte un model dinamic adecvat care sa descrie un
astfel de comportament dinamic. Un astfel de model dinamic a fost deja realizat in lucrarile
anterioare de catre autori si, prin urmare, pe baza ecuatiilor dinamice deja obtinute s-a folosit o
metoda complexad dezvoltata de autori bazatd pe doud elemente: detectarea manifestarii haosului si
confirmarea manifestarii haosului. Confirmarea manifestarii haotice consta in utilizarea graficelor
intr-o regiune specificd de rezonantd si anume regiunea parametrica principala. Pentru aceeasi
regiune a fost aplicatd Metoda Exponentilor Maximi Lyapunov (MLEM)? a fost cuplati cu criteriul
de contractie pentru suma exponentilor Lyapunov care certifici haosul. In plus, a fost aplicati
sectiunea Poincaré ca metoda calitativa de reconfirmare a manifestarii haosului. Astfel, a fost creat
un instrument analitic pentru a investiga vibratiile haotice de incovoiere fortatd pentru conditii
specifice in zona rezonantei parametrice principale (PPRA)?.

Se reprezintd o dezvoltare a cercetarilor anterioare efectuate de autor [B.G.18;B.G.28]
privind comportamentul dinamic al arborilor planetari pentru autovehicule rutiere. Arborii planetari
pentru autovehicule rutiere sunt elemente de transmisie homocinetica pentru masini de la cutii de
viteze sau cutii diferentiale pana la roti, fiind elemente importante ale transmisiei auto. Autorii au
aratat deja cd izometria geometrica si cinematica a arborilor planetari prezintd neuniformitati
[B.G.18] si, prin urmare, toate modelele dinamice trebuie s ia in considerare acest aspect [B.G.26],
[B.G.28]. Lucrarea de fatd are in vedere acelasi model dinamic pentru vibratiile fortate de
incovoiere ale arborelui de transmisie al autovehiculului, ca in [B.G.28], implicand urméatoarele
aspecte fizice:

a. neuniformitati geometrice si cinematice din proprietatea de neuniformitate izometrica
a lalelei, bolului si arborelui central ca elemente ale arborelui planetar;

b. datorita rigiditatii impuse de cerintele tehnice laleaua si bolul au deformari si rotatii ale
corpului rigid, rotatii pentru lalea /bol, asa cum se arata in figura 4.2, in timp ce arborele
central este considerat ca un mediu continuu si anume ca o grinda Timosenko simplu
sustinutd, cu masa, arcuri si amortizoare la ambele capete avand functii continue
respectiv deflexiuni si rotatii ale arborelui central;

c. excitatiile sunt induse de socurile generate de calea de rulare transmise prin rotile auto

generate de neuniformitatile drumului [B.G.17].

Pe baza principiului lui Hamilton, [B.G.28] a fost derivata ecuatia de vibratii fortate de
incovoiere folosind ipotezele anterioare. Pornind de la acest punct, analiza lucrarii de fata este
dedicata detectrii si certificirii FBV? haotice (vibratii fortate de incovoiere) pentru elementele
arborelui planetar auto din PPRA (zona rezonantei parametrice principale). Autorii Mazzei si Scott
analizeaza in [B.C.5.2] comportamentul dinamic neliniar al elementelor arborelui planetar pentru
autovehicule rutiere in zona rezonantei parametrice principale. Confirmarea experimentald cd una
dintre cele mai importante zone de rezonantd pentru FBV a arborilor planetari auto este PPRA
facuta de Steinwede in [B.G.14]. Detectarea FBV (vibratii fortate de incovoiere) haotic in PPRA
(zona rezonantei parametrice principale) va fi efectuatd utilizdnd ecuatiile generale ale FBV

1

MLEM - Maximum Lyapunov Exponents Method
2 PPRA - Rezonantd parametrica principald
3 FBV - Vibratii fortate de incovoiere
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(vibratii fortate de Incovoiere) pentru un arbore planetar pentru automobile grele proiectat pentru
un SUV (vehicul utilitar sport) avand un 4-WD permanent (tractiune 4X4). Aceasta va implica
determinarea portretelor de fazd pentru lalea si bol in zona rezonantei parametrice principale.
Certificarea manifestarii haotice a vibratiilor fortate de Incovoiere in zona rezonantei parametrice
principale implicd calcularea exponentilor Lyapunov, si anume utilizarea Metodei Maximum
Lyapunov Exponents Method (MLEM) pentru un sistem modificat de ecuatii pentru vibratii fortate
de Incovoiere al elementelor arborelui planetar pentru autovehicule rutiere (lalea si bol) folosind
criteriul: suma tuturor exponentilor Lyapunov este negativa pentru lalea/bol, asa cum se precizeaza
in [B.G.29]. Ca o confirmare suplimentard a manifestarii haotice vibratiilor fortate de Incovoiere
pentru lalea/bol din zona rezonantei parametrice principale, s-au calculat sectiuni Poincaré pentru
lalea/bol din zona rezonantei parametrice principale, astfel incat imaginile hartilor Poincaré sa aiba
proprietatea auto-similaritatii sistemului, mentionatd si in [B.G.29] ca metodd calitativa de
manifestare a haosului.

Pentru a calcula ecuatiile vibratiilor fortate de incovoiere pentru lalea/bol ale arborelui

planetar pentru autovehicule rutiere este obligatoriu sa se reducad momentele de inertie ale masei si
momentele de inertie geometrice pentru lalea /bol la sistemul cartezian de referintad (CSR) X2 Y> 2>
al arborelui intermediar ca in [B.G.28]. Toate caracteristicile inertiale ale lalelei si bolului,
respectand reprezentarea schematica prezentata in Figura 4.2, sunt descrise in lucrarea [B.G.28].
Modelele dinamice ale vibratiilor fortate de incovoiere pentru lalea si pentru bol sunt prezentate in
lucrarea [B.G.28]. Ecuatia vibratiilor fortate de incovoiere in deformarea normalizatd pentru
incovoiere pentru lalea este [B.G.28](pp. 13, 14)

1-C,cos(2¢,) w L2 1-C,cos(2¢,)

Wt 2 w,=-IwW - wW 5.1
1 &1\/1_C2COS(2¢1) 1 11—C2COS(2¢)1) 1 1 2 (5.1)

in timp ce ecuatia vibratiilor fortate de incovoiere in deformarea normalizata pentru incovoiere
pentru bol este [B.G.28](pp. 13, 14)

1-C,cos(2¢,) w L2 1-C,cos(2¢,)

Wt 2 W, =-T.W—T,W. 5.2
3 &3\/1—C4COS(2¢3) 3 31—C4COS(2(03) 3 33 43 (5.2)

Constantele C;, 7; si frecventele naturale pentru lalea pentru incovoiere £2; si pentru bol
pentru Incovoiere 2 sunt exprimate in lucrarea [B.G.28]. Termenii care induc excitatiile fortate in
zona rezonantei parametrice principale contin pentru lalea €2; ,cos( 2:) si pentru bol €25 ,cos( 2¢s)
si trebuie sa satisfaca ecuatiile [B.G.16](pp. 199, 425)

_ 2dg B _ 2do,
=20, = at 1y =20 = dt (5.3)

unde, n este frecventa de excitare a lalelei si n3 este frecventa de excitare a bolului. Pentru a utiliza
ecuatiile (5.1) si (5.2) este obligatoriu sa se calculeze caracteristicile de geometrie pentru lalea J;r
, Jor , si caracteristicile de geometrie ale bolului J;z, J2z pe baza geometriei lor generale. Acest
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lucru a fost realizat folosind software-ul AUTOCAD, iar rezultatele prezentate in Tabelul 5.1 sunt
similare datelor din [B.G.28](pp. 15,19).

Tabelul 5.1. Caracteristicile geometriei lalelei/bolului

0.5(Jim+0ar) | 0.5(J1a+J2m) et/ Yonb p E/G § FyAt
[m®] [m’] [kg/m?] [GPa]
9.1531x 107 | 10.560x 107 | 0.25/0.10 7850 200/77.3 | (16-318)10% | 0.5/1..10

Tabelul 5.1 ilustreaza proprietitile materiale pentru lalea /bol, precum si valorile
amplitudinii socului si duratei socului. Comparand datele din Tabelul 1 cu cele folosite de
Steinwede 1n experimentele sale [B.G.14] (p. 111) se pot remarca acordurile dintre ele.

Pentru lalea, zona rezonantei parametrice principale este definita printr-un interval in jurul

valorii 1038,38 Hz, frecventa naturald de incovoiere fiind vi =519,19 Hz[B.G.28](p. 19-20). Pentru
bol, zona rezonantei parametrice principale a bolului este definita printr-un interval in jurul valorii
de 6306,6 Hz, frecventa naturala de Incovoiere fiind v3=3153,3 Hz [B.G.28](p. 19-20).

Pentru a determina portretul fazelor de timp pentru lalea si bol in vibratiile fortate de
incovoiere este obligatorie modificarea ecuatiilor (5.1) si (5.2), care devin sistemele:

dw, _
a "
d(ft) ddf =n,0,=d0, (5.4)
dv,, 1-C, cos(® 1-C, cos(®
e, [1=Gi008(O),, V, - 212G, C08(O) |\ 1w

dt 1-C, cos(®,) 1-C, cos(®,)

g

d "

de, de

Tl =1,0,=04d6,, (5.5)
dv _ _

" _ om0, 1 C3COS(®3)VW B §l C3cos(®3)w3_ 3 3—F4w§
dt 1-C,cos(®,) ™ 1-C, cos(0®,)

Folosind software-ul MATLAB, au fost calculate portretul fazelor de timp ale vibratiilor
fortate de incovoiere pentru lalea si vibratiilor fortate de incovoiere pentru bol in zona rezonantei
parametrice principale [B.G.27]. Analizand portretele de faza ale vibratiilor fortate de Incovoiere
pentru lalea (vezi Fig. 1.b, Fig. 2.b) se poate concluziona ca vibratiile fortate de incovoiere haotice
pentru lalele se manifesta in intervalul & =0,0016-0,0216 a raportului de amortizare, in timp ce
cresterea cu 0,02 a raportului de amortizare induce o scadere a deflexiunii de incovoiere a lalelei
w; de mai mult de zece ori. De asemenea, aceeasi crestere a raportului de amortizare induce o
scadere a vitezei de incovoiere a lalelei de dw;/dt de mai mult de sase ori.

Analizand portretele de faza pentru lalea in zona rezonantei parametrice principale (vezi
Figura.5.1a si 5.2.a) sunt evidente manifestarile efectelor de bataie specifice haosului [B.G.30],
[B.C.5.3],
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Analizand portretele de faza ale vibratiilor fortate de incovoiere ale bolului (vezi Fig. 5.3.b,
Fig. 5.4.b) se poate concluziona ca vibratiile fortate de incovoiere haotice pentru lalea se manifesta
inintervalul £=00016-0,0216 al raportului de amortizare, in timp ce cresterea cu 0,02 a raportului
de amortizare induce o scadere a deflexiunii de incovoiere a lalelei w; de mai mult de zece ori. De
asemenea, aceeasi crestere a raportului de amortizare induce o scadere a vitezei de incovoiere a
lalelei de dws/dt de mai mult de sase ori. Analizand portretele de faza pentru lalea In zona
rezonantei parametrice principale (vezi Figura5.3a si 5.4.a) sunt evidente manifestarile efectelor de
bataie specifice haosului[B.G.27].

dw. !.kﬁ(ml's]

Fig. 5.3 Portretul de fazd FBV al bolului y.r= 0,25 ; €= 0,0016 [B.G.30]
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Fig. 5.4 Portretul de fazd FBV al bolului yar- 0,25 ; €= 0,0216 [B.G.30]
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Daca compardm rezultatele ilustrate in Figurile 5.1 si 5.2 pentru vibratiile fortate de
incovoiere pentru lalea cu cele ilustrate in Figurile 5.3 si 4 pentru vibratiile fortate de Incovoiere
ale bolului se poate remarca o accentuare a efectelor de bataie pentru bol pentru raportul de
amortizare in jurul valorii de 0,0016 (vezi Fig. 5.1.b si Fig, 5.3.b) si o manifestare similard pentru
vibratiile fortate de Incovoiere pentru lalea si vibratiile fortate de incovoiere al bolului pentru
raportul de amortizare in jurul valorii de 0,0216 (vezi Fig. 5.2.a si Fig. 5.4.a) [B.G.30], [B.C.5.3].

Exponentii Lyapunov calculati pe baza sistemului (5.4), care descrie vibratiile fortate de
incovoiere pentru lalea In zona rezonantei parametrice principale a lalelei (frecventa de excitatie a

lalelei este 1n intervalul de aproximativ 1038,38 Hz [B.G.28]) sunt dati de ecuatiile [B.G.12](p.
306-307)

.
s )"

W,V ©,)7 — (Wl VP, 0"

1 N
L11 = T_ z IoglO
foi=l ‘

1 ‘(le _wa Ti‘

L,, =_I__Zlog10 —
f =l ‘(Wllvwl,®1) = (W ’le’®1) ‘
1 (©,-07)"

L =T—2|ogm | — | — (5.6)
foisl ‘(Wl’vvvl,@l) - (W ’le’®1) ‘

unde:
o indicele p indica solutia perturbatd pentru intervalul (Tj, Ti+1),

O

Treste timpul final de integrare,
o N este numadrul de intervale continute in intervalul de timp (0, Ty).

Exponentii Lyapunov calculati pe baza sistemului (5.5), care descrie vibratiile fortate de
incovoiere ale bolului in zona rezonantei parametrice principale a bolului (frecventa de excitatie a
bolului este in intervalul de aproximativ 6306,6 Hz [B.G.28]) sunt dati de ecuatii similare, cu
aceeasl semnificatie dintre cele descrise anterior:

O — )"
WV, 0 (W v,2, ©0)" |

1 N
L = _Z log,,
T i3

13 (\/w3 _sz B
Ly; == log, e
TS v, 0" - (wg v 0|
1 (®3_®:§)Ti
Ly == logy, - - (5.7)
T i ‘(Ws'vw3,®3) _(Wsp’VwF;'@sp) H

60



Pentru a certifica haosul este necesar sa se aplice doua criterii, respectiv. Metoda
Exponentilor Maximi Lyapunov (MLEM) cuplat cu criteriul de contractie a sumei tuturor
exponentilor Lyapunov care impune ca urmatoarea propozitie matematicd sa fie adevarata
[B.G.12](pp. 306-307)

3
<{1,2,3}, max(L;)>0,3L; ~ o,Zl: L, <0,j<{1,23} (5.8)

Figurile 5.5 si 5.6 ilustreazd exponentii Lyapunov pentru doua valori ale raportului de
amortizare 0,0016 si 0,011 in PPRA lalelei, cu frecventa de excitare in apropiere de 1038,38 Hz.
Dupa cum se poate remarca din figurile 5.5 si 5.6, ecuatia (5.8) este adevarata numai pentru raportul
de amortizare in intervalul 0,0016-0,011.

Analizand Figura 5.5 se poate concluziona ca manifestarea haosului este confirmata in
intervalul de frecventa de excitatie (950-1150) Hz pentru raportul de amortizare de 0,0016, in timp
ce In Figura 5.6 manifestarea haosului este confirmata in intervalul frecventei de excitatie (1100-
1150) Hz pentru raportul de amortizare de 0,011 chiar daca de la detectarea haosului (vezi Fig. 2)
indica valoarea maxima a raportului de amortizare 0,0216.

Figurile 5.7 si 5.8 ilustreazd exponentii Lyapunov pentru doud valori ale raportului de
amortizare 0,0016 si 0,0125 in PPRA bolului, cu frecventa de excitare in apropiere de 6306,6 Hz.
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Fig. 5.5 Exponentii lui Lyapunov pentru lalea la FBV in PPRA (1038,38 Hz), vi=519 19Hz , &= 1.6 10° [B.G.30]
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Dupa cum se poate remarca din figurile 5.7 si 5.8, relatia (5.8) este adevarata numai pentru
raportul de amortizare in intervalul 0,0016-0,0125. Analizand figura 5.7 se poate concluziona ca
manifestarea haosului este confirmata in intervalul frecventei de excitatie (6200-6400) Hz pentru
raportul de amortizare de 0,0016, in timp ce in figura 5.8 manifestarea haosului este confirmata in
intervalele de frecventd de excitatie (6300-6365) Hz si (6368-6400) Hz pentru raportul de
amortizare de 0,0125 chiar daca de la detectarea haosului (vezi figura 5.4) indica valoarea maxima
a raportului de amortizare 0,0216. Conform celor mai recente evolutii in teoria haosului, daca doi
exponenti Lyapunov sunt pozitivi si toti exponentii Lyapunov respectd relatia (5.8), sistemul
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dinamic este considerat a fi un sistem hiperhaotic [B.C.5.1]. Analizand figurile 5.5-5.8 se poate
concluziona cd arborele planetar al autovehiculului rutier este un sistem hiperhaotic pentru un
raport de amortizare in intervalul 0,0016-0,011 si frecventa de excitare 1n intervalul (1100-1150)
Hz pentru lalea in FBV, in timp ce pentru bolul in FBV manifestarea hiperhaosului este valabila
pentru un raport de amortizare 1n intervalul 0,0016-0,0125 si frecventa de excitatie In intervalele
(6300-6365) Hz si (6368-6400) Hz. Pentru a reconfirma manifestarea haotica a vibratiilor fortate
de incovoiere pentru lalea si a vibratiilor fortate de Incovoiere pentru bol In zona rezonantei
parametrice principale s-a calculat, utilizdnd in software-ul MATLAB bazat pe sistemele (5.4) si
(5.5), Sectiunile Poincaré (PM) care reprezintd intersectia orbitelor in portretele de fazd cu o
suprafatd ortogonald la perioade egale (N numir de puncte), folosind procedeul matematic
prezentat in [B.G.12] (p. 194). Daca vibratiile fortate de incovoiere pentru lalea sau vibratiile
fortate de incovoiere pentru bol sunt periodice sau cvasi-periodice, sectiunile Poincaré¢ (PM)
reprezintd puncte de inflexiune sau imagini de tip hiperbolic sau eventual curbe separatoare. Pentru
un interval de frecventd de excitatie in apropiere de 1038,38 Hz si pentru un raport de amortizare
£=1,6 107 . Figura 5.9 ilustreazi sectiunea Poincaré pentru vibratiile fortate de incovoiere pentru
lalea in zona rezonantei parametrice principale folosind N=1700.000 sectiuni de suprafatd
ortogonale la orbite (pentru portretele de faza (w; ,dw,/dt).

1.5
1+t
0.5 g .
g o0
;'_ o N
© :
051
At
1.5 :
5 0 5

w,[m] 104

Fig. 5.9 Sectiunea Poincaré pentru FBV lalelei in PPRA (1038.38Hz), N=100,0 &£ =1,6 107 [B.G.30]

Dupa cum se poate remarca din Figura 5.9, imaginea are proprietatile atractorilor stranii,
respectiv auto similaritatea si o structurd difuzivitatea punctelor avand o densitate diferita de pixeli
pe unitatea de suprafata a imaginii. Pentru un interval de frecventd de excitatie In apropiere de
6306,6 Hz si pentru un raport de amortizare & =1,6 107 figura 5.10 ilustreaza Sectiunea Poincaré
pentru FBV al bolului in PPRA folosind N=1700.000 sectiuni de suprafatd ortogonale la orbite
pentru portretele de faza (w; ,dw/dt).
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Figura 5.10 Sectiunea Poincaré pentru FBV bolului in PPRA (1038.38Hz), N=100,0 &£ =1,6 10~[B.G.30]

Dupa cum se poate remarca din figura 5.10 imaginea are proprietatile atractorilor stranii,
respectiv auto-asemanarea si o structurd difuzd de puncte avand o densitate diferita de pixeli pe
unitatea de suprafatd a imaginii. Reconfirmarea manifestarii haotice a vibratiilor fortate de
incovoiere pentru lalea si bol prin sectiunea Poincaré, respectiv atractorii stranii. Un astfel de
comportament dinamic este considerat de Steinwede [B.G.14](pp. 88-94) ca fiind cauza ciupirii
interne a clopotelor lalelei si bolului precum si a micro-fisurilor de pe axele tripodei. De asemenea,
Steinwede a asimilat mecanismul vibratiilor fortate de incovoiere haotice si vibratia haotica de
torsiune fortatd a arborilor planetari pentru autovehicule rutiere cu un mecanism similar pentru
comportamentul dinamic neliniar al transmisiilor sistemelor angrenate, mecanisme deja investigate
de primul autor al prezentei lucrari in [B.C.5.2]. Dupa cum se poate remarca, cresterea raportului
de amortizare are un efect benefic evitdnd comportamentul haotic al vibratiilor fortate de
incovoiere pentru arborii planetari pentru autovehicule rutiere, dar induce stres termic.

Rezultatele obtinute au confirmat teoretic pentru prima datd manifestarea hiperhaosului
vibratiilor fortate de incovoiere in zona principala de rezonantd parametrica pentru lalea si bol, in
concordantd cu cercetarile experimentale ale lui Steinwede [B.G.14](pp. 86-94) pentru
manifestarea de ciupire, precum si datele referitoare la momentul de inertie al masei[B.G.14](p.
111) si comportamentul dinamic haotic al transmisiei homocinetice similar cu comportamentul
dinamic haotic al transmisiei cu angrenaje [B.G.14](p. 117), mecanism haotic deja studiat de primul
autor in [B.C.5.2]. In cele din urma, lucrarea a evidentiat mecanismul comportamentului dinamic
neliniar hiperhaotic pentru transmisia homocinetica [B.C.5.2]. Aceasta noud metoda poate fi
folosita ca un instrument puternic de catre proiectantii de arbori planetari auto, precum si de cétre
proiectantii de amortizoare dinamice ale vibratiilor fortate de incovoiere pentru arbori planetari
auto [B.G.30; B.C.5.3].
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Capitolul 6. Concluzii generale. Contributiile originale in domeniul tezei de doctorat.
Perspective generale pentru dezvoltarea cercetarilor in domeniu.

6.1 Concluzii generale

In concluzie se demonstreazi ci neuniformitatea izometriei geometrice si cinematice a
arborelui planetar al autovehiculului rutier poate fi luata Tn considerare. Aceasta este 0
provocare pentru proiectantii arborilor planetari din cauza dificultatii de a anticipa cantitatile
suplimentare pentru solicitarile la oboseala. Mai mult, variatia armonica a neuniformitatii din
izometria geometricad si cinematicad a arborelui planetar induce comportamentul dinamic
parametric neliniar al unei articulatii homocinetice.

Dupa cum se poate observa din toate aspectele acestei teze, arborii planetari pentru
autovehicule rutiere nu au uniformitatea izometriei geometrice si cinematice perfecta, chiar
daca articulatia lalea-tripoda si articulatia bol-colivie cu bile-nuca reprezinta cele mai avansate
articulatii homocinetice.

Predictia neuniformitatii izometriei geometrice si cinematice a arborelui planetar
reprezinta un element important pentru proiectanti, deoarece permite predictia in etapele
timpurii de proiectare a arborilor homocinetici a comportamentului dinamic neliniar.

Predictia rezonantelor precum :

- rezonanta SUper-armonica;

- rezonanta sub-armonica;

- rezonanta parametrica principala,

- rezonante simultane;

- rezonante interne.
specifice pentru comportamentul dinamic parametric neliniar al arborelui planetar. Aceste
fenomene au o importanta uriasa in stabilirea comportamentului dinamic al arborelui planetar
de la cutia de viteze la roata.

Se poate concluziona ca aceasta teza introduce o corectie importanta pentru proiectarea
arborilor planetari pentru autovehicule rutiere, pentru predictia comportamentului dinamic la
torsiune si pentru predictia comportamentului dinamic la incovoiere si torsiune a arborilor
planetari in stadiile incipiente de proiectare. Sunt luate in considerare majoritatea fenomenelor
observate in practica industriald si exploatarea masinilor precum:

- neuniformitatea izometriei geometrice si cinematice a arborelui planetar;

- neuniformitatea momentelor de inertie geometrice si masice ale sectiunii transversale
pentru lalea, tripoda si bol,

- rigiditatea si amortizarea articulatiilor arborelui planetari pentru autovehicule rutiere
lalea-tripoda-arbore intermediar si arbore intermediar—colivie cu bile—bol;

- excitatia armonica a arborelui planetar indusa de motorul cu ardere interna;

- excitatia prin soc indus de interactiunea dintre pneu si calea de rulare.

Tn plus, modelele permit dezvoltarea viitoarelor directii de cercetare pentru investigarea
rezonantelor primare, super-armonice, subarmonice, parametrice principale, combinate,
interne si simultane, precum si pentru investigarea stabilitdtii pentru vibratiile stationare,
precum si nestationare. Prin urmare, acest model de comportament dinamic la torsiune pentru
arborele planetar pentru autovehicule rutiere poate fi utilizat in etapele incipiente de proiectare,
precum si in predictia durabilitatii arborilor planetari. Mai mult, este important ca modelul sa
fie adaugat in flow-chartul algoritmului de proiectare pentru alegerea elementelor de comfort
ale autovehiculului, pentru a lua in considerare in mod adecvat acest tip de comportament
dinamic, care induce excitatii structurii masinii.
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Rezultatele obtinute au fost stabilite in Capitolul 1, Paragraful ““1.4 Obiectivele tezei de
doctorat”, in urma determinarilor analitice a momentelor de inertie mecanice si 8 momentelor
de inertie geometrice tinand cont de neuniformitatile geometrice ale acestora, investigarea
comportamentul dinamic atét la torsiune cat si la incovoiere si proiectarea unui model
consistent fizic pentru vibratiile fortate de torsiune si incovoiere pentru lalea si pentru bol, plus
determinarea manifestarii haotice a vibratiilor fortate de incovoiere pentru lalea/bol care au
confirmat teoretic pentru prima datd manifestarea hiperhaosului vibratiilor fortate de
incovoiere 1n zona rezonantei parametrice principale pentru lalea si bol.

6.2 Contributii originale Tn domeniul tezei de doctorat

Investigatiile au permis diseminarea rezultatelor obtinute si publicarea acestora, ca prim
autor sau co-autor, a unui numar de 8 articole stiintifice, in reviste de specialitate cat si in
volumele unor conferinte internationale, doua lucrari fiind indexate WOS.

Contributiile originale ale acestei lucrari sunt investigarea haotica a vibratiilor fortate
de incovoiere a arborilor planetari pentru autovehicule rutiere utilizand o noua metoda cu doua
etape:

o determinarea neuniformitatii izometriei geometrice si cinematice pentru arborii
homocinetici;
o calculul neuniformitatii momentelor de inertie geometrice si masice;
o detectarea posibilelor manifestari haotice cu ajutorul portretului fazelor;
o determinarea ecuatiilor vibratii fortate de torsiune si incovoiere indusa de functionarea
motorului:
a. excitatie externa in primul element al arborelui planetar — lalea;
b. excitatie de tip soc induse de interactiunea dintre pneu si calea de rulare;
o confirmarea cantitativa si calitativd a haosului determinist (atractori stranii) pentru
vibratii fortate de incovoiere folosind un MLEM! modificat cuplat cu metoda
sectiunilor Poincaré.

o s-au determinat frontierele de instabilitate pentru vibratii fortate de incovoiere in zona
rezonantei parametrice principale.
Rezultatele obtinute au confirmat teoretic pentru prima datd manifestarea hiperhaosului

vibratiilor fortate de incovoiere in zona rezonantei parametrice principale pentru lalea si bol,
precum si datele referitoare la momentul de inertie al masei si comportamentul dinamic haotic
al transmisiei homocinetice similar cu comportamentul dinamic haotic al transmisiei cu roti
dintate.

Rezultatele obtinute sunt conforme cu rezultatele obtinute in literatura de specialitate
de Steinwede, J. [B.G.14] care prin experimentele sale a demonstrat ca un comportament
dinamic parametric neliniar al arborilor planetari pentru autovehicule rutiere este ca cel al
sistemelor angrenate [B.G.14] (p. 117), si de aceea observam fenomene similare de ciupituri si
micro fisuri in interiorul lalelei si in interiorul bolului articulatiilor CVJ lalea—tripoda si bol—
colivie cu bile-nuca [B.G.14] (pp. 88-94).

In cele din urma, teza evidentiazi mecanismul comportamentului dinamic neliniar
hiperhaotic pentru transmisia homocinetica.

!MLEM - Metoda modificata a exponentilor Lyapunov
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6.3 Perspective generale pentru dezvoltarea cercetarilor in domeniu

Rezultatele obtinute in cadrul tezei ,,Studiul comportamentului dinamic al
mecanismelor planetare pentru autovehicule rutiere,, reprezinta un punct de plecare pentru
cercetarea viitoare a fenomenelor dinamice Tn zona mentionata anterior.

Aceastd noud metoda poate fi folosita ca un instrument puternic de catre proiectantii de
arbori planetari auto, precum si de catre proiectantii de amortizoare dinamice ale vibratiilor
fortate de Incovoiere pentru arbori planetari auto.

Directiile viitoare de cercetare sunt:

1. Cercetari privind studiul comportamentului dinamic neliniar hiperhaotic al arborilor

homocinetici;

2. Investigarea stabilitatii gamelor de rezonante specifice pentru comportamentul

dinamic parametric neliniar al arborelui planetar:

e rezonanta super-armonica,

e rezonanta sub-armonica;

e rezonanta parametrica principald;
e rezonante simultane;

e rezonante combinate;

e rezonante interne.

3. Cercetarea si dezvoltarea modelelor fizico-matematice pentru vibratiile fortate de
torsiune si incovoiere ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere;

4. Detectare si confirmarea manifestarii haotice a vibratiilor fortate de incovoiere pentru
lalea/bol in zona rezonantelor sub-armonice, supra-armonice, combinate, interne, simultane;

5. Realizarea de programe software pentru predictia performantelor dinamice ale
transmisiilor homocinetice.
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