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Capitolul 1. Stadiul actual al cercetărilor teoretice privind comportamentul 

dinamic al arborilor planetari pentru autovehiculele rutiere 

Primul Capitol al acestei teze realizează un studiu al stadiului actual al cercetărilor teoretice 

privind comportamentul  dinamic al arborilor planetari pentru autovehiculele rutiere utilizând 

sursele bibliografice[B.G.1- B.G.16], [B.C.1-B.C.14], abordând următoarele aspecte: 

1. definirea conceptului de arbore homocinetic utilizând teoria articulațiilor de viteză 

constantă (CVJ-Constant Velocity Joints), 

2. cinematica articulațiilor polipode ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere, 

3. determinarea cuplului mecanic al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere. 

 
Figura 1.1 Exemplu detaliat de arbore planetar pentru autovehicule rutiere  [B.C.1.1]. 

 

Figura 1.2 Exemplul detaliat al ansamblului bol al arborelui planetar [B.C.1.1]. 
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Figura 1.3 Exemplul detaliat al ansamblului lalea al arborelui planetar [B.C.1.1]. 

 

 Teza de doctorat este structurată pe parcursul a 6 capitole după cum urmează: 

– Capitolul 1. Stadiul actual al cercetărilor teoretice privind comportamentul dinamic al 

mecanismelor planetare pentru autovehicule rutiere; 

– Capitolul 2. Neuniformitatea izometrică a arborilor planetari; 

– Capitolul 3. Modele de vibrații forțate de torsiune ale arborelui planetar; 

– Capitolul 4. Modele de vibrații forțate de încovoiere ale arborelui planetar; 

– Capitolul 5. Comportamentul haotic al arborilor planetari în cazul vibrațiilor forțate de 

încovoiere; 

– Capitolul 6. Concluzii generale. Contribuțiile originale aduse temei. Perspective generale 

pentru dezvoltarea cercetărilor în domeniu; 

Capitolul 2 prezintă o analiză a CVJ (constant velocity joint) a arborilor planetari pentru 

autovehicule rutiere din punct de vedere al neuniformității izometriei geometrice și cinematice. În 

industria auto, se consideră că arborii planetari pentru autovehicule rutiere au viteză constantă prin 

articulațiile sale: articulații tripode libere și articulații sferice fixe, ceea ce a fost dovedit prin 

metoda indirectă a lui Mtzner și metoda directă a lui Orain pentru tripodă comună.  

Scopul capitolului 3 este acela de a proiecta un model consistent fizic pentru vibrațiile 

forțate de torsiune ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere care să țină cont de aspecte 

ale următoarelor fenomene:  

- excitația datorată transmiterii motorului cu ardere prin cutia de viteze,  

- excitația datorată geometriei drumului,  

- quasi izometria arborelui planetar al autovehiculului, 

- efectul de neuniformitate a momentului de inerție față de axa longitudinală a articulației 

lalea-tripodă și a articulației bol-colivie-cursă interioară,  
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- rigiditatea la torsiune, 

- amortizarea la torsiune a fiecărei articulații.  

În capitolul 4 este prezentată o tehnică de perturbare, și anume metoda asimptotică 

(AM)1[B.C.4.1], pentru a investiga rezonanța parametrică principală pentru vibrațiile forțate de 

încovoiere-forfecare ale unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere, metoda asimptotică fiind 

un instrument eficace pentru investigarea vibrațiilor induse prin șocuri (excitații impulsive) așa 

cum a menționat Webber în literatură [B.C.4.2]. Pentru a investiga o astfel de regiune de rezonanță, 

a fost proiectat un PCM2 (model fizic consistent) al vibrațiilor de încovoiere pentru un arbore 

planetar, conceput pentru SUV-uri grele, induse de excitațiile impulsive ale drumului, ținând cont 

de următoarele aspecte ale fenomenului:  

o articulațiile arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice pentru 

viteza unghiulară[B.G.1], chiar și în general este considerată ca CVJ (Constant Velocity 

Joint). 

o efectul neuniformității pentru momentele de inerție geometrice axiale și momentele de 

inerție masice axiale ale articulațiilor care variază în funcție de unghiul de răsucire al 

fiecărui element al arborelui planetar și de efectul rigidității la încovoiere și la forfecare, 

precum și de amortizarea la încovoiere și forfecare pentru fiecare îmbinare a arborelui de 

antrenare.  

Scopul capitolului 5 este de a confirma manifestarea haotică care constă în utilizarea 

portretelor fazelor într-o regiune specifică de rezonanță și anume regiunea parametrică principală. 

Pentru aceeași regiune a fost aplicată Metoda Exponenților Maximi Lyapunov (MLEM)3 a fost 

cuplată cu criteriul de contracție pentru suma exponenților Lyapunov care certifică haosul. În plus, 

a fost aplicată secțiunea Poincaré ca metodă calitativă de reconfirmare a manifestării haosului. 

Astfel, a fost creat un instrument analitic pentru a investiga vibrațiile haotice de încovoiere forțată 

pentru condiții specifice în zona rezonanței parametrice principale (PPRA)4. 

Capitolul 6 prezintă concluziile finale, originalitatea și direcții viitoare de cercetare.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 AM – Metoda asimptotică 
2 PCM - Model fizic consistent 
3  
 MLEM - Maximum Lyapunov Exponents Method 
4 PPRA - Rezonanță parametrică principală 
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Capitolul 2. Neuniformitatea izometrică a arborilor planetari 

Acest capitol prezintă o analiză a CVJ (constant velocity joint) a arborilor planetari 

pentru autovehicule rutiere din punct de vedere al neuniformității proprietăților izometrice.  

Pentru o mai bună înțelegere, să privim în interiorul componentelor unui astfel de mecanism, 

uitându-ne la Figura 2.2, care constă din: 

a) articulația bol-bile fixată asamblată de roata mașinii; 

b) axa arborelui intermediar; 

c) îmbinarea lalea - trepied care permite deplasarea axială a tripodei în lalea și culisarea 

în cutia de viteze. 

Primii cercetători care au considerat că este special acest fenomen pentru arbori planetari 

sunt Mazzei și Scott care au îmbunătățit comportamentul dinamic parametric neliniar al 

articulațiilor universale în [B.G.12].   

Ceea ce este foarte ciudat pentru această lucrare de cercetare este că conține doar două referințe: 

dintre care una este o auto-citare în același domeniu al stabilității dinamice a arborilor antrenați 

printr-un cardan universal.  

Dovezile experimentale privind neuniformitatea arborelui planetar este prezentată și 

evidențiată de Browne și Palazzolo în lucrare [B.G.13].  Dar cea mai importantă cercetare 

experimentală asupra neuniformității izometriei geometrice și cinematice a arborilor planetari 

a fost efectuată de Steinwede în timpul tezei sale de doctorat [B.G.5]  (pp. 68–97); astfel, după 

45 de ani, s-a dovedit în sfârșit prin date experimentale că Dudița și Diaconescu au avut 

dreptate, că arborii de planetari (CVJ)(AH) sunt quasi-homocinetici, iar toate brevetele 

proiectate și diagramele de flux de proiectare utilizate în industria auto cu privire la arborii 

planetari (CVJ)(AH) trebuie modificate și corectate așa cum s-a menționat deja în [B.G.5]  

(p.G78). În plus, Feng, Rakheja și Shangguan în [B.G.15]  au tratat optimizarea forței axiale 

generate a unui sistem de arbore planetar cu un interval de incertitudine fără a lua în considerare 

izometria (CVJ)(AH) -ului pentru arborele planetar, care nu mai este izometrică, deoarece acest 

aspect a fost certificat prin experimente folosind metoda vârfurilor pentru analiza variației 

legăturilor superioare și inferioare (ULBs) a parametrilor. Este clar acum că neuniformitatea 

izometriei geometrice și cinematice a arborilor planetari reprezintă punctul de plecare al tuturor 

cercetărilor referitoare la proiectarea, analiza și investigarea dinamică a comportamentului 

arborilor planetari auto. Această lucrare evidențiază această neuniformitate din izometria 

geometriei și cinematicii pentru arborii planetari auto (CVJ)(AH). 
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Fig. 2.1 Arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.G.18] 

Pentru o mai bună înțelegere, în figura 2.2 remarcăm detaliile acestui mecanism. 

 

Fig. 2.2  Arbore planetar pentru autovehicule rutiere în detaliu general [B.G.18] 

Primul care a introdus conceptul de articulație cu viteză constantă a fost Metzner, în 

1967, menționat de literatura [B.G.7] ca si creator al primei metode indirecte (FIM). El a 

demonstrat viteza constantă pentru articulațiile speciale Hooke [B.G.7], bazat pe ideea că 

generatoarele geometrice ale unei articulații Hooke cu viteză constantă trebuie să fie imagini in 

oglindă în spațiu.  

 

Fig. 2.3 Organigrama unui arbore planetar CVJ [B.G.18].  
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În figura 2.4, este prezentat în detaliu o tripodă care constă din trei cilindrii egal înclinați 

față de arborele intermediar al arborelui planetar cu unghiurile fixe ψi, date de relația: 

( )2 1
ψ ,  1,2,3i

i
i





−
= =                                                                                (2.1) 

 

Fig. 2.4. Articulație lalea - tripodă [B.G.18] 

Articulațiile tripode respectă condiția generală care confera o viteză constantă. 

O tripodă, pe care se intersectează axele tuturor pivoților ce se află într-un plan 

perpendicular pe arborele de intrare, 

• element tripod format din 3 elemente echidistante unghiular  

• trei role sferice, care fac ca una dintre axele tripodei să se intersecteze cu  una dintre 

axele pistelor. 

În figura 2.5 este prezentată reprezentarea schematică a unui arbore planetar în trei axe 

ale coordonatelor X1Y1Z1 atașat la lalea, X2Y2Z2 atașat la arborele intermediar și X3Y3Z3 atașat la 

bol, având următoarele mișcări rigide: 

• rotație cu unghiul φ1 al lalelei față de X1, φ1 = 0… .n1π; 

• rotație cu unghiul φ2 al arborelui intermediar față de X2, φ2 = 0… .n1π; 

• rotație cu unghiul φ3 al bolului față de X3, φ3 = 0… .n1π; 

• rotația relativă a axului longitudinal al arborelui intermediar (dată de direcția 

axului X2) față de direcția longitudinală a lalelei (dată de direcția axului X1), cu 

β1 (unghiul spațial dintre axele X1 și X2) față de axul Z1, β1 fiind unghiul dintre 

direcția lalelei și direcția longitudinală a arborelui intermediar, β1 = 00… .150; 

• rotația relativă a axului longitudinal al bolului (dată de direcția axului X3) la 

direcția longitudinală a arborelui intermediar (dată de direcția axului X2), cu β2 

(unghiul spațial dintre axele X2 și X3) față de axul Y2, β2 fiind unghiul dintre 

direcția arborelui intermediar și direcția longitudinală a bolului, β1 = 00… .470. 

Folosind toate aceste notații Orain a demonstrat în 1976 folosind a doua metodă directă 

[B.G.11] că articulațiile polipodice, în special articulațiile tripodei, sunt articulații izometrice 

din punct de vedere cinematic și dinamic, punctul de vedere cinematic fiind exprimat prin 

relațiile:  
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2 1 1tan cot  =                                                                                               (2.2) 

2 1tan tan =                                                                                                (2.3)   

 1 2 =                                                                                                          (2.4)  

Articulația cu tripodă este articulația lalelea-tripodă care este CVJ, dar în 1971 Dudiță 

și Diaconescu [B.G.1]  au dovedit că articulația tripodă este quasi-isometrică, aspect recunoscut 

de cercetătorii din domeniu [B.G.7]  abia în 2006. Se consideră că o nonuniformitate izometrică 

cinematică a articulațiilor tripode este de 5 ... 7%, valoare de proiectare acceptabilă pana în anii 

2000, acum când o îmbunătățire de 1% este un câștig imens în industria auto nu mai este 

acceptabilă. De asemenea, articulația bolului nu s-a demonstrat  a fi o articulație CVJ.  

 

Fig. 2.5 - Reprezentarea schematică a unui arbore planetar auto folosind 3 sisteme de coordonate 

carteziene [B.G.1]. 

Să considerăm o articulație transversală generală Hooke, așa cum este prezentată în 

Figura 2.6, unde elementul de antrenare este S1, având atașat la sistemul cartezian 

R1(OX1,Y1,Z1), elementul antrenat este S2, având atașat sistemul cartezian R2(OX2,Y2,Z2); 

articulația transversală este A'OA-B'OB, având unghiul AOB = δ, unghiul de intrare de antrenare 

este φ1, unghiul de ieșire antrenat este φ2 și unghiul dintre direcția longitudinală a elementului 

de intrare S1 și direcția longitudinală al elementului de ieșire S2 este θ. 

 

Fig. 2.6  Prezentare generală a articulației lui Hook [B.G.1]   
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Putem considera vectori 
n

e , 
v

e ,
w
e cu trei unități 

 
1n v z

e e e =                                                                                                         (2.5) 

2n w z
e e e =                                                                                                         (2.6)    

acesta rezultă să exprime vectorii unitari ai: 

                       
1x 1 n 1 v

e cos e sin e ,=  +                                                                                 (2.7) 

                 ( )
2 1y 2 n 2 w 2 n 2 v z

e sin e cos e sin e cos cos e sin e .= −  +  = −  +   +                                (2.8) 

Pe baza ecuațiilor (2.7) și (2.8) rezultă: 

      
1 2 1 2 1 2   cosx y cos sin sin cos co ce s ose       − + = =                                             (2.9) 

În mod uzual număr de bile pentru o articulație cu bile este de șase, deci folosind ecuația 

(2.10) pentru articulația cu bile (vezi figurile 2.7 și 2.8), folosind expresia: 

( )2 1
ψ ,  1,2,3 .   i max

max

i
i i

i

 −
= =                                                                     (2.10)  

unde imax este numărul de bile ale articulației bol cu bile. În figura 2.7 este prezentată o imagine 

a articulației bolului cu bile, iar în figura 2.8 sunt prezentate componentele acestuia, luând în 

considerare o articulație modernă cu bile CVJ - AH. 

              

Fig. 2.7  Imagine a unei articulații bol cu bile [B.G.18] Fig. 2.8  Componentele articulației bol cu bile [B.G.18] 

Cel mai utilizat număr de bile pentru o articulație bol cu bile este șase, astfel încât să 

putem scrie primele trei grupuri de ecuații ale Metodei Orain direct aplicate pentru articulația 

bolurilor cu bile, având în vedere toate bilele 1-3-5 ca o articulație tripodă.  

• Pentru primul element de transmisie la 𝛹1 = 0° 

2 3 2 3 2 0cos sin sin cos cos cos    − + =                                                        (2.11) 

• Pentru al treilea element de transmisie la 𝛹3 = 120 ° 

2 3 2 3 2

2 2 2 2 2
cos

3 3 3 3 3
sin sin cos cos cos

    
    
       

− + + + + + =       
       

         (2.12) 
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• Pentru al cincilea element de transmisie la 𝛹5 = 240 ° 

2 3 2 3 2

4 4 4 4 4
cos

3 3 3 3 3
sin sin cos cos cos

    
    
       

− + + + + + =       
       

          (2.13) 

Ecuațiile (2.12)–(2.14) sunt identice cu cele ale articulației tripodei, prin urmare se obțin: 

2 3 =                                                                                             (2.14) 

Relațiile care exprimă neuniformitatea izometriei cinematice a arborilor planetari pot fi 

obținute din formularea generală găsită de Dudiță și Diaconescu [B.G.1]  pentru un arbore de 

acționare de intrare cu unghi de rotație rigid 𝜑2 și un arbore de acționare de ieșire 𝜑1, sunt : 

( )2

2 1 1cos 3
2 2

r
tan tan

i


   = +                                                          (2.18) 

unde r este raza articulației, l este lungimea arborelui antrenat și β este unghiul dintre direcțiile 

longitudinale ale celor doi arbori. Odată cu semnificația termenilor menționați înainte putem 

obține: 

• pentru articulația lalea-tripoda 

( )2 1
2 1 1 1cos 3

2 2

r
tan tan

i


   = +                                                                (2.19)       

• pentru articulația bol 

( )2 2
3 2 1 2 2/ 2 cos 3

2
r itan tan


   = +                                                     (2.20)       

unde r1 este raza lalelei, r2 este raza bolului, l este lungimea arborelui intermediar. 

( ) ( )2 2 21 1 2 2 1 1
3 1 1 1 2 1 1 1cos 3 cos 3 1.5 cos 3

2 2 2 2 2

r r r
tan tan tan tan tan tan

l l l

  
       

 
= + +


+ 


       (2.21)   

Dependența vitezei unghiulare a bolului față de viteza unghiulară a lalelei este: 

( ) ( )

( )

2 2 21 1 2 2 1 1
3 1 1 1 1 1 2 1 1 1

21 1
1 1

1,5 sin 3 1,5 sin 3 1,5 cos 3
2 2 2 2

3 4,5 sin 3
2

r r r
tan tan tan tan tan tan

l l l

r
tan tan

l

  
         


 

• • • •  
= − − • 

 

 
− 

 

+

      (2.22)                               

În Figura 2.9 este prezentată o diagramă de flux a unui arbore planetar al autovehiculului CVJ 

quasi-izometric. 

 
Fig. 2.9 - Diagrama de flux a unui arbore planetar al autovehiculului CVJ cvasi-izometric [B.G.18] 
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Pe baza relației (2.22), software-ul din MATLAB a fost folosit pentru a calcula 

neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar  ( )3 1 1 1 1 2, ,      = − =  și 

𝜑1 după cum poate fi se vede în figurile 2.10 și 2.11. 

 
Fig. 2.10  Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r1 / l = 0,11, r2 / l = 0,09, 

 β1 =0... 15° [B.G.18]. 

 

 

Fig. 2.11  Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r1 / l = 0,11, r2 / l = 0,09,  

β2 =0... 47° [B.G.18]. 
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După cum se poate observa din acest grafic, neuniformitatea izometriei geometrice este în 

intervalul ± 0,01 fiind maximă atunci când β2 are valoarea maximă de 470. Analizând aceste 

cifre, se poate concluziona că neuniformitatea izometriei geometrice a fost în intervalul ±0,009◦ 

fiind maximă atunci când β2 are valoarea maximă de 47°  Comparând aceste rezultate cu datele 

experimentale din literatură [B.G.4]  (pp.70–71), se poate remarca că a avut un acord strâns. 

În plus, Steinwede în [B.G.4] (pp. 88-94) a demonstrat experimental că această 

neuniformitate a izometriei geometrice pentru un arbore planetar este cauza principală a 

defectelor premature pe flancurile tripodei, pe flancurile interne ale lalelei, pe bile ale 

articulației bol-cursă interioară, iar pe flancurile interne ale bolului din cauza designului 

insuficient pentru controlul contactului hertzian în raport cu fenomenele care implică 

neuniformitatea geometrică a izometriei care implică arborele planetar pentru autovehicule 

rutiere.   

Folosind relația (2.23), a fost dezvoltat un software în MATLAB pentru a calcula 

neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar pentru autovehicule rutiere în 

funcție de β1, β2 și 𝜑1, așa cum se poate vedea în figurile 2.12 și 2.13. 

 

( )3
1 1 2

1

, ,f


  


=   

 
 

Fig. 2.12  Neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar. r1 / l = 0,11, r2 / l = 0,09, β1 = 0..150  

[B.G.18] 
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Figura 2.13  Neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar. r1 / l = 0,11, r2 / l = 0,09, β2 =0.. 470 

[B.G.18] 

             Analizând figura 2.12, se poate remarca că neuniformitatea izometriei cinematice 

pentru arborele planetar, când β2 = 47° și β1 este în intervalul 0–15°, este în intervalul (−0,027, 

0), având maxim absolut absolut valorile pentru  𝜑1= 93°, 213° și 325°, în timp ce valorile 

minime absolute au fost obținute pentru 𝜑1 = 33°, 151° și 271°.            În ceea ce privește figura 

2.13, se poate concluziona că neuniformitatea izometriei cinematice pentru arborele planetar, 

când β1 = 15° și β2 este în intervalul 0–47°, a fost în câmp (−0,024, 0,001) având valoarea 

maximă pentru 𝜑1 = 76°,190°,316°, iar minimul valorii obținute este  𝜑1 = 31°,169°,258°.  

             În figura 2.14 neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar 

( )3 1 1 1 2,g    = − =   în funcție de β1 și β2, fiind variabile, iar  𝜑1 = 243°. După cum se 

poate remarca din figura 2.14, neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar 

a fost maximă pentru β2 = 47◦ indiferent de variația β1 în intervalul 0–15◦. Din perspectiva 
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ultimei simulări privind izometria neuniformității geometrice pentru arborele planetar, se poate 

concluziona o sensibilitate mare pentru unghiul maxim β2 al direcției longitudinale a bolului 

față de direcția longitudinală a arborelui intermediar. Din punct de vedere al designului, acest 

aspect implica o sensibilitate la șocurile primite de la roata arborilor planetari chiar daca 

valoarea neuniformității era foarte mică [B.G.18;B.C.2.1]. În plus, analizând figurile 2.10 – 

2.13, poate fi evidențiată fluctuația armonică a neuniformității din izometria geometrică și 

cinematică a arborelui planetar. Aceasta este o provocare pentru proiectanții arborelui planetar 

din cauza dificultății de a prezice cantităţi suplimentare pentru solicitările la oboseală. Mai mult, 

fluctuația armonică a neuniformității din izometria geometrică și cinematică a arborelui planetar 

induce comportamentul dinamic parametric neliniar al unui arbore homocinetic așa cum este 

menționat în [B.G.12]  . Toate aceste neuniformități geometrice și cinematice din izometria 

arborilor planetari, trebuie luate în considerare în brevetele de proiectare pentru arbori planetari 

pentru autovehicule rutiere, cum ar fi în [B.C.2.4 - B.C.2.7].            Aceste aspecte de a considera 

arborele planetar ca transmisii quasi-izometrice (izometrie cu neuniformitate) CVJ (constant 

velocity joint) - AH (arbori homocinetici) permit dezvoltarea unor cercetări viitoare în vibrațiile 

forțate de torsiune și vibrațiile de încovoiere-forfecare ale arborilor planetari.  

 

Figura 2.14  Neuniformitatea izometriei geometrice pentru arborele planetar. r1 / l = 0,11, r2 / l = 0,09, φ1 =

const. = 243° [B.G.18] 

Neuniformitatea izometriei geometrice și cinematice a arborelui planetar al 

autovehiculului poate avea implicații majore în dinamica a. Aceasta este o provocare pentru 

proiectanții arborilor planetari  din cauza dificultății de a anticipa cantitățile suplimentare pentru 

solicitările la oboseală. Mai mult, fluctuația armonică a neuniformității din izometria 

geometrică și cinematică a arborelui planetar induce comportamentul dinamic parametric 

neliniar al unui CVJ așa cum este menționat în [B.G.12]. Aceste aspecte de a considera arborele 

planetar ca transmisii quasi-izometrice (izometrie cu neuniformitate) CVJ-AH(homocinetice) 

permit dezvoltarea unor cercetări viitoare pentru vibrațiile forțate de torsiune și vibrațiile de 

încovoiere-forfecare.  
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Capitolul 3. Modele de vibrații forțate de torsiune ale arborelui planetar 

Scopul acestei cercetări a fost acela de a proiecta un model consistent fizic pentru vibrațiile 

forțate de torsiune ale arborilor planetari pentru autovehicule rutiere care să țină cont de aspecte 

ale următoarelor fenomene:  

- excitația datorată transmiterii cuplului motorului prin cutia de viteze,  

- excitația datorată geometriei drumului,  

- quasi izometria arborelui planetar al autovehiculului, 

- efectul de neuniformitate a momentului de inerție față de axa longitudinală a articulației 

lalea-tripodă și a articulației bol-colivie-nucă interioară,  

- rigiditatea la torsiune, 

- amortizarea la torsiune a fiecărei articulații.  

Pentru a rezolva ecuațiile de mișcare care descriu vibrațiile parametrice neliniare forțate de 

torsiune ale arborilor planetari auto, a fost utilizată o abordare variațională care implică principiul 

lui Hamilton, care ia în considerare neuniformitatea izometrică, unde se știe că articulațiile 

arborilor planetari pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice din punct de vedere al 

unghiului de răsucire, chiar dacă, în general, sunt considerate CVJ-uri (articulații cu viteză 

constantă) AH (arbori homocinetici). 

În literatura de specialitate [B.G.18], neuniformitatea proprietăților izometrice ale arborilor 

planetari pentru autovehicule rutiere este deja un fapt recunoscut de mai bine de o jumătate de secol 

a cărui realitate a fost demonstrată în experimentele efectuate de Steinwede prin teza sa de doctorat 

[B.G.14] (p. 68–97). Această neuniformitate în proprietățile izometrice ale arborelui planetar 

pentru autovehicule rutiere este, fără îndoială, principala cauză a vibrațiilor parametrice neliniare 

ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere în intervalul 0,1–12 kHz, așa cum este stabilit de 

rezultatele experimentale documentate în literatură [B.G.14] (pp. 98–123). Primii cercetători care 

au luat în considerare fenomenele dinamice speciale ale arborilor planetari au fost Mazzei și Scott, 

care au îmbunătățit comportamentul dinamic parametric neliniar al unei articulații universale în 

lucrarea lor [B.G.12]. Dovezile experimentale pentru neuniformitatea transmisiei arborelui 

planetar pentru autovehicule rutiere sunt prezentate și evidențiate de Browne și Palazzolo în 

[B.G.13].  

Scopul acestui studiu a fost de a stabili un model dinamic complet pentru un model de 

arborele planetar quasi-homocinetic auto care include elemente care descriu elementele neliniare 

în comportament dinamic parametric forțat. Se preconizează că acest model poate fi utilizat în 

stadiile incipiente de proiectare, precum și în prezicerea durabilității arborelui planetar pentru 

autovehicule rutiere [B.C.3.5].  

Un arbore planetar pentru autovehicule rutiere este un mecanism care transmite o sarcină 

de cuplu de la cutia de viteze la roată, așa cum se poate vedea în Figura 2.1. Pentru o mai bună 

înțelegere geometrică, să ne uităm în interior unde componentele unui astfel de mecanism sunt 

prezentate în figura 2.2, care constă din: 

(a) articulația bol-colivie cu bile fixată asamblată cu roata mașinii;    

(b) axa arborelui intermediar;  

(c) articulația lalea-tripodă care permite glisarea axială a tripodei în lalea și glisarea 

asamblată în cutia de viteze.  
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În figura 2.5 este prezentată reprezentarea schematică a unui arbore planetar pentru 

autovehicule rutiere în trei axe ale coordonatelor X1Y1Z1 atașat la lalea, X2Y2Z2 atașat la arborele 

intermediar și X3Y3Z3 atașat la bol, având următoarele mișcări rigide: 

• rotație cu unghiul φ1 al lalelei față de X1, φ1 = 0… .n1π; 

• rotație cu unghiul φ2 al arborelui intermediar față de X2, φ2 = 0… .n1π; 

• rotație cu unghiul φ3 al bolului față de X3, φ3 = 0… .n1π; 

• rotația relativă a axului longitudinal al arborelui intermediar (dată de direcția axului 

X2) față de direcția longitudinală a lalelei (dată de direcția axului X1), cu β1 (unghiul 

spațial dintre axele X1 și X2) față de axul Z1, β1 fiind unghiul dintre direcția lalelei și 

direcția longitudinală a axului intermediar, β1 = 00… .150; 

• rotația relativă a axului longitudinal al bolului (dată de direcția axului X3) la direcția 

longitudinală a arborelui intermediar (dată de direcția axului X2), cu β2 (unghiul 

spațial dintre axele X2 și X3) față de axul Y2, β2 fiind unghiul dintre direcția arborelui 

intermediar și direcția longitudinală a bolului, β1 = 00… .470. 

Pentru a calcula ecuațiile de mișcare pentru un arbore planetar pentru autovehicule rutiere 

folosind abordarea variațională a principiului lui Hamilton, este necesar să se reducă momentul de 

inerție al masei axiale al secțiunii transversale 𝐼𝑥1𝐺𝑇 și momentul geometric de inerție al secțiunii 

transversale  𝐽𝑥1𝐺𝑇pentru laleaua globală (axa lalelei și laleaua) în raport cu axa longitudinală a 

arborelui intermediar X2 în centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar, 

precum și momentul de inerție al masei axiale, secțiunea  𝐼𝑥3𝐺𝐵 și momentul de inerție geometric 

axial al secțiunii transversale 𝐽𝑥3𝐺𝐵 pentru bolul global (axa bolului și bolul) față de axa 

longitudinală a arborelui intermediar X2 în centrul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe 

arborele intermediar.  

Calculele acestor momente masice de inerție axiale ale secțiunii transversale și momentele 

geometrice axiale de inerție ale secțiunii transversale iau în considerare următoarele:  

- unghiul β1 dintre X1 și X2, 

- distanța față de masă centrul axei lalelei la centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe 

arborele intermediar,  

- distanța de la centrul de masă al lalelei până la centrul secțiunii transversale a tripodei fixat 

pe arborele intermediar, unghiul β2 între X2 și X3 (rotație față de Z3 paralel cu Z2),  

- distanța de la centrul de masă al axei bolului până la centrul secțiunii transversale a pistei 

interioare fixată pe arbore intermediar și distanța de la centrul de masă al bolului până la 

centrul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe arborele intermediar.  

În designul său, laleaua globală constă din două părți majore, clopotul lalelei și axul lalelei, 

care au geometrie diferită și, prin urmare, masă și momente geometrice de inerție diferite. Astfel, 

se obține că momentul de inerție geometric axial al secțiunii transversale pentru laleua globală 

𝐽𝑥2𝐺𝑇 poate fi redus la axa longitudinală a arborelui intermediar în centrul secțiunii transversale a 

tripodei fixat pe arborele intermediar și masa axială.  
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Momentul de inerție al secțiunii transversale pentru laleaua globală 𝐼𝑥2𝐺𝑇  poate fi redus la 

axa longitudinală a arborelui intermediar în centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe arborele 

intermediar, dat de următoarele ecuații:  
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unde: 

o 𝐽1𝑇, 𝐽2𝑇 sunt momentele principale geometrice de inerție în raport cu secțiunea transversală 

a lalelei în masa centrală a lalelei, 

o  𝐽𝑥2𝑇, 𝐽𝑥2𝐴𝑇 , momentul geometric de inerție al lalelei și momentul geometric de inerție al 

axului lalelei redus la axa longitudinală a arborelui intermediar în centrul secțiunii 

transversale al tripodei fixate pe arborele intermediar, 

o  ρ este densitatea de masă în volum a materialului arborelui planetar pentru autovehicule 

rutiere, 

o  dCT este distanța dintre masa centrală a lalelei și centrul a tripodei, 

o  𝑆𝑇 este secțiunea transversală a ariei lalelei,  

o 𝑋𝑛𝑇 este neuniformitatea momentelor geometrice de inerție în secțiunea transversală a 

lalelei, 

o  LT este lungimea lalelei, 

o  LAT este lungimea axa lalelei, 

o  dAT este diametrul axei lalelei 

o  𝜑1 este unghiul de rotație al lalelei în raport cu axa X1.  

În designul său, bolul global este format din două părți majore, clopotul bolului și axa 

bolului, care au geometrie diferită și, prin urmare, masă și momente geometrice de inerție diferite. 

În aceeași manieră matematică se obține 𝐽𝑥2𝐺𝐵, care este momentul de inerție geometric axial al 

secțiunii transversale pentru bolul global redus la axa longitudinală a arborelui intermediar în 

centroidul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe arborele intermediar, la fel ca 𝐼𝑥2𝐺𝐵, 

momentul de inerție al masei axiale al secțiunii transversale pentru bolul global redus la față de axa 

longitudinală a arborelui intermediar în centrul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe 

arborele intermediar, dată de următoarele ecuații: 

2 2 2x GB x B x ABJ J J= +                                                                                         (3.6)     

         ( ) ( ) ( )
2

22 2

1 2 1 3 10,5 1 2x B B B nB B CBJ J J cos X cos sin S d   = + + + +                        (3.7) 
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unde: 

– 𝐽1𝐵, 𝐽2𝐵sunt momentele geometrice principale de inerție în raport cu secțiunea 

transversală a bolului în masa centrală a bolului; 

–  𝐽𝑥2𝐵, 𝐽𝑥2𝐴𝐵 sunt momentul geometric de inerție al bolului și momentul geometric 

de inerție al axei bolului redus la axa longitudinală a arborelui median în centrul 

secțiunii transversale a pistei interioare fixată, respectiv, pe arborele intermediar;  

– ρ este densitatea de masă în volum a materialului arborelui planetar;  

– 𝑑𝐶𝐵 este distanța dintre masa centrală a bolului și centrul cursei interioare;  

– 𝑆𝐵 este secțiunea transversală a zonei bolului;  

– 𝑋𝑛𝐵 este neuniformitatea momentelor geometrice de inerție în secțiunea 

transversală a bolului (vezi Figura 3.4);  

– 𝐿𝐵 este lungimea bolului;  

– 𝐿𝐴𝐵 este lungimea axei bolului; 

– 𝑑𝐴𝐵 este diametrul axei bolului;  

– 𝜑3 este unghiul de rotație al lalelei față de axa  X3.  

După cum se poate observa analizând ecuațiile (3.1) – (3.10), momentul de inerție axial 

geometric al secțiunii transversale 𝐽𝑥2𝐺𝑇, pentru lalea globală, și momentul de inerție axial 

geometric al secțiunii transversale 𝐽𝑥2𝐺𝐵, pentru bolul global, ambele sunt reduse la axa 

longitudinală mediană a arborelui X2, sunt funcții care conțin efectele o:  

o unghiul de răsucire al lalelei 𝜑1 precum și unghiul de răsucire al bolului 𝜑3,  

o neuniformitatea momentelor geometrice de inerție a secțiunii transversale atât pentru lalea, 

cât și pentru bol 𝑋𝑛𝑇 și 𝑋𝑛𝐵,  

o unghiul dintre direcția longitudinală a lalelei și direcția longitudinală a arborelui 

intermediar β1, 

o unghiul dintre direcția longitudinală a arborelui intermediar și direcția longitudinală a 

bolului β2,  

o lungimea lalelei și lungimea bolului, poziția centrului de masă al axei lalelei și a lalelei față 

de centrul tripodei,  

o poziția centrului de masă al axei bolului și al bolului față de centrul cursei interioare, 

o momentele geometrice principale de inerție ale secțiunii transversale pentru lalea 𝐽1𝑇, 𝐽2𝑇, 

o momentele geometrice principale de inerție ale secțiunii transversale pentru bolul 𝐽1𝐵, 𝐽2𝐵, 

o 𝑑𝐴𝑇 diametrul axei lalelei,  

o 𝑑𝐴𝐵 diametrul axei bolului. 
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Modelul fizic pentru vibrațiile de torsiune ale arborelui planetar este prezentat în Figura 3.6. 

Modelul de față consideră că laleaua și bolul au mișcări de torsiune a corpului rigid, prin unghiurile 

de răsucire 𝜑1 și 𝜑3, care sunt funcții de timp 𝜑1 = 𝜑1 (t) și 𝜑3= 𝜑3 (t), în timp ce arborele 

intermediar are un unghi de răsucire 𝜑2 care este o funcție 𝜑2 = 𝜑2 (x, t) a poziției (spațiului) în 

direcția longitudinală a arborelui intermediar, unde x ∈ [0, LMs], LMs fiind lungimea arborelui 

intermediar al arborelui planetar al autovehiculului și timpul t.  

 

Fig. 3.6 Model fizic pentru vibrațiile de torsiune ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere [B.G.26] 

 

Efectul neuniformității pentru izometria geometrică și cinematică a arborelui planetar 

[B.G.1 - B.G.18], este dat de ecuațiile: 
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unde 𝑅𝑇𝑇𝑟 este raza articulației lalea-tripodă și 𝑅𝑖𝑟𝐵 este raza interioară a articulației bol de 

unde rezultă: 
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Ecuațiile (3.11) - (3.14) introduc în acest model efectul neuniformității pentru izometria 

geometrică și cinematică a arborelui planetar. Modelul prezentat este alcătuit din trei elemente 

diferite, lalea articulata prin articulația lalelea-tripoda de arborele intermediar, arbore intermediar 

și articulația bolului (montată la capătul din dreapta al arborelui intermediar), fiind descris la 

torsiune dinamică astfel: 

              1. lalea în mișcarea corpului rigid de torsiune redusă la axa longitudinală de torsiune a 

arborelui intermediar, având o rigiditate globală la torsiune 𝐾𝑡𝐺𝑇, un coeficient global de amortizare 

la torsiune 𝑐𝑡𝐺𝑇, un moment de inerție geometric axial al secțiunii transversale pentru lalea globală 
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𝐽𝑥2𝐺𝑇redus la longitudinala longitudinală axa arborelui intermediar în centrul secțiunii transversale 

a tripodei fixată pe arborele intermediar (vezi ecuația (3.1)), un moment de inerție al masei axiale 

a secțiunii transversale pentru lalea globală 𝐼𝑥2𝐺𝑇 redus la axa longitudinală a arborelui intermediar 

în centroidul secțiunii transversale a trepiedului fixat pe arborele intermediar (vezi ecuația (3.5)), 

unde 𝐾𝑡𝐺𝑇 și 𝑐𝑡𝐺𝑇 sunt date de ecuațiile: 
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unde: 

o 𝐾𝑡𝐴𝑇 este rigiditatea axului lalelei redusă la axa longitudinală a arborelui intermediar în 

centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar, 

o 𝐾𝑡𝑇 este rigiditatea clopotului lalelei redusă la axa longitudinală a arborelui intermediar, 

arbore intermediar în centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar,  

o 𝐿𝑇 este lungimea clopotului lalelei, 

o 𝐿𝐴𝑇 este lungimea axului lalelei,  

o G este modulul de forfecare  

o ∆𝐺𝑇 este decrementul logaritmic al torsiunii libere - vibrațiile lalelei globale (2∆𝐺𝑇= 0,001 

. . . 0,2)  [B.G.24 ;B.G.32]. 

2.Articulația lalea-tripodă în torsiune realizează legătura dintre lalea și arborele intermediar 

prin rigiditatea la torsiune 𝐾𝑡𝑇 și coeficientul de torsiune de amortizare 𝑐𝑡𝑇𝑇; 

3. Arborele intermediar uniform (vezi figurile 3.2, 3.4 și 3.5) în torsiune având, la x = 0, o 

tripodă (vezi figura 3.4) fixată pe arborele intermediar cu momentul de inerție al masei axiale 

al secțiunii transversale  𝐼01𝑀𝑆
 (axa arborelui median inclusă pe grosimea tripodei) și momentul 

de inerție axial geometric al secțiunii transversale a tripodei 𝐽𝑥2𝑇𝑟
i  (axa intermediară inclusă 

pe grosimea tripodei), iar la x = LMs, o cale interioară (vezi Figura 3.5) fixată pe arbore 

intermediar cu momentul de inerție al masei axiale a secțiunii transversale 𝐼02𝑀𝑆
 (axa arborelui 

intermediar inclusă pe grosimea pistei interioare) și momentul axial geometric de inerție a 

secțiunii transversale 𝐽𝑥2𝐼𝑟
 (axa arborelui intermediar inclusă pe grosimea pistei interioare), 

dată de ecuațiile: 

                            ( )
 01 2 1 2Tr Trms x L Tr Tr TrI J J J L = = +                                                                 (3.16) 

( )
 02 2 1 2Ir Irms x L Ir Ir IrI J J J L = = +                                                                  (3.17) 

unde, 

o 𝐽1𝑇𝑟, 𝐽2𝑇𝑟 sunt principalele momente geometrice de inerție în secțiunea transversală a 

tripodei, axa arborelui intermediar inclusă pe grosimea trepiedului, 

o  𝐽1𝐼𝑟, 𝐽2𝐼𝑟 sunt principalele momente geometrice de inerție în secțiunea transversală a pistei 

interioare, axa arborelui intermediar inclus pe grosimea pistei interioare,  

o 𝐽𝑥2𝑇𝑟 
este momentul de inerție axial geometric al tripodei (axa arborelui intermediar inclusă 

pe grosimea trepiedului), 
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o  𝐽𝑥2𝐼𝑟 
este momentul de inerție axial geometric al pistei interioare (axa arborelui 

intermediar inclusă pe grosimea tripodei, grosimea liniei interioare),  

o 𝐿𝑇𝑟 este grosimea tripodei,  

o 𝐿𝐼𝑟 este grosimea pistei interioare (a nucii); 

     4. articulația bolului în torsiune care realizează legătura dintre bol și arborele intermediar 

prin rigiditatea torsională ktBIr și coeficientul de amortizare la torsiune ctBIr; 

     5.bolul, în mișcare rigidă de torsiune a corpului redus la axul longitudinal torsional al 

arborelui intermediar, are rigiditate globală la torsiune 𝑘𝑡G𝐵, un coeficient global de amortizare 

la torsiune 𝑐𝑡𝐵, un moment polar de inerție geometric al secțiunii transversale redus la axul 

longitudinal al arborelui intermediar 𝐽𝑥2𝐵 
 , un moment de inerție mecanic al secțiunii 

transversale redus la axul longitudinal al arborelui intermediar 𝐼𝑥2𝐺𝐵. 

tAB tB
tGB

tB

K K
k

B K
=

+
; 2x AB

tAT

AB

GJ
K

L
= ; 2x B

tT

B

GJ
K

L
= ; 

22 2

2

4
x GB

GB
tGT tGBI

GB

c k



=

+ 
             (3.18) 

   unde: 

o 𝐾𝑡𝐴𝐵este rigiditatea axului bolului redusă la axa longitudinală a arborelui intermediar în 

centrul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe arbore intermediar,  

o 𝐾𝑡𝐵 este rigiditatea clopotului bolului redusă la axa longitudinală a arborele intermediar 

în centrul secțiunii transversale a pistei interioare fixată pe arborele intermediar,  

o LB este lungimea clopotului bolului,  

o 𝐿𝐴𝐵 este lungimea axului bolului,  

o G este modulul de forfecare  

o ∆𝐺𝐵 decrementul logaritmic al torsiunii libere vibrații ale bolului global (∆𝐺𝐵 = 0,001–

0,15) [B.G.24 - B.G.25]. 

Din cutia de viteze, arborele planetar pentru autovehicule rutiere (vezi figurile 3.1 și 3.6) primește 

cuplu de la motor, care este dat de ecuația (3.2) (p. 361). 

                          ( )1 cos ,GB e e eM M X n t n N= +   Ω                                                                                          (3.19) 

                          
30

e
e

n
=Ω                                                                                                                                    (3.20) 

unde: 

o χe este neuniformitatea cuplului motor, fiind în intervalul 0,980–1,020 [B.C.3.1] (p. 363);   

o 𝑀𝑒 este amplitudinea cuplului motor în Nm;  

o 𝑛𝑒 este viteza de rotație (unghiul de viteză) a manivelei arborele motorului în rot/min.  

Cuplul indus de roată este de tip impulsiv moderat și poate fi considerat sub formă matematică: 

1 2t

31 e
q q

W HM M q t
− = +                                                                                 (3.21) 

unde: 

o 𝑀𝐻 este cuplul de aderență [B.G.5] (p. 130),  

o 𝑀𝑊 expresia șocului de torsiune generată de interacțiunea pneu-calea de rulare; 

o 𝑞1 , i = 1,3̅̅ ̅̅ 1,  
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o 1 2 3, 1.1q q q   sunt constante experimentale în funcție de tipul de șoc aplicat la roată 

de excitația drumului [B.G.17]. 

Pentru modelul vibrațiilor de torsiune ale arborelui motor prezentat în Figura 3.6, utilizarea 

abordării variaționale a principiului generalizat Hamilton [B.C.3.23] (pp. 272–295) conduce: 
1

2

(Π T W) 0

t

t

dt − − =                                                                             (3.22) 

unde, Π  - energia de deformare a modelului pentru arborele planetar al automobilului (vezi Figura 

3.6), inclusiv arcurile de torsiune și amortizoarele de torsiune, este dată de ecuația generalizată 

(3.23) (p. 274), [B.G.25] (pp. 610–613): 

( ) ( )

( )( ) ( )

2

3

2 2
2

2 2 22
2 1 1

0

22 2 2

1 2 1 3 2 3

3

0, ,1 1
Π ( ) ( )

2 2

1
0, ( , )

2

MSL

Ms

S tGT tTT tBIr tGB

x x x

tGT tTT tBIr Ms tGB

t L t
GJx M dx c c c c

K K t K L t K

 
   

     

• • ••       
 = + + − + − + +     

         

 + + − + − +
 


          (3.23) 

unde: 

o 𝐿𝑀𝑠 este lungimea arborelui intermediar, 

o 𝐽𝑥2𝑀𝑆 este momentul de inerție axial geometric al secțiunii transversale a arborelui 

intermediar față de axa longitudinală X2 dată de ecuațiile: 

                                   
4

2
32

Ms
S

d
Jx M


=                                                                                                                                        (3.24) 

                                  
4 4

2

( )

32

eMs iMs
S

d d
Jx M 

−
=                                                                                                                     (3.25) 

unde arborele intermediar este considerat ca având o secțiune transversală circulară sau o secțiune 

uniformă tubulară cu diametrul dMs pentru secțiunea transversală circulară sau diametrele deMs, diMs 

pentru secțiunea transversală tubulară. La ecuația (3.23) s-a adăugat și funcția generalizată de 

disipare a lui Rayleigh [B.G.25] (p. 611) specifică formulărilor matematice ale abordării 

generalizate Euler–Lagrange, datorită prezenței în modelul vibrațiilor de torsiune a amortizorului, 

dând ecuația: 

( )

( )

( )

2
2˙

2

1 1

2

1 3 2
2˙

2

3 3

0,
( )

, 1
Λ ( ,  , ,  

2 ,
( )

tGT tTT

x

x
Ms

tBIr tGB

x

t
c c

x t

L t
c c


 


 


 

  
 + − 

   
= =  

   
+ − +  

+

  

                                (3.26)                                           

Energia cinetică a modelului pentru arborele planetar al automobilului, văzută în Figura 6, este dată 

de ecuația generalizată (3.23) (p. 274), [B.G.25] (p. 719): 

 

                        

( )

( )

22
2˙

22
2 2 1 01 1

0

2
2˙

2

02 2 1

0,1 1 1
T ( )

2 2 2

,1
( )

2

MsL

S GT Ms

x x

Ms

Ms GB

x

t
Jx M dx Ix I

L t
I Ix


  




  
= + + −  

    

 
+ + 

 

+
                                  (3.27) 
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Lucrul mecanic efectuat de cuplurile externe poate fi exprimată ca: 

  ( )   ( ) ( )

  ( )   ( )

2

0 2 2

  ,1
W

2   0,   ,

MSL
GB W Ms

GB W Ms

M x M x L x t

dx M t M L t



 

  +  − 
=  

= +  
                            (3.28) 

unde ∆(𝑥) este funcția lui Dirac și  𝜑2(0, 𝑡),  𝜑2(𝐿𝑀𝑠, 𝑡) sunt date de ecuațiile (3.11) și (3.12) ca 

funcții ale lui  𝜑1 (t) și  𝜑3 (t).  

După mai multe manipulări matematice care includ integrarea pe părți, se obține sistemul 

neliniar cu derivate parțiale de gradul doi: 

   

( ) ( )

˙

2 1 2 1 1 1 1

1

(  ) 3 (3  ) (3  )  

1 cos 1 3 (3  )

GT tGT tTT TTr tGT tTT TTr

e e e TTr

Ix c c A sin K K A cos

M X n t A sin

     



•• •

+ + + − =

+ −  = Ω

         (3.29) 

2 2

2 2
2 22 2S SJx M GJx M

t t

 


 
=

 
                                                                                                               (3.30) 

   

( )1

˙

2 2 3 3 3 3 3

3 2 3

(  ) 3 (3  ) (3  )  

1 e t 1 3 (3  )

GB tGB tTT TTr tGB tTT TTr

q

H BIr

Ix c c A sin K K A cos

M q t q A sin

     



•• •

+ + + − =

 + −=  − 

                     (3.31)   

unde constantele ATTr și ABir sunt date de ecuațiile [B.G.1]:                                                                                                                                                                           

2 1
10,5

2

TTr
TTr

Ms

R
A tan tan

L


=                                                                             (3.32)   

2 1
10,5

2

BIr
BIr

Ms

R
A tan tan

L


=                                                                              (3.33)   

și condițiile la limită sunt: 

( )

( )

2 ˙
2

01 1 1 1 12

2

2

2 2

0,
3 (3  ) (3  )

0,
0, 0

Ms tTT TTr tTT TTr

S

t
I c A sin K A cos

t

t
GJx M atx

t


   




− + −



=


−


=

                       (3.34) 

( )

( )

2 ˙
2

02 3 3 3 32

2

2

2 2

,
3 (3  ) (3  )

,
0,

Ms

Ms tBIr BIr tBIr BIr

Ms

S Ms

L t
I c A sin K A cos

t

L t
GJx M atx L

t


   




+ − −




= =−



                      (3.35) 

Sistemul dat de ecuațiile (3.29)–(3.31) împreună cu condițiile la limită (3.34) și (3.35) 

reprezintă comportamentul dinamic neliniar al unui arbore planetar auto în torsiune sub o excitație 

armonică de intrare care apare datorită modulației motorului mașinii și neuniformitățile transferului 

de sarcină de cuplu de la motor la arborele planetar prin cutia de viteze auto, în plus față de o 

sarcină de cuplu reactivă de tip impulsiv indusă în roată de excitațiile rutiere. Analizând ecuațiile 

(3.29)–(3.35), se poate remarca că ecuațiile (3.29)–(3.31) sunt ecuațiile de vibrații parametrice 

forțate pentru lalea și pentru bolul în torsiune care sunt ecuații generalizate neliniare forțate 

Mathieu–Hill.  Ecuația (3.30) este o ecuație cu derivate parțiale pentru vibrațiile de torsiune ale 

unui arbore uniform, iar ecuațiile (3.34) și (3.35) reprezintă legătura dintre vibrațiile de torsiune 
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ale elementelor arborelui planetar al autovehiculului laleaua arborelui-bol prin rigiditate și 

amortizarea articulațiilor lalea–tripodă–arbore intermediar și bol–colivie cu bile–cursă interioară–

arbore  intermediar. 

Se consideră 

( ) ( )2 2 1 2, Φ cos Θ cos Θ , , , 1,2,3n
n n n n n

n Ms

x G nc
x t t c n

c L

 
  



 
= − − = = =  

 
                 (3.36) 

unde: 

o Φ2𝑛 este amplitudinea; 

o Θ1𝑛și Θ2𝑛sunt unghiurile de fază pentru soluția generală 𝜑2(𝑥, 𝑡)); 

o 𝜔𝑛 este frecvența naturală liberă a vibrațiilor de torsiune ale arborelui intermediar. Din 

condiția la limită (3.34), folosind ecuația (3.36) rezultă 

( ) ( )
˙

2 2

2 2

1 1 1 1 01 22 2

0, 0,
3 (3  ) (3  )tTT TTr tTT TTr Ms S

t t
c A sin K A cos I GJx M
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 
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•  
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=
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2 01 1 2 1   1Φ cos Θ Θ cos( Θ ), n Ms n n Ms

n Ms n n S n n n Ms

n

L L
I GJx M sin t atx L

c c c
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 

    
− − − − =    

    
=     (3.37) 

Într-o manieră matematică similară din condiția la limită (3.35), folosind ecuația (3.36) rezultă: 

( ) ( )
˙

2 2

2 2

3 3 3 3 01 22 2

, 0,
3 (3  ) (3  )

Ms

tBIr BIr tBIr BIr Ms S

L t t
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t t

 
   

•  
− = − − =
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2      
2 01 1 2 1   1Φ cos Θ Θ cos( Θ ), n Ms n n Ms

n Ms n n S n n n Ms

n

L L
I GJx M sin t atx L

c c c

  
 

    
− − − − =    

    
=  (3.38) 

Introducerea ecuației (3.37) în ecuația (3.29) rezultă: 

                    ( ) ( )2 1 2 2 1(  ) 1 cos 1 3 (3  )GT tGT tGT e e e TTrIx c K M X n t A sin   
•• •

+ + = + − +  Ω  

+
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2 01 1 2 1   2Φ cosΘ Θ cos( Θ )n
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n

I GJx M sin t
c


 

 
+ − 

 
                                    (3.39) 

iar ecuația (3.39) este împărțită la funcția 𝐼𝑥2𝐺𝑇( 𝜑
1

) pentru a se obține: 
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                (3.40)                                                                                                                 

, n=1,2,3..., 

unde: 

o 𝐼𝑥2𝐺𝑇este momentul de inerție al masei lalelei globale în raport cu axa longitudinală de 

torsiune X2 a lalelei globale pentru unghiul β1 = 0◦,  
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o 𝑥𝐺𝑇𝑛 este neuniformitatea globală a lalelei,  

o ζ1 este raportul de amortizare al lalelei globale, 

o Ω̅1 este frecvența naturală de torsiune a lalelei globale în funcție de unghiul β1 , dată de 

ecuație. 

                                 

( )

1
2

2

2
1 2

2 2

1

1 | 1

AT AT
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T
AT

GT AT AT

T

Jx L
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L L
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


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=  
  + −    

Ω                                                               (3.41) 

Toți termenii din partea dreaptă sunt termeni de excitație datorați următoarelor fenomene: 

articulația lalea-tripodă-arborele intermediar al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere care 

este quasi-izometrică pentru viteza unghiulară 𝜑1 [B.G.1 - B.G.18] efectul de sarcinile de torsiune 

induse, cum ar fi momentul de intrare armonic din cutia de viteze [B.C.3.1] (p. 360), efectul 

neuniformității asupra momentului de inerție axial al articulației lalea-tripodă-arborele intermediar 

al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere care variază cu unghiul 𝜑1, efectul neuniformității 

asupra momentului de inerție axial al lalelei globale care variază cu unghiul 𝜑1, efectul unghiului 

β1 dintre axa globală a lalelei și axa arborelui median și efectul rigidității la torsiune precum și 

amortizării la torsiune asupra articulației lalea-tripodă-arborele intermediar al arborelui planetar 

pentru autovehicule rutiere care sunt funcții ale unghiului 𝜑1.  

Coeficienții a1, a2 și neuniformitatea globală a lalelei 𝑥𝐺𝑇𝑛 sunt prezentați în Anexa A. 

Introducând ecuația (3.38) în ecuația (3.31) rezultă: 
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              (3.42) 

 

iar ecuația (41) este împărțită la funcția 𝐼𝑥2𝐺𝐵( 𝜑
3

)pentru a obține: 
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                 (3.43)                                                 

unde: 

o 𝐼𝑥2𝐺𝐵 este momentul de inerție al masei în raport cu axa longitudinală de torsiune X2 a 

bolului global pentru unghiul β2 = 0◦ ,  
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o 𝑥𝐺𝐵𝑛 este neuniformitatea bolului global (vezi Anexa A),  

o ζ3 este raportul de amortizare al bolului global (vezi Anexa A),  

o Ω3 este frecvența naturală de torsiune a bolului global în funcție de unghiul β2 , dat de 

ecuație  

                           

( )

1
2

2

2
3 2

2 2

1

1 | 1

AB AB

GT

B
AB

GB AB AB

B

Jx L

Ixc

L L
Ix Jx L

L





 
 −
 

=  
  + −    

Ω                                                                      (3.44) 

iar toți termenii din partea dreaptă sunt termeni de excitație datorați articulației bol – cursă 

interioară – arbore intermediar al arborelui planetar care este quasi izometric pentru viteza 

unghiulară  𝜑3 [B.G.1 - B.G.18] , efectul momentului de reacție impulsiv de la roți [B.G.17], efectul 

neuniformității asupra momentului de inerție axial al îmbinării care variază cu unghiul  𝜑3, efectul 

neuniformității asupra momentului de inerție axial al bolului global care variază cu unghiul  𝜑3, 

efectul unghiul β2 dintre axa globală a bolului și axa mijlocului arborelui și efectul rigidității la 

torsiune, precum și amortizarea la torsiune pentru bolul de îmbinare – cursa interioară – arborele 

intermediar al arborelui planetar care sunt funcții ale unghiului  𝜑3. Coeficienții a3, a4 și 

neuniformitatea globală a lalelei 𝑥𝐺𝐵𝑛.  

Sistemul de ecuații (3.40) și (3.43) este o formă generalizată de sistem de ecuații neliniare 

Mathieu–Hill care sunt legate datorită termenului de excitație cos (𝜔𝑛 𝑡) ± Θn) și ecuațiile cuplate 

(3.11)–(3.14) generate de soluția generală dată de ecuația (3.36) la x = 0 și la x = LMs. Expresia 

matematică a sistemului de ecuații (3.40) și (3.43) indică, datorită prezenței termenilor parametrici 

neliniari în partea stângă a ecuațiilor și prezenței termenilor de excitație neliniari în partea dreaptă 

a ecuațiilor, manifestare a: 

o rezonanțelor primare pentru frecvențele de excitație: 

1 3η , η Ω Ω   [B.G.17], (p. 196) 

o rezonanțelor super armonice pentru frecvențele de excitație: 

1 1 2 3 1 2η   , η   ,  ,    k k k k Ω Ω  numere întregi pozitive [B.G.16], (p. 214), 

o rezonanțelor parametrice principale pentru frecvențele de excitație 

1 3η 2 , η 2 , Ω Ω
 [B.G.16], (p. 425) 

o rezonanțelor combinate pentru frecvențele de excitație 

1 3 3 1η , η +  −Ω Ω Ω Ω  [B.G.16], (pp. 202, 430), 

o rezonanțelor simultane pentru frecvențele de excitație 

1 3

1
η k , η

k
 Ω Ω   k, număr întreg pozitiv [B.G.16], (p. 188), 

o rezonanțelor interne pentru  𝑘1Ω̅1 '  𝑘2Ω̅3, cu k1, k2, numere întregi pozitive [B.G.16], (p. 

381), η fiind frecvența de excitație. După cum se poate observa, acest model pentru 

vibrațiile forțate de torsiune ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere oferă o 

posibilitate uriașă de investigare.  
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După cum s-a menționat deja mai sus, unul dintre cele mai importante cazuri rezonante ale 

arborilor planetari pentru autovehicule rutiere este rezonanța parametrică principală [B.G.12-

B.G.13] și [B.G.16] (p. 425), iar pentru această lucrare, autorii au decis să investigheze 

amplitudinea torsiunii forțate. vibrații parametrice neliniare pentru rezonanța parametrică 

principală a lalelei globale bazate pe ecuația (3.40) ca studiu de caz. Datele experimentale pentru 

acest studiu de caz sunt prezentate în literatura de specialitate de către Steinwede [B.G.14] (pp. 69-

144). Studiul a luat în considerare o îmbinare lalea-trepied având caracteristicile geometrice ale 

unui moment geometric de inerție și neuniformitatea momentelor geometrice de inerție, așa cum 

sunt prezentate în tabelul 1, pentru arborele planetar al unui SUV greu cu lalea, lalea-tripodă, arbore 

intermediar și bol – colivie cu bile – îmbinări interioare de cursă. Comparând aceste caracteristici 

geometrice prezentate cu cele considerate de Steinwede [B.G.14] (p. 111), se poate concluziona că 

există acord. Folosind software-ul AUTOCAD, J1T, J2T și χnT au fost calculate pe baza 

caracteristicilor geometrice directe (LT, LAT, LMs, RTTr, dAT, dCT, ST) și a geometriei generale a 

lalelei globale. 

Tabelul 3.1. Caracteristicile geometriei unei îmbinări lalea-tripodă 

LT 

[m] 

LAT 

[m] 

LMs 

[m] 

RTTR 

[m] 

dAT 

[m] 

dCT 

[m] 

ST  

[m2] 

0.5(J1T+J2T) 

[m4] 

XnT 

0.095 0.065 0.470 0.035 0.027 0.049 0.019 9.1531 x 10-7 0.15 

În tabelul 3.2 sunt prezentate proprietățile fizice ale materialului îmbinării lalea-tripodă și 

lalea globală precum și amplitudinea cuplului maxim transmis de motorul mașinii, având în vedere 

că materialul este oțel-fontă. Comparând aceste proprietăți ale materialelor prezentate cu cele 

considerate de Steinwede [B.G.14] (p. 112), se poate concluziona că ele sunt în foarte strânsă 

legătură. 

Tabelul 3.2. Proprietățile materiale ale articulației lalele-trepied și ale lalelei globale. Sarcina cuplului 

Ρ 

 [kg/m3] 
G 

[kg/m3] 

Rigitate la torsiune 

[Nm/rad] 

ζ1 Cuplul motor  

 

7850 77.3 1.11 x 104 0.0016-0.0318 580 

Folosind datele prezentate în tabelele 3.1 și 3.2 din ecuația (3.41), variația în Ω1, frecvența 

naturală de torsiune a lalelei globale, a fost calculată în funcție de unghiul β1 folosind software-ul 

MATLAB. Datele sunt prezentate în figurile 3.7 și 3.8. 
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Fig. 3.7 Variația lui Ω1
̅̅̅̅ = Ω1

̅̅̅̅ (β1). [B.G.26] Fig. 3.8 Variația lui .
( ) ( )
1 1

1 1

Ω Ω  β1

Ω 0 Ω 0
=  [B.G.26] 

Comparând aceste rezultate teoretice cu cele prezentate în literatura de specialitate [B.G.14] 

(pp. 119, 125, 138, 139), se poate concluziona că există acordul modelului cu datele experimentale. 

Pentru a calcula amplitudinea vibrațiilor parametrice neliniare de torsiune forțată în regiunea 

rezonanței parametrice principale a fost utilizată metoda echilibrului armonic [B.C.3.3], pentru 

ecuația (3.40) în căutarea soluției date de ecuație. 

( )1 ,
2

nt
t acos =  2 2

1Φ a b= +                                                                           (3.45)                                                                                                            

unde η≅2Ω1(0) este frecvența de excitație și Φ1 este amplitudinea vibrației la starea staționară în 

regiunea rezonanței parametrice principale pentru lalea globală. Metoda este foarte eficientă și dă 

rezultate bune, așa cum se menționează în [B.C.3.4], fiind chiar și acum după jumătate de secol o 

metoda aplicată. Înainte de a introduce ecuația (3.45) în ecuația (3.40), este necesar să se efectueze 

câteva manipulări matematice ale ecuației (3.40), cum ar fi dezvoltarea, în seria Maclaurin, a 

următoarelor funcții în jurul valorii 0: 
2

1 12 1 2cos   −                                                                                               (3.46) 

3

1 1 13 3 4,5sin    −                                                                                        (3.47) 

( )( )
( ) 21 1

1 1 2 1 1 1

2 2 2

1 1
1 2

1 2 1 2 2
GTn

GTn

a cos
A B a A x B

a cos x cos




 

+
 + − + −

+ +
                    (3.48) 
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unde termenii A1 și B1 sunt exprimați în Anexa A. Introducând acum soluția dată de ecuația (3.45) 

în ecuația (3.40) și echilibrând termenii în cos  
2

nt 
 
 

și sin
2

nt 
 
 

 necunoscutele a și b rezultă 

sistemul de ecuații: 

                        

 

 

1 1
1 2

2 1 1

1 1
1 2

21 1

0
1 1 2Ω 2Ω

0
1 12Ω 2Ω

GTn

GTn

A B y n n
a b y

a y x y

A B yn n
a y b

a y x y

 

 

    +
 + − + − =   

+ +         
 

    +
− + + + − =    

+ +        

                                             (3.49) 

unde y este o variabilă în schimbare a amplitudinii necunoscute Φ1 exprimată prin relație 
2

1y 1 2Φ= −                                                                                             (3.50) 

unde termenul γ este participarea excitației motorului dată de ecuație 

2

e

x GT

M

I
 =                                                                                                (3.51) 

iar termenii α1 și α2 sunt prezentați în Anexa A, în timp ce termenii de ordin superior sunt neglijați 

în aproximarea de ordinul întâi [B.G.16] (pp. 425–426), [B.C.3.3] (pp. 63–68). Asigurând o soluție 

netrivială a sistemului ecuației (3.49) rezultă următoarea ecuație, dată prin setarea determinantului 

sistemului (3.49) la zero: 

                            

2 2

21 1
1 2

2 1 1

0
1 1 2Ω 2ΩGTn

A B y n n
y

a y x y
 

   +
+ − + − =   

+ +      

                                                   (3.52) 

Ecuația (3.52) poate fi transformată într-o ecuație algebrică bi-sextică în necunoscutul y 

2 6 2 5 2 4 2 2 3 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7 8

2 2 2 2 2 2

9 10 11 12 13 14

Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η

Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η Γ η 0

y y y y y

y

   + + + + + + +   

 + + + + + + 

+

+ =
          (3.53)                                                                      

Unde, η =η2Ω1 este frecvența de excitație adimensională în regiunea rezonanței parametrice 

principale, iar termenii Γ1 până la Γ14 sunt prezentați în Anexa A.  

Amplitudinea vibrațiilor parametrice neliniare de torsiune forțată în regiunea parametrilor 

principali de rezonanța pentru lalea globală, în funcție de frecvența de excitație adimensională, este 

dată de ecuație: 

                                  

'1
Φ1(η)

2

y−
=

                                                                                                                                               (3.54) 

unde y reprezintă soluția ecuației (3.53).  

Ecuațiile (3.53) și (3.54) au fost utilizate împreună cu toți termenii exprimați în Anexa A 

pentru a dezvolta software-ul MATLAB pentru calcularea amplitudinii vibrațiilor parametrice 

neliniare de torsiune forțată în regiunea rezonanței parametrice principale pentru laleaua globală 

pentru starea de echilibru a vibrațiilor de torsiune ale arborelui planetar al automobilului.  
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În aceeași manieră matematică, amplitudinea Φ3 a vibrațiilor parametrice neliniare de 

torsiune forțată pentru bolul global poate fi calculată în funcție de frecvența de excitație 

adimensională η = η2Ω3 în regiunea rezonanței parametrice principale η ≈ 2Ω3 pentru vibrațiile de 

torsiune în regim de echilibru ale arborelui planetar al autovehiculului. 

Primele rezultate obținute sunt reprezentate de frecvența naturală de torsiune a arborelui 

intermediar dată de ecuația modificată (3.36). 

                             
ωn

ν ,  1,2,3
2 2

n

Ms

n G
n

l 
= = =                                                                                 (3.55) 

Folosind această ecuație, primele trei frecvențe naturale pentru arborele intermediar sunt prezentate 

în Tabelul 3. 

Tabelul 3.3. Primele trei frecvențe naturale în torsiunea arborelui intermediar 

Intrare 1 2 3 

  3338.31 6676.63 10014.94 

Ecuația (3.55) se conformează fără îndoială cu datele experimentale [B.C.3.23] (p. 281). 

Acest lucru este, de asemenea, în conformitate cu experimentele lui Steinwede care impun o 

investigare a vibrației forțate de torsiune a unui arbore planetar în intervalul 1–15 kHz [B.G.14] (p. 

119). Celelalte studii din literatura de specialitate au constatat, prin experimente, că intervalul de 

frecvențe naturale libere în torsiunea arborelui planetar [B.G.22] în intervalul 131–906 Hz sunt, de 

fapt, frecvențe subarmonice, care au ca rezultat înțelegerea greșită a fenomenelor dinamice ale 

arborele planetar pentru autovehicule rutiere.  

Din analizele din figurile 3.7 și 3.8, variația frecvenței naturale de torsiune a lalelei globale 

este limitată la frecvența naturală de torsiune a arborelui intermediar fiind în intervalul 3020–3052 

Hz (vezi Figura 3.7) și frecvența naturală adimensională în torsiunea lalelei globale este în 

intervalul 1,009–1,0198. Din păcate, nu există experimente publicate care să investigheze frecvența 

naturală liberă în torsiune doar pentru lalea globală.  

În figurile 3.9–3.14 este prezentată variația amplitudinii adimensionale pentru vibrația 

parametrică neliniară de torsiune forțată în regiunea rezonanței parametrice principale pentru lalea 

globală, aceasta fiind în jur de 5,985 kHz. Amplitudinea adimensională prezentată în graficele din 

figurile 3.9–3.14 reprezintă amplitudinea normalizată în raport cu valoarea sa maximă pentru β1 = 

5◦ , ζ1 = 0,0016, χnT = 0,15. Analizând figurile 3.9–3.14, se poate remarca că pentru unele cazuri 

avem o manifestare de „arcuri slabe” cu două ramuri pentru η ≤ 1,8Ω1(0) care indică prezența 

interacțiunii între rezonanța parametrică principală și rezonanța primară, în timp ce pentru η ≥ 

1.8Ω1(0), există doar o ramură tip „arcuri dure”, ceea ce indică manifestarea rezonanței parametrice 

principale pure pentru laleaua globală [B.C.3.5] (pp. 132–160). Aspectul evidențiat de figurile 3.9–

3.11 este că odată cu creșterea unghiului β1, valoarea maximă a amplitudinii adimensionale scade 

de la 1 la 0,35. Acest aspect este de acord cu datele experimentale din literatura de specialitate 

[B.G.14] (pp. 130–144). Figurile 3.11–3.14 indică faptul că, pentru un unghi β1 = 15◦ = const., 

creșterea raportului de amortizare ζ1 în intervalul 0,008–0,0318 induce o scădere a amplitudinii 

maxime adimensionale de la 0,35 la 0,22 și, astfel, putem concluzionăm că modelul este mult mai 

sensibil la variația geometrică a arborelui planetar decât la efectele de amortizare.  
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Prin experimente, Steinwede a demonstrat că comportamentul dinamic parametric neliniar 

al arborilor planetari este ca cel al sistemelor cu angrenaje [B.G.14] (p. 117), și de aceea observăm 

fenomene similare de pitting în interiorul lalelei și în bolul articulațiilor lalea–tripodă și bol–colivie 

cu bile–nucă interioară [B.G.14] (pp. 88–94). Mai mult, se poate observa din figurile 3.11–3.14 

creșterea raportului de amortizare ζ1 în intervalul 0,008–0,0318 induce o creștere între ramurile 

amplitudinii pentru ambele zone de „arc moale” și „arc dur”, fiind o manifestare  a multiplelor 

„salturi” dintre ramurile de amplitudine, unde se știe că ramura inferioară este de obicei instabilă, 

în timp ce ramura superioară este stabilă [B.G.16] (pp. 426–429), [B.C.3.5] (pp. 132–160) . Acest 

aspect va „conduce” la un comportament dinamic printr-o dinamică haotică care are, ca efect 

practic, un efect de accelerare asupra fenomenelor de pitting, așa cum a menționat Steinwede 

[B.G.14] (pp. 88–94), sau, în cel mai rău caz, are ca rezultat manifestarea fisurilor urmată de 

cedarea (ruperea) lalelei globale [B.G.14] (p. 89). 

Din păcate, nu există studii publicate care să analizeze, în detaliu, comportamentul dinamic 

al fiecărui element al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere: lalea, lalea globală, bol, bol 

global și arbore intermediar, în afară de [B.G.14], unde toate studiile au analizat comportamentul 

dinamic global al arborelui planetar al automobilului. Chiar și așa, există o confuzie uriașă în ceea 

ce privește interpretarea datelor experimentale din cauza neînțelegerii unor fenomene globale 

neliniare specifice, cum ar fi în [B.G.22]. 

 

Fig. 3.9 Amplitudine adimensională pentru β1 = 5◦, ζ1 = 0,0016, χnT = 0,15. [B.G.26] 
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Fig. 3.10 Amplitudine nondimensională pentru β1 = 10◦, ζ1 = 0,0016, χnT = 0,15. [B.G.26] 

 

Fig. 3.11 Amplitudine adimensională pentru β1 = 15◦, ζ1 = 0,0016, χnT = 0,15. [B.G.26] 
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Fig. 3.12 Amplitudine adimensională pentru β1 = 15◦, ζ1 = 0,008, χnT = 0,15 [B.G.26] 

 

 

Fig. 3.13 Amplitudine nondimensională pentru β1 = 15◦, ζ1 = 0,0159, χnT = 0,15 [B.G.26] 
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Fig. 3.14 Amplitudine adimensională pentru β1 = 15◦, ζ1 = 0,0318, χnT = 0,15 [B.G.26] 

Investigația de față introduce un model complex pentru vibrațiile de torsiune ale arborelui 

planetar pentru autovehicule rutiere, model care ia în considerare majoritatea fenomenelor 

observate în practica industrială și exploatarea mașinilor precum: 

- neuniformitatea izometriei geometrice și cinematice a arborelui planetar; 

- neuniformitatea momentelor de inerție geometrice și de masă ale secțiunii transversale 

pentru laleaua, tripoda, nuca interioară și bolul 

- rigiditatea și amortizarea articulațiilor arborelui planetar pentru autovehicule rutiere lalea-

tripodă-ax intermediar și arbore intermediar–nucă–colivie cu bile–bol; 

- excitația armonică a arborelui planetar pentru autovehicule rutiere din cauza motorului 

mașinii; 

- excitația impulsivă a arborelui planetar pentru autovehicule rutiere din cauza excitației 

drumului. 

În plus, modelul permite dezvoltarea viitoarelor direcții de cercetare pentru investigarea 

rezonanțelor primare, super-armonice, sub-armonice, parametrice principale, combinate, interne și 

simultane, precum și pentru investigarea stabilității pentru mișcarea staționară, precum și 

nestaționară. Prin urmare, acest model de comportament dinamic la torsiune pentru arborele 

planetar pentru autovehicule rutiere poate fi utilizat în etapele incipiente de proiectare, precum și 

în predicția durabilității arborilor planetari. Mai mult, este important ca modelul să fie adăugat în 

algoritmul de proiectare pentru designul elementelor de comfort ale autovehiculului pentru a lua în 

considerare în mod adecvat acest tip de comportament dinamic, care induce excitații structurii 

mașinii, așa cum este menționat în literatura de specialitate [B.G.19]. 
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Capitolul 4. Modele de vibrații forțate de încovoiere ale arborelui planetar 

  În capitolul acesta este prezentată o tehnică de perturbare, și anume metoda asimptotică 

(AM)1[B.C.4.1], pentru a investiga rezonanța parametrică principală pentru vibrațiile forțate de 

încovoiere-forfecare ale unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere, metoda asimptotică fiind 

un instrument puternic pentru investigarea vibrațiilor induse prin șocuri (excitații impulsive) așa 

cum a menționat Webber în literatură [B.C.4.2]. Pentru a investiga o astfel de regiune de rezonanță, 

a fost proiectat un PCM2 (model fizic consistent) al vibrațiilor de încovoiere pentru un arbore 

planetar, conceput pentru SUV-uri grele, induse de excitațiile impulsive ale drumului, ținând cont 

de următoarele aspecte ale fenomenului:  

o articulațiile arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt quasi-izometrice pentru 

viteza unghiulară[B.G.1], chiar și în general este considerată ca CVJ (Constant Velocity 

Joint). 

o efectul neuniformității pentru momentele de inerție geometrice axiale și momentele de 

inerție axiale de masă ale articulațiilor care variază în funcție de unghiul de răsucire al 

fiecărui element al arborelui planetar și de efectul rigidității la încovoiere și la forfecare, 

precum și de amortizarea la încovoiere și forfecare pentru fiecare îmbinare a arborelui de 

antrenare.  

Excitațiile vibrațiilor forțate de încovoiere ale arborelui planetar auto se datorează excitațiilor 

impulsiv-șoc care acționează asupra roții auto, fiind o excitație indusă de drum[B.C.4.4].  

În literatura de specialitate [B.G.18], neuniformitatea proprietăților izometrice ale arborilor 

planetari pentru autovehicule rutiere este deja un fapt recunoscut de mai bine de o jumătate de 

secol, a cărui realitate a fost demonstrată în experimentele efectuate de Steinwede pentru teza sa 

de doctorat [B.G.14](pp. 68- 97). Această neuniformitate în proprietățile izometrice ale arborelui 

planetar este, fără îndoială, principala cauză a parametrilor neliniari vibrațiile arborilor planetari în 

intervalul 0,1–12 kHz, conform rezultatelor experimentale documentate în literatură [B.G.14] (pp. 

98-123). Mazzei și Scott, primii cercetători care au luat în considerare fenomenele dinamice unice 

ale arborilor planetari, au îmbunătățit comportamentul dinamic parametric neliniar al unei 

articulații universale în lucrarea lor [B.G.12]. Dovezile experimentale pentru neuniformitatea 

transmisiei arborelui planetar sunt prezentate și evidențiate de Browne și Palazzolo [B.G.13]. Mai 

mult, în Feng, Rakheja și Shangguan [B.G.15], optimizarea forței axiale generate (GAF) a unui 

sistem de arbore planetar pentru autovehicule rutiere cu intervalul de incertitudine a fost tratată fără 

a lua în considerare izometria arborelui planetar pentru autovehicule rutiere, care nu mai este 

izometrică.  

Alugongo, în [B.G.21], a continuat investigația lui Mazzei și Scott [B.G.12] și Browne și 

Palazzolo [B.G.13] dar numai pentru un cardan, care a fost deja demonstrat, prin teorie și 

experimente, că induce vibrații parametrice. Xu, Zhu și Xia au analizat caracteristicile de 

amplitudine-frecvență ale vibrației de torsiune pentru un întreg grup de propulsie auto [B.G.22] 

folosind un model cu 29 de grade de libertate. În [B.G.24] este prezentată o abordare pentru 

 
1 AM – Metoda asimptotică 
2 PCM - Model fizic consistent 
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vibrațiile neliniare de torsiune ale unui tren de rulare auto cu trei grade de libertate (DOF), unde 

modelul a fost calibrat de rigiditatea la torsiune și momentul de frecare a sistemului de ambreiaj.  

Prezentul capitol investigheză stabilitatea dinamică în regiunea rezonanței parametrice 

principale pe baza PCM proiectată a arborelui planetar al autovehiculului pentru vibrațiile forțate 

de încovoiere induse de excitația impulsiv-șoc a drumului.  

Un arbore planetar este un mecanism care transmite o sarcină de cuplu de la cutia de viteze 

la roată. Modelul general al unui astfel de arbore planetar auto, proiectat pentru SUV-uri grele, este 

prezentat în figura 4.1. 

 Este alcătuit din: 

a) articulația bol-bile-colivie-nucă  fixată asamblată cu roata mașinii,  

b) axa arborelui intermediar,  

c)lalea-articulație tripodă ce permite glisarea axiala a tripodei în lalea și glisarea asamblată 

în cutia de viteze. 

 
 

Figura 4.1 Arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.C.4.4] 

 

În figura 4.2 sunt prezentate reprezentarea schematică a unui arbore planetar auto în cele 

trei axe ale coordonatelor carteziene X1Y1Z1 atașat lalelei, X2Y2Z2 atașat la arborele intermediar și 

X3Y3Z3 atașat la articulația bol, care are următoarele mișcări rigide: 

a) rotație cu unghiul φ1 al lalelei privind axa X1, φ1 =0…n1π ; 

b)  rotație cu unghiul φ2 al arborelui intermediar referitor la axa X2, φ2 =0…n1π; 

c) rotire cu unghiul φ3 al bolului referitor la axa X3, φ3 =0…n1π; 

d) rotația relativă a axei longitudinale a arborelui median (dată de direcția axei X2) privind 

direcția longitudinală a lalelei (furnizată de direcția axei X1), cu β1 (unghiul spațial dintre 

axa X1 și X2) privind axa Z1, β1 fiind unghiul dintre direcția longitudinală a lalelei și direcția 

longitudinală a arborelui intermediar, β1 = 0°...15°; 

e) rotația relativă a axei longitudinale a bolului (dată de direcția axei X3) referitoare la direcția 

longitudinală a arborelui intermediar (furnizată de direcția axei X2), cu β2 (unghiul spațial 

dintre axa X2 și X3) privind axul Y2, β2 fiind unghiul dintre direcția longitudinală a arborelui 

intermediar și direcția longitudinală a bolului, β2 = 0°...47°. 
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Figura 4.2 Reprezentare schematică a unui arbore planetar pentru autovehicule rutiere [B.C.4.4] 

Pentru a calcula ecuațiile vibrațiilor forțate de încovoiere pentru arborele planetar, folosind 

abordarea variațională a principiului Hamilton, este necesar să se reducă momentele de inerție 

axiale ale masei secțiunii transversale și momentele de inerție geometrice axiale ale secțiunii 

transversale JY1GT , JZ1GT, pentru lalea globală (axa lalelei și lalea) referitoare la axa longitudinală 

a arborelui intermediar X2 în centrul secțiunii transversale a tripodei fixat pe arborele intermediar, 

precum și momentele de inerție ale masei axiale ale secțiunii IY3GB IZ3GB și momentele geometrice 

axiale de inerție ale secțiunii transversale JY3GB JZ3GB pentru bolul asamblat (axa bolului și bolul) 

privind axa longitudinală a arborelui intermediar X2 în centrul secțiunii transversale a pistei 

interioare fixată pe arborele intermediar [B.G.27].   

În designul său, lalea asamblată este compusă din două părți majore, axul lalelei și corpul 

lalei, care au geometrie diferită și prin urmare, masă și momente geometrice de inerție diferite. 

Astfel, calculele acestor momente axiale de inerție ale secțiunii transversale și ale momentelor 

geometrice axiale de inerție ale secțiunii transversale sunt luate în considerare: unghiul β1 între X1 

și X2 (vezi figura 4.2, rotație privind Z1 paralel cu Z2 ) , distanța de la centrul de masă al axului 

lalelei până la centrul secțiunii transversale ale tripodei fixate pe arborele c intermediar, distanța de 

la centrul de masă al lalelei până la centrul secțiunii transversale a tripodei fixate pe arborele  

intermediar, unghiul β2 dintre X2 și X3 (a se vedea figura 4.2, rotația în ceea ce privește Z3 paralel 

cu Z2), distanța de la centrul de masă al axul bolului până la centrul secțiunii transversale a pistei 

interioare fixată pe arborele intermediar, distanța de la centrul de masă al bolului la centrul secțiunii 

transversale a pistei interioare fixată pe arborele intermediar.   

Astfel, se obțin momentele geometrice axiale de inerție ale secțiunii transversale pentru 

laleaua asamblată JY2GT, JZ2GT, redusă la axa Y2,Z2  a arborelui intermediar în centrul secțiunii 

transversale a tripodei fixate pe arbore intermediar și momentele de inerție a masei axiale ale 

secțiunii transversale pentru lalea asamblată IY2GT, IZ2GT, reduse la axa Y2,Z2 a arborelui intermediar 

în centrul secțiunii transversale ale arborelui intermediar, rezultă ecuațiile: 
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2 2 2

  Y GT Y T Y ATJ J J= + ;
2 2 2Z GT Z T Z ATJ J J= + ;

2 2 2Y GT Y T T Y AT ATI J L J L = +  

  
2 2 2Z GT Z T T Z AT ATI J L J L = + ; 

1 2

1 2

T T
nT

T T

J J

J J


−
=

+
                                                             (4.1)                                                                                                       

               ( ) ( )
2

2
22 2 2

1 2 1 1 10.5 1 sin cos cos
12

T T
Y T T T nT T CT

S L
J J J S d    = + + + + +   

( ) ( ) ( )
2

2
2

1 2 10.5 1 cos
12

T T
Z T T T nT T CT

S L
J J J S d = + − + +                                           (4.2) 

               ( ) ( )
2

2 2 2 2
22 2

1 11 sin cos 0,5
64 4 12 4

AT AT AT AT
Y AT T AT

d d L d
J L L

  
 = + + + +  

( ) ( ) ( )
2

2
2

1 2 10.5 1 cos
12

T T
Z T T T nT T CT

S L
J J J S d = + − + +                                            (4.3) 

unde: 

o J1T J2T sunt principalele momente geometrice de inerție referitoare la secțiunea transversală 

a lalelei în masa centrală,  

o Jy2T,JYAT, JZ2T,JZ2AT sunt momentele geometrice axiale ale inerției lalelei și momentele 

geometrice axiale de inerție ale axei lalelei reduse la axa Y2 ,Z2  a arborelui intermediar în 

centrul secțiunii transversale al tripodei fixate pe arborele intermediar,  

o  este densitatea de masă în volum a materialul arborelui planetar, 

o  dCT  este distanța dintre masa centrală a lalelei și centrul tripodei, 

o ST  este secțiunea transversală a ariei lalelei,  

o nT  este neuniformitatea momentelor geometrice de inerție în secțiunea transversală a 

lalelei,  

o LT este lungimea lalelei,  

o LAT este lungimea axei lalelei,  

o dAT este diametrul axei lalelei   

o 𝜑1 este unghiul de rotație al lalelei în raport cu axa X1.  

În designul său, bolul asamblat este format din două părți majore: bolul și axul bolului, care 

au geometrie diferită și  prin urmare, masă și momente geometrice de inerție diferite. Astfel, 

calculele au fost efectuate folosind variația momentelor de inerție geometrice axiale privind axa 

concurentă și axa paralelă (Teorema Steiner). În aceeași manieră matematică, se obțin momentele 

de inerție geometrice axiale ale secțiunii transversale pentru bolul asamblat JY2GB JZ2GB redus la axa 

Y2 ,Z2  a arborelui median în centrul articulației în secțiunea pistei interioare fixate pe arbore 

intermediar și momentele de inerție ale masei axiale ale secțiunii transversale pentru bolul asamblat 

IY2GB , IZ2GB reduse la axa Y2 ,Z2  a arborelui intermediar în centrul lui secțiunea transversală a pistei 

interioare fixată pe arborele intermediar, dată de ecuațiile: 

                    
2 2 2Y GB Y B Y ABJ J J= + ;

2 2 2Z GB Z B Z ABJ J J= + ;
2 2 2Y GB Y B B Y AB ABI J L J L = +  
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2 2 2Z GB Z B B Z AB ABI J L J L = + ;
1 2

1 2

B B
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B B

J J

J J
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+
                                                           (4.4) 
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Y AB B AB
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12

B B
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S L
J J J S d = + − + +                                                 (4.6) 

unde: 

o JY2B ,JY2AB ,JZ2B ,JZ2AB  sunt momentele geometrice axiale de inerție ale bolului și momentele 

geometrice axiale de inerție ale axei bolului reduse la axa Y2 ,Z2  a arborelui intermediar în 

centrul secțiunii transversale a liniei interioare fixat pe arborele intermediar,  

o dCB este distanța dintre masa centrală a bolului și centrul pistei interioare,  

o SB este secțiunea transversală a zonei bolului,  

o nB  este neuniformitatea momentelor geometrice de inerție în secțiunea transversală a 

lalelei,  

o LB este lungimea bolului,  

o LAB este lungimea axei bolului,  

o dAB este diametrul axei bolului  

o 𝜑3 este unghiul de rotație al lalelei în raport cu axa X3.  

După cum se poate observa analizând relațiile 4.1-4.6, momentele geometrice axiale de inerție 

ale secțiunii transversale JY2GT,JZ2GT  pentru lalea globală și momentele geometrice axiale de inerție 

ale secțiunii transversale JY2GB,JZ2GB, pentru bolul asamblat, ambele reduse la axa mediană a 

arborelui Y2 ,Z2 , care conține efectele: unghiul de răsucire al lalelei 𝜑1 precum și unghiul de 

răsucire al bolului  𝜑3, neuniformitatea momentelor geometrice de inerție ale secțiunii transversale 

atât pentru lalea, cât și pentru bol 
𝑛𝑇

 și 
𝑛𝐵

, unghiul dintre direcția longitudinală a lalelei și direcția 

longitudinală a arborelui intermediar β1, unghiul dintre direcția longitudinală a arborelui 

intermediar și direcția longitudinală a bolului β2, lungimea lalelei și lungimea bolului, poziția 

centrului de masă al axei lalelei și lalea față de centrul tripodei , poziția centrului de masă al axei 

bolului și al bolului în raport cu centrul cursei interioare, momentele geometrice principale de 

inerție ale secțiunii transversale pentru lalea J1T ,J2T, momentele geometrice principale de inerție 

ale secțiunea transversală pentru bolul J1B ,J1B, dAT diametrul axei lalelei și dAB diametrul axei 

bolului [B.G.27]. Model fizico-matematic este un model dinamic pentru mișcările vibrațiilor de 

încovoiere forțată ale elementelor prezentate în figura 4.3. 
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Fig. 4. 3. a. Articulația lalea-tripodă: lalea asamblată, articulația Lalea-Tripodă, Arbore 

  b. Articulația bol: Arbore, Articulația bol-colivie-bile, Bol asamblat [B.C.4.4] 

 

Analizând literatura deja prezentată în introducere, se poate remarca că nu au fost efectuate 

cercetări detaliate asupra comportamentului dinamic al fiecărui element. Modelul dinamic 

îmbunătățit de prezenta lucrarea permite investigarea comportamentului dinamic al fiecărei 

componente al arborelui planetar, a mecanismelor interne de transmisiile de excitație prin 

elementele arborelui planetar, precum și cauzele producerii de micro-fisuri în elementele arborelui 

planetar, după cum relevă datele experimentale din literatură [B.G.14] (pp. 88–94).  

Mișcările prezentate în figura 4.3, au trei elemente: o lalea – arbore intermediar – bol legat 

prin două articulații, articulația lalea – tripodă (montat pe arborele intermediar (a se vedea figura 

4.2) și articulația bolului interior (montat la cealaltă parte a arborelui intermediar (a se vedea figura 

4.2).  Acestea au următoarele caracteristici dinamice: 

1. Laleaua are o rigiditate k1, dată de arcurile în serie k11 ,k12 , (vezi figura 4.3.a), și amortizarea 

c1, asigurată de amortizoarele seriale c11,c12 pentru mișcarea rigidă de vibrație la încovoiere 

a lalei în ceea ce privește axa Z2 și o rigiditate kt1, dată de arcurile în serie kt11 ,kt12 precum 

și amortizarea c1, asigurată de amortizoarele seriale ct11 , ct12, pentru vibrația de încovoiere 

unghiulară, mișcare rigidă a lalelei în ceea ce privește axa Y2 , dată de următoarele relații: 

                            2
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unde: 

o E este modulul lui Young,  

o G este modulul de forfecare,  

o mT este masa lalelei și 

o ξ este raportul de amortizare al vibrațiilor libere de încovoiere ale lalelei (ξ = 0,0016-

0,0318) [B.G.24,B.G.2]; 

2. Arborele intermediar uniform (vezi figurile 4.3.a, 4.3.b) în mișcare continuă este asimilat 

cu o grindă uniformă Timoșenko pur și simplu susținută la ambele capete de suporturi 

elastice (articulațiile lalea-tripodă și interiorul cursei-bol sunt suporturi elastice pentru 

arborele intermediar), având la x = 0 o tripodă fixată pe arbore intermediar prin caneluri și 

legat elastic în articulația lalea-tripodă cu lalea și pe partea stângă la x=LMs  cursă interioară 

fixată pe arborele intermediar prin caneluri și elastic legat în articulația bol-cursă interioară 

cu bolul, cu caracteristicile inerțiale date de relațiile de mai jos: 

( ) 
2 1 2 20.5 1 cos( )Y Tr Tr Tr nTrJ J J  = + +    

( ) 
2 1 2 20.5 1 cos( )Z Tr Tr Tr nTrJ J J  = + −  

( ) 
2 1 2 20.5 1 cos( )Y Tr Tr Tr nIrJ J J  = + +  

( ) 
2 1 2 20.5 1 cos( )Z Tr Tr Tr nIrJ J J  = + −                                             (4.8)                                                                                        

unde: 

o J1Tr ,J2Tr sunt momentele principale geometrice de inerție pentru tripodă, 

o  J1Ir ,J2Ir sunt momentele principale geometrice de inerție pentru cursa interioară, 

o  nTr  și nIr  sunt neuniformitățile geometrice ale tripodei și ale nucii bolului, și YTr JY2Tr 

,JZ2Tr ,JY2Ir ,JZ2Tr  sunt momentele geometrice de inerție ale tripodei și ale nucii bolului 

referitoare la axele Y2 ,Z2 . 

3. Bolul are o rigiditate k2, dată de arcurile în serie k21, k22 (vezi figura 4.3.b), și amortizarea 

c2 , asigurată de amortizoarele seriale c21 c22, pentru vibratia de încovoiere mișcare rigidă a 

bolului in ceea ce priveste axa Z2 și o rigiditate kt2 , dată de arcurile în serie kt21 kt22, precum 

și amortizarea ct2 , asigurată de amortizoarele în serie ct21 ct22, pentru vibrația de încovoiere 

unghiulară mișcarea rigidă a bolului față de axa Y2, prevăzută de următoarele relații: 
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unde mB este masa bolului. 

4. Articulația lalea-tripodă în mișcare (vezi figurile 4.3.a și 4.3.b) realizează legătura elastică 

dintre lalea și arborele intermediar prin rigiditatea kTTr  și amortizarea cTTr  pentru mișcările 

de încovoiere vibratoare privind axa Z2 și rigiditatea unghiulară ktTTr  și amortizarea 

unghiulară ctTTr  pentru mișcările de încovoiere vibratoare referitoare la axa Y2; 
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5. Articulația bol – cursă interioară în mișcare (vezi figurile 4.3.a și 4.3.b) realizează legătura 

dintre bol și arborele intermediar prin rigiditatea kIrB și amortizarea cIrB pentru mișcările de 

încovoiere vibratoare privind axa Z2 și rigiditatea unghiulară ktIrB și amortizarea unghiulară 

ctIrB pentru mișcările de încovoiere vibratoare referitoare la axa Y2. 

 Roata induce excitații generate de o forță de șoc impulsiv moderată Fs care acționează în 

direcția Z2, iar sarcina de excitație poate fi exprimată ca: 

                           21

31
q tq

S SF F q t e
− = +                                                                                                                               (4.10) 

unde, SF este amplitudinea șocului pe axa longitudinală a bolului X3 transmis de pe axa roții și  

, 1.3iq i =  constante experimentale, în funcție de tipul de șoc aplicat la roată de excitația 

drumului [B.G.14] (pp. 142–172).  

Toate calculele au fost efectuate având în vedere că laleaua era o grindă fixată în cutia de 

viteze cu suporturi elastice simple în articulația lalea-tripoda. Bolul este fixat în roata prin 

suporturi articulate simple în articulația bol – nuca. Literatura [B.G.14] (pp. 142–172) a 

menționat că sarcinile de excitație a șocurilor produc solicitări uriașe de stres auto în sistemul 

de suspensie al mașinii și sistemul jantă-anvelopă. Aceste două sisteme pot absorbi 90% din 

energia de șoc. Prin urmare, doar 10% din șoc acționează asupra elementelor planetare ca o 

variație a cantității de mișcare într-un timp foarte scurt, estimat la 0,001 s. Din cauza acestui 

fenomen, șocul este distribuit fiecărui element planetar, inducând stresul bolului în zona 

canelurilor, pentru arborele intermediar, viteza inițială a „capetelor” și tensiunea lalelelor în 

zona canelurilor.  

Datorită acestui mecanism de excitație, se va considera că stresul în axul lalelei și al bolului 

impune dimensiunile capacității geometrice ale elementelor geometrice dTA dBA. În același timp, 

comportamentul dinamic al arborelui intermediar va fi un element de excitație, precum 

amortizorul echivalent calat intern 3(ITD) menționat în literatura de specialitate [B.G.13], 

pentru lalea și bol. Noutatea elementelor unui arbore planetar, după cum se poate observa din 

ecuațiile (4.7-4.9), constă în legarea mișcărilor rigide ale bolului și lalelei cu mișcarea continuă 

a arborelui intermediar [B.G.27]. S-au luat în considerare rigiditatea și amortizarea pentru 

articulațiile lalele-tripoda și bol-cursă interioară pentru deplasările relative de încovoiere și 

deplasările relative de rotație de încovoiere ale mișcărilor dintre clopotul lalelei și tripoda, 

precum și pentru cursa interioară și clopotul bolului. 

Pentru vibrația de încovoiere forțată sau bazată pe un model dinamic de mișcări ale 

elementelor arborilor planetari prezentate în figurile 4.3.a și 4.3.b, folosind principiul lui 

Hamilton [B.G.2] rezultă: 

 

1 2

1 1( ,..., , ,..., , ) 0n n

P P

L q q q q t dt =                                                                                        (4.11)  

unde funcția lui Lagrange, 1 1( ,..., , ,..., , )n nL q q q q t  

depinde de coordonatele generalizate 1,..., nq q
și vitezele generalizate 1q

•

… nq
•

 în timp ce P1 , P2 

sunt două puncte în configurațiile spațiale
( )1 1,..., ,...n nq q q q

• • 
=  

  . 

 
3 ITD - amortizorul reglat intern 
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Următoarea ecuație oferă funcția lui Lagrange: 

L T= +                                                                                                                                (4.12) 

unde, energia potențială  pentru mișcările de încovoiere forțată sau bazată pe un model 

dinamic de mișcări ale elementelor arborilor planetari (vezi figurile 4.3.a și 4.3.b) este dată de 

următoarea ecuație generalizată [B.G.2] (pp. 371–376) [B.G.25] (pp. 734–739). 
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 = + − + + + + +             

                
  
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w w
c w t c t c L t w c L t

t t t t

 
   
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2 2

1 2 1 1 2
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0, cos 0,1

2 , , cos
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  
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                                                 (4.13) 

unde: 

o A este aria secțiunii transversale a arborelui intermediar,  

o w2 (x, t) este deformarea la încovoiere (inclusiv deformarea prin forfecare) a arborelui 

intermediar în ceea ce privește axa Z2,  

o 2(x, t) este rotația secțiunii transversale a arborelui intermediar în ceea ce privește axa Y2, 

datorită deflexiunii la încovoiere,  

o k este factorul de corecție la forfecare, care în literatura de specialitate [B.C.4.3] este în 

intervalul 0,64–0,846,  

o LMs este lungimea arborelui intermediar,  

o JY2Ms este momentul geometric de inerție al arborelui median referitor la direcția Y2 dată 

de următoarele ecuații: 

                      
2 2

4 4 4( )
,

64 64

Ms eMs iMs
Y Ms Y Ms

d d d
J J

  −
= =

                                                                      (4.14) 

Energia cinetică a mișcărilor de încovoiere forțată sau bazată pe un model dinamic de 

mișcări ale elementelor arborilor planetari este dată de următoarea ecuație generalizată [B.G.2] 

(p. 374) [B.G.25] (p. 721): 
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Y Tr Y B Y Ir Ms Y Ms

w w
I o t I I L t A I dx

t t t t

 
 

•            
+ + + + +        

            


      (4.15) 

unde: 

o mTr este masa tripodei  

o mIr este masa nucii (vezi figurile 4.3.a-4.3.b).  
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După mai multe manipulări matematice care includ integrarea prin părți ale sistemului 

neliniar de ecuații cu derivate parțiale de gradul doi în necunoscutele w1(t), 1(t), w2 (x, t) , 2 

(x, t) , și w3 (t), 3 (t): 

( )( )2
1 1 1 1 1 1 1 2(0, ) 0, 0T TTr TTr

w
m w c w c w t k w k w w t

t

•• • •  
+ + − + + − = 

                                          (4.16) 

( ) ( )
2

2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2cos 0, cos (0, ) 0y T t tTTr t tTTrI c c t k k t

t


       
•• • •  
+ + − + + − = 

                   (4.17) 
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t t x

 


   
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3 2 3 3 2 3 3 2( , ) ( , ) 0B tIrB Ms IrB Ms

w
m w c w c w L t k w k w w L t

t

••
• •  

+ + − + + − = 
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2
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3 1 1 3 2 2 3 3 2 2cos ( , ) cos ( , ) 0Y B t tIrB Ms t tIrB MsI c c L t k k L t

t


       
•• • •  
+ + − + + − = 

        (4.20) 

( ) 2 2
2 20, 0, (0, ) 0, 0, ( , ) 0, ( , ) 0,Ms Ms Msw t t x w L t L t x L

x x

  
= = = = = =

                                  (4.21) 
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w
c w k w kAG t t

x


•  
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   

2
3 3 2( , ) ( , ) 0IrB IrB Ms Ms

w
c w k w kAG L t L t

x


•  
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1 1 2 1 1 22

(0, ) cos (0, ) cos (0, ) 0Y Tr tTTr tTTrI t c t k t
t t

 
    
•  
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                        (4.23) 

( )
2

2

2 2
3 2 3 2 22

( , ) cos ( , ) cos ( , ) 0Y Ir Ms tIrB Ms tTTr MsI L t c L t k L t
t t

 
    
•  
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  

          (4.24) 

Sistemul dat de ecuațiile (4.16–4.20) și ecuațiile de condiții la limită (4.21–4.24) reprezintă 

comportamentul dinamic neliniar al elementelor arborilor planetari în vibrațiile forțate de 

încovoiere indus de forța de șoc prin roată prin excitațiile drumului. Analizând ecuațiile (4.18), 

se poate remarca că acestea reprezintă un sistem de ecuații cu derivate parțiale pentru vibrațiile 

încovoiere-forfecare ale unui arbore uniform care ia în considerare efectele inerției rotative și 

ale deformării prin forfecare, arborele intermediar fiind o grindă Timoșenko.  

Condițiile la limită sunt date de ecuațiile (4.21–4.24) și leagă vibrațiile de încovoiere-

forfecare ale arborelui intermediar cu laleaua și bolul prin articulațiile lalea-tripoda și bol-cursă 

interioară, inducând soluțiile sistemului de ecuații (4.16–4.20) următoarele fenomene: articulațiile 

arborelui planetar pentru autovehicule rutiere sunt cvasi-izometrice [B.G.1, B.G.18], cu efect de 
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neuniformitate geometrică a caracteristicilor de inerție ale articulațiilor care variază cu unghiul 

rigid de rotație pentru fiecare element al arborelui planetar în direcțiile  X1 , X2 , X3, efectele 

deformării la încovoiere si rigidității la încovoiere-răsucire pentru lalea si bol, efectele deformării 

la încovoiere si amortizarea la încovoiere - răsucire pentru fiecare articulație a arborelui planetar, 

inerția rotativa efect la îndoire și efectul de forfecare pentru arborele intermediar.Punctul de 

plecare pentru a rezolva ecuațiile diferențiale ale sistemului mișcărilor de vibrații forțate de 

încovoiere (ecuațiile (4.15-14.9)) pentru elementele arborilor planetari a fost analizarea 

mecanismului de vibrație al arborelui intermediar ca o grindă Timoșenko pur și simplu sprijinită 

la capete (figura 4.4). Pentru elementul arborelui intermediar al arborelui planetar, s-a considerat 

că f(x,t) =0. 

 

 
 

Figura 4.4 Vibrația forțată de încovoiere a arborelui intermediar [B.C.4.4] 

 

Soluțiile generale ale ecuațiilor (4.18) care îndeplinesc condițiile la limită ale ecuațiilor (4.22) 

exprimate în deformare normalizată la îndoire sunt [B.G.2] (p. 326–328). 
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Introducând ecuațiile (4.25)-(4.26) în condițiile la limită (4.22) și rezultatele din ecuațiile (4.17) 

și (4.20), ecuațiile (4.17) și (4.20) devin ecuații diferențiale normalizate în funcțiile de timp w1( 

t), w 3(t). 

( )
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                      (4.28) 

unde frecvența naturală a lalelei la îndoire Ω1 și frecvența naturală a bolului la îndoire Ω3 sunt 

date de următoarele ecuații: 
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Ceilalți termeni din ecuațiile (4.27)-(4.28) sunt dați de expresiile: 

2 2

1 1 1 2 2 2
1 2 3 4

1 1 2 2 2

, , ,
1 (1 ) 1 (1 )

nT nT nB nB

Z TA Z BA

a a b a a b
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   

   
 =   =   =   =  (4.32) 

S-a folosit abordarea metodei asimptotice (AMA4) în aproximarea de ordinul întâi. Acest lucru ar 

permite investigarea stabilității dinamice parametrice neliniare pentru mișcarea vibrației forțate de 

încovoiere a lalelei (FBV) și bolului în regiunea rezonanței parametrice principale (PPR) atât 

pentru cazurile staționare, cât și pentru cele nestaționare. Rezonanța parametrică principală (PPR), 

definită de frecvența de excitație = 2𝛺 (aproape de două ori frecvența naturală a sistemului) este 

cea mai importantă regiune de rezonanță, așa cum este menționat în [B.G.16](p. 425). Pentru a 

calcula soluțiile ecuațiilor (4.27)-(4.28), s-a presupus că timpul lent este 𝜏 = 𝜀𝑡, unde ε este un 

parametru ”mic” pozitiv [B.C.4.1] (p. 299). Pentru a introduce timpul lent, ecuațiile (4.27)-(4.28) 

au trebuit să fie transformate pentru a fi utilizate în abordarea metodei asimptotice. Coeficienții 

celui de-al doilea și al treilea termen al ecuațiilor (4.27)-(4.28) din partea stângă pot fi exprimați 

ca: 

( )

( )
( )
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1 cos 2 1 cos 2 1
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 
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 −  + = −

− −
            (4.33) 

cu frecvențele de excitație 1 3,pentru lalea și bol în regiunea rezonanței parametrice principale 

(PPR) date de expresiile: 

 
4 AMA – Abordarea metodei asimptotice 
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d d
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 
 =  =  

3 3
3 3 12 n

d d

dt dt

 
 =  =                                                                                                                   (4.34) 

și 1d

dt


este excitația indusă în mișcarea vibrației forțate de încovoiere (FBV) (ecuația (4.27)) de 

unghiul de răsucire rigid al lalelei în ceea ce privește axa  X1, iar 3d

dt


 este excitația indusă în 

mișcarea vibrației forțate de încovoiere (ecuația (4.27) ) prin unghiul de răsucire rigid al bolului 

referitor la axa X3.  Presupunerea că raportul de amortizare   , coeficientul de excitație   și 

coeficienții de neliniaritate cubică și de ordinul 4 1 2 3 4, , , ,     sunt mici se încorporează în analiză 

prin reprezentarea acestor mărimi sub următoarea formă: 

1 2 2 3 3 4 4, , , , , ,       = =   =   =   =                                                                            (4.35) 

unde ε este același parametru „mic” pozitiv utilizat pentru a obține timpul lent. De asemenea, se 

presupune că frecvența de excitare și parametrul de excitare 𝜇 variază lent în timp, astfel încât

31
1 3( ), ( )

dd

dt dt


   = = . Ecuațiile (4.26)-(4.27) devin următoarele după neglijarea termenilor din 

2 : 
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                                                             (4.36) 

În ceea ce privește ecuațiile (4.36), partea dreaptă reprezintă o perturbare a formei matematice 

1 1 1 3 3 3( , ), ( , )H w H w  fiind funcții periodice în 1 3,   cu perioada 2π, în timp ce partea stângă a 

ecuației este un oscilator liniar [B.C.4.4]. Luând în considerare toate aceste considerente fizice și 

limitându-ne atenția la investigarea regiunii rezonanței parametrice principale, se caută o soluție 

pentru ecuațiile (4.36) în forma următoare pentru aproximarea de ordinul întâi în : 
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unde și 1 3 1 3, , ,W W  
sunt funcții de timp definite de sistemele de ecuații diferențiale: 
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Folosind ecuațiile (4.37) și (4.38) în forma primară a ecuațiilor (4.36), echivalând termenii formei 

1 1
cos , sin , 1,3
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j j j j j     

   
+ + =   

   
 din partea stângă a ecuațiilor (4.36) cu aceiași termeni 

din partea dreaptă a aceleiași ecuații și neglijând armonizările rezultă soluțiile sistemelor (4.38) 
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Investigarea instabilității dinamice a mișcării vibrației forțate de încovoiere pentru lalea și 

bol reprezintă calculul limitelor regiunii parametrice principale de instabilitate. Lățimea de bază a 

răspunsului staționar este singura regiune în care vibrațiile pot iniția de obicei. Setarea la zero a 

amplitudinilor în sistemele de ecuații (4.39) dă următoarele ecuații: 
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                                                                   (4.40) 

Ecuațiile (4.39) dau limitele regiunii parametrice principale a instabilității dinamice 

staționare în spațiul 1

1

, ,
2


 

 
 

 
 pentru lalele și în spațiul 3

3

, ,
2


 

 
 

 
. Aceasta este investigarea 

mișcării staționare a vibrației forțate de încovoiere pentru lalea și bol. Pentru mișcarea vibrației 

forțate de încovoiere nestaționară pentru lalea și bol, analiza instabilității dinamice a constat în 

analiza reprezentării grafice în spațiul de configurare în viteza a amplitudinilor nestaționare versus 

amplitudinile nestaționare 31
1 3, , , ,

dWdW
W W

dt dt

  
   
   

adică evidența tranziției vibrației forțate de 

încovoiere pentru mișcarea lalelei și bolului prin mișcarea haotică din regiunea rezonanței 

parametrice principale. 

Figura 4.5 a,b ilustrează regiunea de instabilitate dinamică staționară a lalelei în spațiul   

(1 ,,) folosind ecuațiile (4.40). Analizând figurile 4.5a,b, se poate observa că cele două suprafețe 

pliate obținute au fost simetrice în ceea ce privește planul dat de (1 ,,) pentru frecvența de 

excitație și raportul de amortizare. În schimb, coeficientul de excitație   poate fi pozitiv sau 

negativ.  

Suprafața pliată a instabilității dinamice „a păstrat” în interiorul celor două ramuri regiunea 

în care a manifestat instabilitatea staționară. De asemenea, se poate observa că creșterea raportului 

de amortizare a avut un efect stabilizator asupra dinamicii lalelei, așa cum era de așteptat. Figura 
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4.6a,b ilustrează regiunea de instabilitate dinamică staționară a bolului în spațiul (3 ,,) folosind 

ecuațiile (4.40). 

 

  
Fig. 4.5. Frontieră de instabilitate dinamică staționară pentru lalea.a.  > 0, b.  < 0 [B.C.4.4] 

 

Fig. 4.6. Frontieră de instabilitate dinamică staționară pentru bol. a.  > 0, b.  < 0  [B.C.4.4] 

Analizând figurile 4.6a,b, se poate observa că cele două suprafețe pliate obținute au fost 

simetrice în ceea ce privește planul dat de (3 ,, ) pentru frecvența de excitație și raportul de 

amortizare, în timp ce coeficientul de excitație  putea fi pozitiv sau negativ. Suprafața pliată a 

instabilității dinamice „a păstrat” în interiorul celor două ramuri regiunea în care a manifestat 

instabilitatea staționară pentru bol. De asemenea, se poate observa că creșterea raportului de 

amortizare a avut un efect stabilizator asupra dinamicii bolului, așa cum era de așteptat. Singura 

diferență dintre aceste fenomene pentru bol a fost că manifestarea a fost într-o altă frecvență de 
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gamă decât cea a lalelei: frecvența de gamă dată de frecvența naturală a bolului la îndoire. Figura 

4.7 ilustrează graficele spațiului de fază 1
1,

dW
W

dt

 
 
 

 pentru mișcările vibrației forțate de încovoiere 

nestaționare ale lalelei în regiunea rezonanței parametrice principale. Figura 4.8 prezintă 

diagramele spațiului de fază 3
3 ,

dW
W

dt

 
 
 

 pentru mișcările vibrației forțate de încovoiere 

nestaționare ale bolului în regiunea rezonanței parametrice principale. 

 

 
Fig. 4.7. Spațiul fazelor pentru lalea μ = 0,623 × 10−4. (a)  = 0,0016. (b)  = 0,0116. (c)  = 0,0216. (d)  = 

0,0318. [B.C.4.4] 

 



53 
 

Analizând graficele din figura 4.7, se poate observa o tranziție la comportament haotic pentru 

mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere (FBVM)5 ale lalelei datorită prezenței unor cicluri limită 

sau chiar a unor atractori ciudați, dar această ultimă concluzie trebuie certificată printr-o analiză 

detaliată folosind metodele mișcărilor haotice. Un aspect evident este că tranziția prin regiunea 

rezonanței parametrice principale pentru lalea a fost una instabilă. La analizarea graficelor din 

figura 4.8 se poate observa aceeași manifestare pentru bol ca și pentru lalele (vezi figura 4.7), aceea 

fiind o trecere la comportament haotic pentru mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere pentru bol 

datorită prezenței ciclurilor limită. Cu toate acestea, această ultimă concluzie trebuie să fie 

certificată printr-o analiză detaliată folosind metodele mișcărilor haotice. Această manifestare este 

valabilă numai în intervalul raportului de amortizare de 0,0016–0,0096. Un aspect care este evident 

este modul în care tranziția prin regiunea rezonanței parametrice principale pentru bol a fost, de 

asemenea, una instabilă. Din păcate, niciun studiu publicat nu analizează în detaliu comportamentul 

dinamic al fiecărui element al arborelui planetar pentru FBVM (laleaua, bolul și arborele 

intermediar), în afară de [B.G.14], deoarece toate studiile au analizat comportamentul dinamic 

global al arborelui planetar pentru autovehicule rutiere. După cum se poate observa din acest 

paragraf, utilizarea abordării metodei asimptotice cuplată cu principiul lui Hamilton a permis 

investigarea mișcării staționare pentru mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere pentru laleaua și 

bolul unui arbore planetar (AD) în regiunea rezonanței parametrice principale prin calcularea 

frontierelor de instabilitate dinamică (vezi figurile 4.5-4.6) în regiunea rezonanței parametrice 

principale. Între timp, utilizarea abordării metodei asimptotice cuplată cu principiul lui Hamilton a 

permis investigarea mișcării nestaționare pentru mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere pentru 

laleaua și bolul unui arbore planetar în tranziția prin regiunea rezonanței parametrice principale 

prin calculul amplitudinii vitezei față de amplitudinea în spațiul fazelor (vezi figurile 4.7-4.8). 

Figurile 4.7-4.8 au permis investigarea instabilității dinamice în tranziția prin regiunea rezonanței 

parametrice principale. După cum se remarcă în figurile 4.7-4.8, tranziția către regiunea rezonanței 

parametrice principale a avut un aspect de manifestare haotică. Pentru a verifica dacă acest 

comportament dinamic nestaționar este haos determinist sau un proces stocastic, ar fi necesar să 

folosim metoda exponenților lui Lyapunov cuplată cu metoda secțiunii Poincare. 

 

 

 
5 FBVM – Mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere 
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Fig. 4.8. Spațiul fazelor pentru bol μ = 0,754 × 10−4. (a)  = 0,0016. (b)  = 0,0036. (c)  = 0,0076. (d)  = 

0,0096. [B.C.4.4] 

Prezentul capitol introduce un model dinamic pentru vibrații forțate de încovoiere  nou 

proiectat pentru arborii planetari, cu următoarele fenomene fiind incluse pentru prima dată: 

neuniformitatea caracteristicilor inerțiale ale elementelor arborilor planetari, rigiditate în serie și 

amortizare pentru lalea și bol, excitație de șoc datorată geometriei drumului, și neuniformitatea 

izometriei cinematice. Pe baza acestui model dinamic pentru vibrații forțate de încovoiere nou 

proiectat, folosind principiul lui Hamilton cuplat cu aproximarea de ordinul întâi a metodei 

asimptotice, comportamentul de instabilitate dinamică staționară și nestaționară a elementelor 

arborilor planetari a fost investigat în detaliu, calculând următoarele:  

o frontierele de instabilitate dinamică au fost determinate pentru prima dată.  

o Timpul pentru mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere staționare pentru lalea și 

bol în spațiile parametrice (1 ,,) ,(3 ,,) , în plus, pentru prima dată, s-a 

determinat amplitudinea vitezei față de amplitudine nestaționară.  

Mișcările vibrațiilor forțate de încovoiere pentru lalea și bol în tranziție prin regiunea PPR.  

S-au găsit concordanțe cu datele numerice și experimentale din literatura de specialitate privind 

frecvența liberă naturală în încovoiere și manifestarea efectelor de „bătăi” care induc efecte de 

pitting și micro-fisurare. Prin urmare, acest model dinamic pentru vibrații forțate de încovoiere al 

elementelor arborelui planetar cuplat cu principiul lui Hamilton și aproximarea de ordinul întâi a 

metodei asimptotice poate prezice durabilitatea unui arbore planetar în etapele incipiente de 

proiectare. Mai mult, un model dinamic pentru vibrații forțate de încovoiere trebuie adăugat la 

algoritmul de proiectare pentru prezicerea elementelor de confort ale automobilelor. 



 

55 
 

Capitolul 5. Comportamentul haotic al arborilor planetari în cazul vibrațiilor de 

încovoiere 

 Pentru a investiga vibrațiile haotice de încovoiere forțată ale arborelui planetar al 

autovehiculului, este necesar mai întâi să se adopte un model dinamic adecvat care să descrie un 

astfel de comportament dinamic. Un astfel de model dinamic a fost deja realizat în lucrările 

anterioare de către autori și, prin urmare, pe baza ecuațiilor dinamice deja obținute s-a folosit o 

metodă complexă dezvoltată de autori bazată pe două elemente: detectarea manifestării haosului și 

confirmarea manifestării haosului. Confirmarea manifestării haotice constă în utilizarea graficelor 

într-o regiune specifică de rezonanță și anume regiunea parametrică principală. Pentru aceeași 

regiune a fost aplicată Metoda Exponenților Maximi Lyapunov (MLEM)1 a fost cuplată cu criteriul 

de contracție pentru suma exponenților Lyapunov care certifică haosul. În plus, a fost aplicată 

secțiunea Poincaré ca metodă calitativă de reconfirmare a manifestării haosului. Astfel, a fost creat 

un instrument analitic pentru a investiga vibrațiile haotice de încovoiere forțată pentru condiții 

specifice în zona rezonanței parametrice principale (PPRA)2. 

Se reprezintă o dezvoltare a cercetărilor anterioare efectuate de autor [B.G.18;B.G.28] 

privind comportamentul dinamic al arborilor planetari pentru autovehicule rutiere. Arborii planetari 

pentru autovehicule rutiere sunt elemente de transmisie homocinetică pentru mașini de la cutii de 

viteze sau cutii diferențiale până la roți, fiind elemente importante ale transmisiei auto. Autorii au 

arătat deja că izometria geometrică și cinematică a arborilor planetari prezintă neuniformități 

[B.G.18] și, prin urmare, toate modelele dinamice trebuie să ia în considerare acest aspect [B.G.26], 

[B.G.28]. Lucrarea de față are în vedere același model dinamic pentru vibrațiile forțate de 

încovoiere ale arborelui de transmisie al autovehiculului, ca în [B.G.28], implicând următoarele 

aspecte fizice:  

a. neuniformități geometrice și cinematice din proprietatea de neuniformitate izometrica 

a lalelei, bolului și arborelui central ca elemente ale arborelui planetar;  

b. datorită rigidității impuse de cerințele tehnice laleaua și bolul au deformări și rotații ale 

corpului rigid, rotații pentru lalea /bol, așa cum se arată în figura 4.2, în timp ce arborele 

central este considerat ca un mediu continuu și anume ca o grindă Timoșenko simplu 

susținută, cu masă, arcuri și amortizoare la ambele capete având funcții continue 

respectiv deflexiuni și rotatii ale arborelui central;  

c. excitațiile sunt induse de șocurile generate de calea de rulare transmise prin roțile auto 

generate de neuniformitățile drumului [B.G.17].   
Pe baza principiului lui Hamilton, [B.G.28] a fost derivată ecuația de vibrații forțate de 

încovoiere folosind ipotezele anterioare. Pornind de la acest punct, analiza lucrării de față este 

dedicată detectării și certificării FBV3 haotice (vibrații forțate de încovoiere) pentru elementele 

arborelui planetar auto din PPRA (zona rezonanței parametrice principale). Autorii Mazzei și Scott 

analizează în [B.C.5.2] comportamentul dinamic neliniar al elementelor arborelui planetar pentru 

autovehicule rutiere în zona rezonanței parametrice principale. Confirmarea experimentală că una 

dintre cele mai importante zone de rezonanță pentru FBV a arborilor planetari auto este PPRA 

făcută de Steinwede în [B.G.14]. Detectarea FBV (vibrații forțate de încovoiere) haotic în PPRA 

(zona rezonanței parametrice principale) va fi efectuată utilizând ecuațiile generale ale FBV 

 
1  
 MLEM - Maximum Lyapunov Exponents Method 
2 PPRA - Rezonanță parametrică principală 
3 FBV - Vibrații forțate de încovoiere 
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(vibrații forțate de încovoiere) pentru un arbore planetar pentru automobile grele proiectat pentru 

un SUV (vehicul utilitar sport) având un 4-WD permanent (tracțiune 4X4). Aceasta va implica 

determinarea portretelor de fază pentru lalea și bol în zona rezonanței parametrice principale. 

Certificarea manifestării haotice a vibrațiilor forțate de încovoiere în zona rezonanței parametrice 

principale implică calcularea exponenților Lyapunov, și anume utilizarea Metodei Maximum 

Lyapunov Exponents Method (MLEM) pentru un sistem modificat de ecuații pentru vibrații forțate 

de încovoiere al elementelor arborelui planetar pentru autovehicule rutiere (lalea și bol) folosind 

criteriul: suma tuturor exponenților Lyapunov este negativă pentru lalea/bol, așa cum se precizează 

în [B.G.29]. Ca o confirmare suplimentară a manifestării haotice vibrațiilor forțate de încovoiere 

pentru lalea/bol din zona rezonanței parametrice principale, s-au calculat secțiuni Poincaré pentru 

lalea/bol din zona rezonanței parametrice principale, astfel încât imaginile hărților Poincaré să aibă 

proprietatea auto-similarității sistemului, menționată și în [B.G.29] ca metodă calitativă de 

manifestare a haosului.  

Pentru a calcula ecuațiile vibrațiilor forțate de încovoiere pentru lalea/bol  ale arborelui 

planetar pentru autovehicule rutiere este obligatoriu să se reducă momentele de inerție ale masei și 

momentele de inerție geometrice pentru lalea /bol la sistemul cartezian de referință (CSR) X2 Y2 Z2 

al arborelui intermediar ca în [B.G.28]. Toate caracteristicile inerțiale ale lalelei și bolului, 

respectând reprezentarea schematică prezentată în Figura 4.2, sunt descrise în lucrarea [B.G.28]. 

Modelele dinamice ale vibrațiilor forțate de încovoiere pentru lalea și pentru bol sunt prezentate în 

lucrarea [B.G.28]. Ecuația vibrațiilor forțate de încovoiere în deformarea normalizată pentru 

încovoiere pentru lalea este [B.G.28](pp. 13, 14)   
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în timp ce ecuația vibrațiilor forțate de încovoiere în deformarea normalizată pentru încovoiere 

pentru bol este [B.G.28](pp. 13, 14) 
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Constantele Ci, i și frecvențele naturale pentru lalea pentru încovoiere 1 și pentru bol 

pentru încovoiere 1 sunt exprimate în lucrarea [B.G.28]. Termenii care induc excitațiile forțate în 

zona rezonanței parametrice principale conțin pentru lalea 1 ,cos( 21) și pentru bol 3 ,cos( 23) 

și trebuie să satisfacă ecuațiile [B.G.16](pp. 199, 425) 

31
1 1 3 3

22
2 , 2

dd

dt dt


 =  = =  =

                                                                    (5.3) 

unde, 1 este frecvența de excitare a lalelei și 3 este frecvența de excitare a bolului. Pentru a utiliza 

ecuațiile (5.1) și (5.2) este obligatoriu să se calculeze caracteristicile de geometrie pentru lalea J1T 

, J2T , și caracteristicile de geometrie ale bolului J1B , J2B  pe baza geometriei lor generale. Acest 
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lucru a fost realizat folosind software-ul AUTOCAD, iar rezultatele prezentate în Tabelul 5.1 sunt 

similare datelor din [B.G.28](pp. 15,19). 

Tabelul 5.1. Caracteristicile geometriei lalelei/bolului  

0.5(J1T+J2T) 

[m4] 

0.5(J1B+J2B) 

[m4] 

nT/nB  

[kg/m3] 

E/G 

[GPa] 

 Fs/Δts 

9.1531 x 10-7 10.560 x 10-7 0.25/0.10 7850 200/77.3 (16-318)10-4 0.5/1...10 

Tabelul 5.1 ilustrează proprietățile materiale pentru lalea /bol, precum și valorile 

amplitudinii șocului și duratei șocului. Comparând datele din Tabelul 1 cu cele folosite de 

Steinwede în experimentele sale [B.G.14] (p. 111) se pot remarca acordurile dintre ele. 

Pentru lalea, zona rezonanței parametrice principale este definită printr-un interval în jurul 

valorii 1038,38 Hz, frecvența naturală de încovoiere fiind v1 = 519,19 Hz[B.G.28](p. 19-20). Pentru 

bol, zona rezonanței parametrice principale a bolului este definită printr-un interval în jurul valorii 

de 6306,6 Hz, frecvența naturală de încovoiere fiind  v3= 3153,3 Hz [B.G.28](p. 19-20).  

Pentru a determina portretul fazelor de timp pentru lalea și bol în vibrațiile forțate de 

încovoiere este obligatorie modificarea ecuațiilor (5.1) și (5.2), care devin sistemele: 
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        (5.5) 

Folosind software-ul MATLAB, au fost calculate portretul fazelor de timp ale vibrațiilor 

forțate de încovoiere pentru lalea și vibrațiilor forțate de încovoiere pentru bol în zona rezonanței 

parametrice principale [B.G.27]. Analizând portretele de fază ale vibrațiilor forțate de încovoiere 

pentru lalea (vezi Fig. 1.b, Fig. 2.b) se poate concluziona că vibrațiile forțate de încovoiere haotice 

pentru lalele se manifestă în intervalul  =0,0016-0,0216  a raportului de amortizare, în timp ce 

creșterea cu 0,02 a raportului de amortizare induce o scădere a deflexiunii de încovoiere a lalelei 

w1 de mai mult de zece ori. De asemenea, aceeași creștere a raportului de amortizare induce o 

scădere a vitezei de încovoiere a lalelei de  dw1/dt  de mai mult de șase ori.  
Analizând portretele de fază pentru lalea în zona rezonanței parametrice principale (vezi 

Figura.5.1a și 5.2.a) sunt evidente manifestările efectelor de bătaie specifice haosului [B.G.30], 

[B.C.5.3],  
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Fig. 5.1 Portretul fazelor FBV al lalelei nT= 0,25 ; = 0,0016 [B.G.30] 

 

 

 

Fig. 5.2 Portretul fazelor FBV al lalelei nT= 0,25 ; = 0,0216 [B.G.30]. 
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Analizând portretele de fază ale vibrațiilor forțate de încovoiere ale bolului (vezi Fig. 5.3.b, 

Fig. 5.4.b) se poate concluziona că vibrațiile forțate de încovoiere haotice pentru lalea se manifestă 

în intervalul  = 0 0016-0,0216  al raportului de amortizare, în timp ce creșterea cu 0,02 a raportului 

de amortizare induce o scădere a deflexiunii de încovoiere a lalelei w3 de mai mult de zece ori. De 

asemenea, aceeași creștere a raportului de amortizare induce o scădere a vitezei de încovoiere a 

lalelei de  dw3/dt  de mai mult de șase ori. Analizând portretele de fază pentru lalea în zona 

rezonanței parametrice principale (vezi Figura5.3a și 5.4.a) sunt evidente manifestările efectelor de 

bătaie specifice haosului[B.G.27]. 

 
 

Fig. 5.3 Portretul de fază FBV al bolului nT= 0,25 ; = 0,0016 [B.G.30] 

 

Fig. 5.4 Portretul de fază FBV al bolului nT= 0,25 ; = 0,0216 [B.G.30] 
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Dacă comparăm rezultatele ilustrate în Figurile 5.1 și 5.2 pentru vibrațiile forțate de 

încovoiere pentru lalea cu cele ilustrate în Figurile 5.3 și 4 pentru vibrațiile forțate de încovoiere 
ale bolului se poate remarca o accentuare a efectelor de bătaie pentru bol pentru raportul de 

amortizare în jurul valorii de 0,0016 (vezi Fig. 5.1.b și Fig, 5.3.b) și o manifestare similară pentru 

vibrațiile forțate de încovoiere pentru lalea și vibrațiile forțate de încovoiere  al bolului pentru 

raportul de amortizare în jurul valorii de 0,0216 (vezi Fig. 5.2.a și Fig. 5.4.a) [B.G.30], [B.C.5.3]. 

Exponenții Lyapunov calculați pe baza sistemului (5.4), care descrie vibrațiile forțate de 

încovoiere pentru lalea în zona rezonanței parametrice principale a lalelei (frecvența de excitație a 

lalelei este în intervalul de aproximativ 1038,38 Hz [B.G.28]) sunt dați de ecuațiile [B.G.12](p. 

306-307) 

1 1

1 1

11 10

1 1 , 1 1 1

( )1
log

( , ) ( , , )

p Ti
N

Ti p p p Tf
if w w

w w
L

T w V w V=

−
=

 − 
  

1

1 1

1

21 10

1 1 , 1 1 1

( )1
log

( , ) ( , , )

p Ti
N

w w

Tf p p p Tf
if w w

V V
L

T w V w V=

−
=

 − 
   

1 1

1 1

31 10

1 1 , 1 1 1

( )1
log

( , ) ( , , )

p Ti
N

Tf p p p Tf
if w w

L
T w V w V=

 −
=

 − 
                                        (5.6) 

unde: 

o indicele p indică soluția perturbată pentru intervalul (Ti, Ti+1),  

o Tf este timpul final de integrare,  

o N este numărul de intervale conținute în intervalul de timp (0, Tf).  

Exponenții Lyapunov calculați pe baza sistemului (5.5), care descrie vibrațiile forțate de 

încovoiere ale bolului în zona rezonanței parametrice principale a bolului (frecvența de excitație a 

bolului este în intervalul de aproximativ 6306,6 Hz [B.G.28]) sunt dați de ecuații similare, cu 

aceeași semnificație dintre cele descrise anterior: 
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Pentru a certifica haosul este necesar să se aplice două criterii, respectiv Metoda 

Exponenților Maximi Lyapunov (MLEM) cuplat cu criteriul de contracție a sumei tuturor 

exponenților Lyapunov care impune ca următoarea propoziție matematică să fie adevărată 

[B.G.12](pp. 306-307)  

  ( )  
3

1

1,2,3 ,max 0, 0, 0, 1,2,3ij ij iji L L L j                                          (5.8) 

Figurile 5.5 și 5.6 ilustrează exponenții Lyapunov pentru două valori ale raportului de 

amortizare 0,0016 și 0,011 în PPRA lalelei, cu frecvența de excitare în apropiere de 1038,38 Hz. 

După cum se poate remarca din figurile 5.5 și 5.6, ecuația (5.8) este adevărată numai pentru raportul 

de amortizare în intervalul 0,0016-0,011.  

Analizând Figura 5.5 se poate concluziona că manifestarea haosului este confirmată în 

intervalul de frecvență de excitație (950-1150) Hz pentru raportul de amortizare de 0,0016, în timp 

ce în Figura 5.6 manifestarea haosului este confirmată în intervalul frecvenței de excitație (1100-

1150) Hz pentru raportul de amortizare de 0,011 chiar dacă de la detectarea haosului (vezi Fig. 2) 

indică valoarea maximă a raportului de amortizare 0,0216.  

Figurile 5.7 și 5.8 ilustrează exponenții Lyapunov pentru două valori ale raportului de 

amortizare 0,0016 și 0,0125 în PPRA bolului, cu frecvența de excitare în apropiere de 6306,6 Hz.   

 

 
 

Fig. 5.5 Exponenții lui Lyapunov pentru lalea la FBV în PPRA (1038,38 Hz), v1=519 19Hz , = 1.6 103 [B.G.30] 
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Fig. 5.6 Exponenții lui Lyapunov pentru lalea la FBV în PPRA (1038,38 Hz), v1=519 19Hz , = 11 103 [B.G.30] 
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Fig. 5.7 Exponenții lui Lyapunov pentru bol la FBV în PPRA (1038,38 Hz), v3=519 19Hz , = 1.6 103 [B.G.30] 
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Fig. 5.8 Exponenții lui Lyapunov pentru bol la FBV în PPRA (1038,38 Hz), v3=519 19Hz , = 12,5 10-3 [B.G.30] 

După cum se poate remarca din figurile 5.7 și 5.8, relația (5.8) este adevărată numai pentru 

raportul de amortizare în intervalul 0,0016-0,0125. Analizând figura 5.7 se poate concluziona că 

manifestarea haosului este confirmată în intervalul frecvenței de excitație (6200-6400) Hz pentru 

raportul de amortizare de 0,0016, în timp ce în figura 5.8 manifestarea haosului este confirmată în 

intervalele de frecvență de excitație (6300-6365) Hz și (6368-6400) Hz pentru raportul de 

amortizare de 0,0125 chiar dacă de la detectarea haosului (vezi figura 5.4) indică valoarea maximă 

a raportului de amortizare 0,0216. Conform celor mai recente evoluții în teoria haosului, dacă doi 

exponenți Lyapunov sunt pozitivi și toți exponenții Lyapunov respectă relația (5.8), sistemul 



 

65 
 

dinamic este considerat a fi un sistem hiperhaotic [B.C.5.1]. Analizând figurile 5.5-5.8 se poate 

concluziona că arborele planetar al autovehiculului rutier este un sistem hiperhaotic pentru un 

raport de amortizare în intervalul 0,0016-0,011 și frecvența de excitare în intervalul (1100-1150) 

Hz pentru lalea în FBV, în timp ce pentru bolul în FBV manifestarea hiperhaosului este valabilă 

pentru un raport de amortizare în intervalul 0,0016-0,0125 și frecvența de excitație în intervalele 

(6300-6365) Hz și (6368-6400) Hz. Pentru a reconfirma manifestarea haotică a vibrațiilor forțate 

de încovoiere pentru lalea și a vibrațiilor forțate de încovoiere pentru bol în zona rezonanței 

parametrice principale s-a calculat, utilizând în software-ul MATLAB bazat pe sistemele (5.4) și 

(5.5), Secțiunile Poincaré (PM) care reprezintă intersecția orbitelor în portretele de fază cu o 

suprafață ortogonală la perioade egale (N număr de puncte), folosind procedeul matematic 

prezentat în [B.G.12] (p. 194). Dacă vibrațiile forțate de încovoiere pentru lalea sau vibrațiile 

forțate de încovoiere pentru bol sunt periodice sau cvasi-periodice, secțiunile Poincaré (PM) 

reprezintă puncte de inflexiune sau imagini de tip hiperbolic sau eventual curbe separatoare. Pentru 

un interval de frecvență de excitație în apropiere de 1038,38 Hz și pentru un raport de amortizare 

 =1,6 10-3  . Figura 5.9 ilustrează secțiunea Poincaré pentru vibrațiile forțate de încovoiere pentru 

lalea în zona rezonanței parametrice principale folosind N=100.000 secțiuni de suprafață 

ortogonale la orbite (pentru portretele de fază (w1 ,dw1/dt). 

 

Fig. 5.9 Secțiunea Poincaré pentru FBV lalelei în PPRA (1038.38Hz), N=100,0  =1,6 10-3 [B.G.30] 

După cum se poate remarca din Figura 5.9, imaginea are proprietățile atractorilor stranii, 

respectiv auto similaritatea și o structură difuzivitatea punctelor având o densitate diferită de pixeli 

pe unitatea de suprafață a imaginii. Pentru un interval de frecvență de excitație în apropiere de 

6306,6 Hz și pentru un raport de amortizare  =1,6 10-3  figura 5.10 ilustrează Secțiunea Poincaré 

pentru FBV al bolului în PPRA folosind N=100.000 secțiuni de suprafață ortogonale la orbite 

pentru portretele de fază (w1 ,dw1/dt). 
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Figura 5.10 Secțiunea Poincaré pentru FBV bolului în PPRA (1038.38Hz), N=100,0  =1,6 10-3[B.G.30] 

După cum se poate remarca din figura 5.10 imaginea are proprietățile atractorilor stranii, 

respectiv auto-asemănarea și o structură difuză de puncte având o densitate diferită de pixeli pe 

unitatea de suprafață a imaginii. Reconfirmarea manifestării haotice a vibrațiilor forțate de 

încovoiere pentru lalea și bol prin secțiunea Poincaré, respectiv atractorii stranii. Un astfel de 

comportament dinamic este considerat de Steinwede [B.G.14](pp. 88-94) ca fiind cauza ciupirii 

interne a clopotelor lalelei și bolului precum și a micro-fisurilor de pe axele tripodei. De asemenea, 

Steinwede a asimilat mecanismul vibrațiilor forțate de încovoiere haotice și vibrația haotică de 

torsiune forțată a arborilor planetari pentru autovehicule rutiere cu un mecanism similar pentru 

comportamentul dinamic neliniar al transmisiilor sistemelor angrenate, mecanisme deja investigate 

de primul autor al prezentei lucrări în [B.C.5.2]. După cum se poate remarca, creșterea raportului 

de amortizare are un efect benefic evitând comportamentul haotic al vibrațiilor forțate de 

încovoiere pentru arborii planetari pentru autovehicule rutiere, dar induce stres termic. 
Rezultatele obținute au confirmat teoretic pentru prima dată manifestarea hiperhaosului 

vibrațiilor forțate de încovoiere în zona principală de rezonanță parametrică pentru lalea și bol, în 

concordanță cu cercetările experimentale ale lui Steinwede [B.G.14](pp. 86-94) pentru 

manifestarea de ciupire, precum și datele referitoare la momentul de inerție al masei[B.G.14](p. 

111) și comportamentul dinamic haotic al transmisiei homocinetice similar cu comportamentul 

dinamic haotic al transmisiei cu angrenaje [B.G.14](p. 117), mecanism haotic deja studiat de primul 

autor în [B.C.5.2]. În cele din urmă, lucrarea a evidențiat mecanismul comportamentului dinamic 

neliniar hiperhaotic pentru transmisia homocinetică [B.C.5.2]. Această nouă metodă poate fi 

folosită ca un instrument puternic de către proiectanții de arbori planetari auto, precum și de către 

proiectanții de amortizoare dinamice ale vibrațiilor forțate de încovoiere pentru arbori planetari 

auto [B.G.30; B.C.5.3].   
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Capitolul 6. Concluzii generale. Contribuțiile originale în domeniul tezei de doctorat. 

Perspective generale pentru dezvoltarea cercetărilor în domeniu. 

 

6.1 Concluzii generale  

În concluzie se demonstrează că neuniformitatea izometriei geometrice și cinematice a 

arborelui planetar al autovehiculului rutier poate fi luată în considerare. Aceasta este o 

provocare pentru proiectanții arborilor planetari  din cauza dificultății de a anticipa cantitățile 

suplimentare pentru solicitările la oboseală. Mai mult, variația armonică a neuniformității din 

izometria geometrică și cinematică a arborelui planetar induce comportamentul dinamic 

parametric neliniar al unei articulații homocinetice.  

După cum se poate observa din toate aspectele acestei teze, arborii planetari pentru 

autovehicule rutiere nu au uniformitatea izometriei geometrice și cinematice perfectă, chiar 

dacă articulația lalea-tripodă și articulația bol-colivie cu bile-nucă reprezintă cele mai avansate 

articulații homocinetice. 

Predicția neuniformității izometriei geometrice și cinematice a arborelui planetar 

reprezintă un element important pentru proiectanți, deoarece permite predicția în etapele 

timpurii de proiectare a arborilor homocinetici a comportamentului dinamic neliniar. 

 Predicția rezonanțelor precum : 

- rezonanța super-armonică;  

- rezonanța sub-armonică;  

- rezonanța parametrică principală; 

- rezonanțe simultane; 

- rezonanțe interne.  

De asemenea, acest aspect permite investigarea stabilității în aceste game de rezonanțe 

specifice pentru comportamentul dinamic parametric neliniar al arborelui planetar. Aceste 

fenomene au o importanță uriașă în stabilirea comportamentului dinamic al arborelui planetar 

de la cutia de viteze la roată.  

Se poate concluziona că această teză introduce o corecție importantă pentru proiectarea 

arborilor planetari pentru  autovehicule rutiere, pentru predicția comportamentului dinamic la 

torsiune și pentru predicția comportamentului dinamic la încovoiere și torsiune a arborilor 

planetari în stadiile incipiente de proiectare. Sunt luate în considerare majoritatea fenomenelor 

observate în practica industrială și exploatarea mașinilor precum: 

- neuniformitatea izometriei geometrice și cinematice a arborelui planetar; 

- neuniformitatea momentelor de inerție geometrice și masice ale secțiunii transversale 

pentru lalea, tripodă și bol; 

- rigiditatea și amortizarea articulațiilor arborelui planetari pentru autovehicule rutiere 

lalea-tripodă-arbore intermediar și arbore intermediar–colivie cu bile–bol; 

- excitația armonică a arborelui planetar indusă de motorul cu ardere internă;  

- excitația prin șoc indus de interacțiunea dintre pneu și calea de rulare. 

În plus, modelele permit dezvoltarea viitoarelor direcții de cercetare pentru investigarea 

rezonanțelor primare, super-armonice, subarmonice, parametrice principale, combinate, 

interne și simultane, precum și pentru investigarea stabilității pentru vibrațiile staționare, 

precum și nestaționare. Prin urmare, acest model de comportament dinamic la torsiune pentru 

arborele planetar pentru autovehicule rutiere poate fi utilizat în etapele incipiente de proiectare, 

precum și în predicția durabilității arborilor planetari. Mai mult, este important ca modelul să 

fie adăugat în flow-chartul algoritmului de proiectare pentru alegerea elementelor de comfort 

ale autovehiculului, pentru a lua în considerare în mod adecvat acest tip de comportament 

dinamic, care induce excitații structurii mașinii. 
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Rezultatele obținute au fost stabilite în Capitolul 1, Paragraful “1.4 Obiectivele tezei de 

doctorat”, în urma determinărilor analitice a momentelor de inerție mecanice și a momentelor 

de inerție geometrice ținând cont de neuniformitătile geometrice ale acestora, investigarea 

comportamentul dinamic atât la torsiune cât și la încovoiere  și  proiectarea unui model 

consistent fizic pentru vibrațiile forțate de torsiune și încovoiere pentru lalea și pentru bol, plus 

determinarea manifestării haotice a vibrațiilor forțate de încovoiere pentru lalea/bol care au 

confirmat teoretic pentru prima dată manifestarea hiperhaosului vibrațiilor forțate de 

încovoiere în zona rezonanței parametrice principale pentru lalea și bol. 

 

6.2 Contribuții originale în domeniul tezei de doctorat  

Investigațiile au permis diseminarea rezultatelor obținute și publicarea acestora, ca prim 

autor sau co-autor, a unui număr de 8 articole științifice, în reviste de specialitate cât și în 

volumele unor conferințe internaționale, două lucrări fiind indexate WOS. 

Contribuțiile originale ale acestei lucrări sunt investigarea haotică a vibrațiilor forțate 

de încovoiere a arborilor planetari pentru autovehicule rutiere utilizând o nouă metodă cu două 

etape:  

o determinarea neuniformității izometriei geometrice și cinematice pentru arborii 

homocinetici; 

o calculul neuniformității momentelor de inerție geometrice și masice;  

o detectarea posibilelor manifestări haotice cu ajutorul portretului fazelor; 

o determinarea ecuațiilor vibrații forțate de torsiune și încovoiere indusa de funcționarea 

motorului: 

a. excitație externă în primul element al arborelui planetar – lalea; 

b. excitație de tip șoc induse de interacțiunea dintre pneu și calea de rulare; 

o confirmarea cantitativă și calitativă a haosului determinist (atractori stranii) pentru 

vibrații forțate de încovoiere folosind un MLEM1 modificat cuplat cu metoda 

secțiunilor Poincaré.  

o s-au determinat frontierele de instabilitate pentru vibrații forțate de încovoiere în zona 

rezonanței parametrice principale. 

Rezultatele obținute au confirmat teoretic pentru prima dată manifestarea hiperhaosului 

vibrațiilor forțate de încovoiere în zona rezonanței parametrice principale pentru lalea și bol, 

precum și datele referitoare la momentul de inerție al masei și comportamentul dinamic haotic 

al transmisiei homocinetice similar cu comportamentul dinamic haotic al transmisiei cu roți 

dințate.   

 Rezultatele obținute sunt conforme cu rezultatele obținute în literatura de specialitate 

de Steinwede, J. [B.G.14] care prin experimentele sale a demonstrat că un comportament 

dinamic parametric neliniar al arborilor planetari pentru autovehicule rutiere este ca cel al 

sistemelor angrenate [B.G.14] (p. 117), și de aceea observăm fenomene similare de ciupituri și 

micro fisuri în interiorul lalelei și în interiorul bolului articulațiilor CVJ lalea–tripodă și bol–

colivie cu bile-nucă [B.G.14] (pp. 88–94). 

În cele din urmă, teza evidențiază mecanismul comportamentului dinamic neliniar 

hiperhaotic pentru transmisia homocinetică.  

 
1 MLEM  - Metoda modificată a exponenților Lyapunov 
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6.3 Perspective generale pentru dezvoltarea cercetărilor în domeniu 

Rezultatele obținute în cadrul tezei ,,Studiul comportamentului dinamic al 

mecanismelor planetare pentru autovehicule rutiere,, reprezintă un punct de plecare pentru 

cercetarea viitoare a fenomenelor dinamice în zona menționată anterior. 

Această nouă metodă poate fi folosită ca un instrument puternic de către proiectanții de 

arbori planetari auto, precum și de către proiectanții de amortizoare dinamice ale vibrațiilor 

forțate de încovoiere pentru arbori planetari auto. 

Direcțiile viitoare de cercetare sunt:  

1. Cercetări privind studiul comportamentului dinamic neliniar hiperhaotic al arborilor 

homocinetici; 

2. Investigarea stabilității gamelor de rezonanțe specifice pentru comportamentul 

dinamic parametric neliniar al arborelui planetar: 

• rezonanța super-armonică;  

• rezonanța sub-armonică;  

• rezonanța parametrică principală; 

• rezonanțe simultane; 

• rezonanțe combinate; 

• rezonanțe interne.  

3. Cercetarea și dezvoltarea modelelor fizico-matematice pentru vibrațiile forțate de 

torsiune și încovoiere ale arborelui planetar pentru autovehicule rutiere;  

4. Detectare și confirmarea manifestării haotice a vibrațiilor forțate de încovoiere pentru 

lalea/bol în zona rezonanțelor sub-armonice, supra-armonice, combinate, interne, simultane; 

5. Realizarea de programe software pentru predicția performanțelor dinamice ale 

transmisiilor homocinetice. 
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