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Rezumat

Obiectivul general. Teoria punctului fix s-a dovedit a fi o unealta utila in rezolvarea
problemelor aparute in diverse ramuri ale stiintelor moderne, intrucat multe fenomene
din lumea reala pot fi modelate matematic prin diferite ecuatii ale caror solutii pot fi
gasite prin asocierea unei probleme de punct fix. Una dintre directiile de cercetare ale
acestor teorii este data de conditiile contractive care sunt impuse operatorilor studiati,
pentru a asigura existenta unui punct fix si, in plus, pentru ca acest punct fix sa fie unic.
Mai mult, spatiul in care se lucreaza joaca un rol important in constructia teoremelor de
punct fix. Scopul principal al acestei teze de doctorat este dezvoltarea unor rezultate de
existenta si unicitate pentru puncte fixe asociate unor operatori cu anumite proprietati
intr-un context general. Mai precis, contextul utilizat aici este al spatiului metric gene-
ralizat, introdus de Jleli gi Samet [19], prin schimbarea primei si celei de-a treia axiome a
metricii uzuale. Intrucat familia acestor spatii metrice extinse contine, pe langa spatiile
metrice clasice, alte generalizari, precum spatiile b-metrice, spatiile metrice dislocate
sau spatiile modulare cu proprietatea lui Fatou, rezultate cunoscute in literatura sunt
generalizate prin teoremele enuntate aici. In ceea ce priveste rezultatele prezentate in
aceasta teza, acestea se refera la studiul operatorilor care sunt definiti de diverse tipuri
de conditii contractive slabe, precum: functii contractiv convexe, operatori care satisfac
inegalitati definite de cantitati care contin termeni rationali, functii care verifica conditii
introduse cu ajutorul functiilor auxiliare ce poseda proprietati adecvate, si operatori de
tip Geraghty cu anumite caracteristici menite sa suplineasca lipsa oricarei inegalitati a

triunghiului in contextul de lucru cu metricile Jleli-Samet.

Metodologie. Metodele utilizate pentru dezvoltarea rezultatelor din aceasta teza sunt
specifice teoriei punctului fix, particularizate mediului de lucru cu spatiile generalizate
Jleli-Samet. Principala dificultate care a trebuit depasita a fost absenta oricarei ine-
galitati de tip triunghiular, care este in general principalul instrument in demonstrarea
proprietatii ca un gir este sir Cauchy. Problema a fost rezolvata, in prima instanta, prin

impunerea unor conditii de marginire pentru orbita functiilor studiate, un lucru esential
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in spatiile metrice generalizate. Mai mult, o parte din teoremele cu privire la existenta si
unicitatea punctelor fixe au fost prezentate cu ajutorul unor relatii de preordine adecvate
si propritati de monotonie si continuitate asociate acestora. Problemele demonstrarii fap-
tului ca limita sirului Picard este intr-adevar un punct fix au fost solutionate fie extinzand
multimea de puncte pentru care relatia contractiva este verificata, sau prin impunerea

de conditii cu privire la tipurile de continuitate ale operatorilor.

Contextul general. Teoria punctului fix este un subiect actual de cercetare in mate-
matica moderna, unul dintre motive fiind acela ca furnizeaza o modalitate utila de rezolva
diferite tipuri de ecuatii, unele dintre acestea provenind din necesitati practice. Aceste
ecuatii pot fi aranjate intr-o forma in care solutia lor este exact punctul fix al operatoru-
lui implicat. Prima intrebare la care trebuie raspuns este daca exista un punct fix pentru
functia studiata, si apoi daca acest punct este unic. Principiul contractiilor este unul
dintre cele mai renumite rezultate in aceasta directie, cu privire la aplicatii ce minimi-
zeaza distata dintre oricare doua puncte; pentru lucrarea de pionierat se poate consulta
[6]. Edelstein [14] a demonstrat ca in cadrul unui spatiu metric compact, conditia ca
distanta dintre imaginile oricaror doua puncte este strict mai mica decat distanta dintre
cele doua puncte date asigura existenta unui punct fix al operatorului. Aceste conditii
s-au dovedit uneori a fi prea restrictive, deoarece toti acesti operatori ar trebui sa posede
continuitate, fapt ce a dus la diferite extinderi ale conceptului. Kannan [22] a modifi-
cat forma inegalitatii contractive utilizand imaginea celor doua puncte in ambii membri
ai relatiei, obtinand o clasa de aplicatii care poseda punct fix unic, dar care nu sunt
neaparat continue. Reich [29] a unificat principul contractiei cu operatorii Kannan intr-
o conditie contractiva mult mai generala. Sehgal [33] a imbunatatit ideea lui Edelstein
[14], prin luarea in considerare a maximului distantelor in principiul contractiilor gi in
teorema lui Kannan, si a unui operator continuu. Reich [30] a extins intr-o maniera noua
ideea de contractivitate slaba, prin multiplicarea diferitelor distante ce apar in inegali-
tatea contractiva cu functii crescatoare, ce satisfac in plus o conditie de marginire in
raport cu suma lor. Bianchini [4] a inlocuit suma folosita de Kannan cu un termen care
este definit ca maximul distantelor dintre punctele in discutie si imaginile lor, Inmultit
cu o cantitate subunitara. Ideea unei combinatii diferite intre distante fata de cea a lui
Kannan a fost propusa de Chatterjea [7].

Spatiile metrice au fost un cadru de lucru adecvat pentru rezultate importante, in
diferite domenii din matematica, inclusiv in teoria punctului fix. Extinderile spatiilor
metrice clasice s-au dovedit a fi utile atat din punct de vedere teoretic, cat si practic.

Hitzler si Seda [17] au schimbat prima dintre axiome pentru a introduce spatiile metrice
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dislocate. Renuntarea la cea de-a doua conditie cu privire la simetrie de la definitia
spatiilor metrice a fost un alt mod de a extinde acest concept, lucru facut de Wilson
[35]. O metoda productiva de a generaliza spactiile metrice este legata de inegalitatea
triunghiului. In acest sens, ne referim aici, spre exemplu, la spatiile b-metrice, introduse
de Czerwik [8] si Bakhtin [3], in care membrul drept al inegalitatii triunghiului de la
spatii metrice a fost inmultit cu o constanta mai mare decat unu. Aceasta schimbare
a avut un efect puternic, intrucat b-metricile nu mai sunt neaparat functii continue. In
acest caz proprietatea ca limita unui gir conergent este unica se pastreaza. Branciari [5]
a modificat inegalitatea triunghiului intr-una cu patru termeni, obtinand spatiile metrice
rectangulare; aici, unicitatea limitei unui sir convergent nu mai este asigurata. Kamran
et al. [21] au introdus spactiile b-metrice extinse, multiplicind membrul drept al ine-
galitatii triunghiului cu o functie adecvata. O alta extindere a spatiilor metrice sunt
spatiile modulare, introduse de Nakano [28] si apoi de Musielak si Orlicz [27]. Spatiile
metrice partiale au fost propuse de Matthews [25], din necesitati provenite din infor-
matica teoretica. Diverse rezultate de punct fix au fost demonstrate in aceste spatii.
Cadrul spatiilor metrice dislocate a fost folosit de Jungck si Rhoades [20] pentru a studia
aplicatiile slab compatibile, in timp ce Hitzler [16] le-a gasit aplicatii practice in progra-
marea logica semantica. Samreen et al. [31] au adaptat functiile de tip comparatie in
contextul spatiilor b-metrice extinse pentru a crea conditii contractive generalizate.

In lucrarea [19], Jleli si Samet au introdus o generalizare a spatiilor metrice clasice,
ce include strict cateva dintre extinderile descoperite anterior, precum spatiile b-metrice,
spatiile metrice dislocate sau spatiile modulare ce satisfac proprietatea lui Fatou. In
acelagi articol, ei au demonstrat niste principii ale contractiei adaptate acestui nou con-
text. Karapinar et al. [24] au folosit o relatie binara in scopul de a dezvolta noi rezultate
de existenta in acest cadru, idee ce a fost preluata de Senapati et al. [34] pentru a
imbunatati conditiile contractive Wardowski definite implicit. Altun gi Samet [2] au stu-
diat operatori pseude-Picard in contextul spatiilor Jleli-Samet, fapt ce a fost mai departe
folosit de Karapmar et al. [23] pentru a enunta rezultate de tip Meir-Keeler. Sawangsup
si Sintunavarat [32] au abordat subiectul relatiilor tranzitive din perspectiva definirii

unor operatori adecvati in aceste spatii.

Descrierea tezei si elemente de continut.
Capitolul 1 are un scop introductiv, acesta prezinta notiuni si concepte necesare
pentru dezvoltarea rezultatelor in capitolele urmatoare. Acestea se refera in principal la

cadrul in care teoremele sunt prezentate, si anume spatiile metrice Jleli-Samet.
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Definitia 1. S& consideram o multime arbitrara X # () si fie D: X x X — [0,00] o
functie. Pentru fiecare punct z,. € X, consideram multimea tuturor sirurilor {z,} C X
din multimea

C(D,X,z,) = {{z,} C X : lim D(z,,z.)=0}.

Spunem ca D este o JS-metrica pe X daca urmatoarele axiome sunt satisfacute:

(D1) Pentru oricare z, y € X, egalitatea
D(z,y) = 0 implica = = y;
(D2) Pentru oricare z, y € X, conditia de simetrie

D(z,y) = D(y, x)

e satisfacuta;
(D3) Exista o constanta C' > 0 astfel incat pentru oricare x, y € X, si pentru oricare
sir {z,} € C(D, X, x), urmatoarea inegalitate se verifica

D(x,y) < Climsup D(z,,y).

n—o0

Pe parcursul studiului nostru, perechea (X, D) va desemna mereu un spatiu metric
Jleli-Samet (denumit si spatiu JS), cu exceptia cazului cand se va mentiona clar altceva.

In concordanta cu relatiile pe care spatiile JS le au cu spatiile prezentate anterior, aga
cum s-a demonstrat in [19], aceasta clasa le cuprinde pe cea a spatiilor metrice clasice, pe
cea a b-metricilor, a spatiilor dislocate sau pe cea a spatiilor modulare cu proprietatea lui
Fatou. Pe de alta parte, este mai numeroasa decat reuniunea tuturor acestor subclase. In
acest sens, recomandam cititorului, spre exemplu, articolul [24] si alte referinte similare.

Sa dam un exemplu ilustrativ in aceasta directie.

Exemplul 1. Fie X = {0,p,q} cup, ¢ € R*, p #q, si

Y

S
I
=

Y

(0,0)
(0,p)
(0,9)
(¢,9)

S
I
S

70 =D 5 =D;
D: X x X — [0, 00, (po) (p.p) =p
4,

D(

-

)

-

I
g

)

Acest exemplu ne arata ca exista spatii Jleli-Samet care nu apartin niciuneia dintre

clasele de metrici mentionate mai sus.

Definitia 2. Fie (X, D) un spatiu metric JS si fie {x,,} un gir in X.
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1. Spunem ca {z,} e convergent la x € X daca

lim D(x,,x)=0.

n—oo

2. Se va spune ca {z,} este un sir D-Cauchy daca

lim D(x,,x,) = 0.

m,n—00

La fel ca in cazul clasic, se poate vedea imediat ca limita unui gir convergent este unica.
Mai mult, este evident faptul ca orice gir convergent in metrica JS este de asemenea D-
Cauchy; reciproca nu se verifica. Un spatiu JS (X, D) in care fiecare sir D-Cauchy este
D-convergent la un element din X se numeste D-complet.

Pe tot parcursul acestei teze vom folosi urmatoarele notatii. Sa definim
Ono (D, T, x) = sup({D(T"x, T"x) : n,m € N;n,m > ng}),
unde ny € N este un index, si
(D, T,x) =sup({D(T"z, T"x) : n,m € N}).
Mai mult, notam orbita unui element x printr-un operator 7: X — X ca
Or(z) ={T"x : n € N}.

Definitia 3. Pentru o preordine data B, un gir {z,,} C X este B-crescator daca =, Bz, 1,

pentru oricare n € N.

In stransi legatura cu preordinea B sunt tipurile adecvate de monoton regularitate,

dupa cum urmeaza.

Definitia 4. Spatiul metric Jleli-Samat (X, D) este B-crescator-regulat, unde B este
o preordine, daca pentru orice {z,} € C(D, X, z) ce este B-crescator avem ca x,Bz,

pentru toti n € N.
Monotonia operatorilor va fi necesara de-a lungul unor portiuni din aceasta lucrare.

Definitia 5. Fie (X, D) un spatiu Jleli-Samet inzestrat cu o relatie binara B, care este
si preordine, si T: X — X. Operatorul 7' se numeste B-crescator daca xBy implica

TxBTy pentru orice x, y € X.

Definitia 6. Spatiul metric Jleli-Samat (X, D) este B-crescator-complet daca orice {z,}

care este D-Cauchy si B-crescator este D-convergent in X.
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Sa notam prin ¥ familia de functii ¢: [0,00) — [0,00) care sunt superior semi-
continue, strict crescatoare, si pentru care ¢(t) < t, oricare t > 0. Sa remarcam ca aceste
functii verifica in mod necesar ¢(0) = 0. Alta multime ce este utilizata in mod frecvent
in aceastd lucrare este ©, care contine toate functiile continue 6: [0, +00)* — [0, +00),
avand ca proprietati 6(0,¢,s,u) = 0, si 0(t,s,0,u) = 0, pentru toti ¢, s, u € [0, +00).
Alta unealta folosita in formularea unor rezultate din generalizarile teoremelor de punct

fix prezentate este a-admisibilitatea.

Definitia 7. S& consideram X # (), si o aplicatie a: X x X — [0,00). Un operator
T: X — X este a-admisibil daca a(z,y) > 1 implica «(Tz,Ty) > 1, pentru orice z,
ye X.

Triangular admisibilitatea, si a-regularitatea au fost aplicate in demonstrarea unor

rezultate din aceasta teza.

Definitia 8. Fie X # () si aplicatia a: X x X — [0,00). Spunem ca T: X — X
este o functie triangular a-admisibild daca inegalitatea a(x,y) > 1 implica faptul ca
a(Tx,Ty) > 1, si relatiile a(z,y) > 1, a(y, z) > 1 implica a(z, z) > 1, pentru toti z, v,
z € X.

Definitia 9. Fie (X, D) un spatiu Jleli-Samet gi a: X x X — [0,00). (X, D) se numesgte
JS a-regular daca pentru orice {z, } convergent la x §i a(z,, 1) > 1 pentru toti n € N,

existd un subsir al sirului initial astfel ca «(z,,,z) > 1, pentru orice k € N.

Capitolul 2, cu titlul Functii contractiv convexe [13], dezvoltd un studiu al
functiilor de tip contractii convexe in cadrul spatiilor metrice JS. Notiunea de contractie
convexa a fost introdusa de Istratescu in lucrarea sa [18]. In acest articol, Istratescu a de-
monstrat nigte rezultate de existenta si unicitate cu privire la diverse tipuri de contractii
convexe. Mai precis, membrul drept al inegalitatii contractive e dat de combinatii intre
distante si scalarii in cauza au suma mai mica decat unu. Schimband distantele sau
adaugand noi termeni in inegalitate se pot forma noi tipuri de contractii de studiat.
Aceste idei au fost generalizate cu succes in diferite spatii si inegalitatea convexa a fost
imbunatatita prin utilizarea de noi termeni. Aceste rezultate au fost dezvoltate mai de-
parte de Miandaragh et al. [26], care a enuntat teoreme de punct fix in spatii metrice prin
utilizarea de proprietati aditionale pentru operatorii studiati. Mai precis, ei au utilizat
notiunea de a-admisibilitate si proprietatea (H) pentru a stabili existenta si unicitatea
unui punct fix pentru operatori cu proprietati adecvate. Acest capitol reuneste toate

aceste notiuni pentru a extinde teoria in cadrul spatiilor generalizate.
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Definitia 10. Fie T: X — X o functie. Pentru € > 0, spunem ca z, € X este un
e-punct fix pentru 7" daca D(z,,Tz,.) < e. Ca notatie, F.(T) este multimea tuturor
e-punctelor fixe ale lui 7. Mai mult, se va spune ca 1" are proprietatea de punct fix

aproximativ daca pentru orice € > 0, T" poseda un e-punct fix.

Definitia 11. Sa consideram X # () gi aplicatia a: X x X — [0,00). Spunem ca X are
proprietatea (H) daca, pentru orice z, y € X exista un punct z € X astfel ca a(z,z) > 1

siay,z) > 1.

In practica, lucrul cu spatiile Jleli-Samet in forma lor generala este problematic cand
vine vorba de a stabili proprietati legate de puncte fixe. Un mod de a evita situatiile pro-
blematice este sa restrangem valorile metricii astfel incat cazurile patologice cu distante

infinite sa nu apara.

Definitia 12. Daca (X, D) este un spatiu metric Jleli-Samet astfel incat D(z,y) < oo,

pentru toti z, y € X, spunem ca (X, D) este un spatiu Jleli-Samet tare.

Teorema 1. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet, T: X — X un operator gi ov: X X
X — [0,00) o aplicatie datd. Sa presupunem cd urmdatoarele conditii sunt indeplinite:
i) T este a-admisibil;
ii) exista o € X cu 0(D,T,xy) < 00, astfel ca axy, Txo) > 1;
iii) existd a, b € [0,1) cu a+b < 1, pentru care

a(z,y)D(T%x, T?y) < aD(Tz, Ty) + bD(z,y),

pentru toti z, y € Or(xg);

Atunci functia T are proprietatea de punct fix aproximativ.

Teorema 2. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet complet, T: X — X un operator gi
a: X x X — [0,00) o aplicatie data. Sa presupunem ca urmdtoarele conditii se verifica:
i) T este o funtie triangular a-admisibila;
i) exista o € X cu 0(D,T,xy) < 00, astfel ca axy, Txo) > 1;
iii) ezista a, b € [0,1) cua+b < 1, pentru care

a(z,y)D(T%x, T?y) < aD(Tz, Ty) + bD(z,y),

pentru oricare x, y € Op(xo);
iv) T e functie continud;
v) a(T"xg, T"xo) > 1, pentru totin € N.
Atunci girul {T"xo} este convergent la un punct x, in X. Mai mult, z, este un punct

fix al lui T.
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Ca o remarca imediata, daca avem doua puncte fixe ale lui T', formand perechea
(%4, Ys), pentru care a nu este mai mica decat unu si distanta dintre ele este finita, si
inegalitatea contractiva este indeplinita, atunci proprietatea de unicitate a punctului fix
se verifica.

Pentru a enunta un rezultat de unicitate a punctelor fixe pentru functii care indeplinesc
conditia de convexitate, indiferent de valoarea lui o in perechea formata din presupuse
puncte fixe, trebuie sa impunem o proprietate aditionala acestor operatori, dar in schimb

avem voie sa eliminam unele proprietati deja folosite.

Teorema 3. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet tare si T: X — X o functie . Sa
presupunem ca urmatoarele ipoteze se verifica:
i) T' este a-admisibil pentru o aplicatie a: X x X — [0, 00);

ii) exista a, b € [0,1) cua+b <1, pentru care
a(z,y)D(T%z, T?) < aD(Tw,Ty) + bD(z,y),

pentru oricare x, y € X;
iii) T are proprietatea (H);

Atunci, daca T are un punct fix, acesta este unic.

Alta serie de rezultate pot fi obtinute urmand notiunile introduse in [26], precum

conceptul de contractie convexa generalizata bilaterala, dupa cum urmeaza.

Teorema 4. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet, T: X — X un operator gi ac: X X
X — [0,00) o functie data. Sa presupunem cd se verifica urmatoarele:

i) T este a-admisibil;

i) exista xg € X cu 6(D,T,xzo) < 0o, astfel ca a(xo, Txo) > 1;

iii) ezistd aq, ag, by, by € [0,1) cu ay + as + by + by < 1, pentru care

a(z,y)D(T?x, T?y) < ayD(z, Tx) + aaD(Tx, T?x)
+b1D(y, Ty) + b D(Ty, T?y),

pentru orice x, y € Op(xy);

Atunci functia T are proprietatea de punct fix aproximativ.

Teorema 5. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet complet, T: X — X un operator
sia: X x X = [0,00) o aplicatie datd. Presupunem cd se verifica afirmatiile:
i) T este triangular a-admisibil;

i) exista xg € X cu 6(D,T,xq) < 00, astfel ca a(xg, Txo) > 1;
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iii) ezistd ay, as, by, by € [0,1) cu ay + ay + by + by < 1, pentru care

alw,y)D(T%z, T%) < a1 D(x, Tx) + a;D(Tw, Tx)
+b1D(y, Ty) + b2 D(Ty, T?y),

oricare ar fi x, y € Orp(zo);
iv) T e functie continud;
v) a(T™xzg, T"xo) > 1, pentru toti n € N.

Atunci girul {T"xy} este convergent la x.. Mai mult, x, este un punct fix al lui T

In Capitolul 3, Conditii rational contractive [10], extindem operatorii contractivi
de tip rational in contextul spatiilor JS. In 2015, Alsulami et al. [1] au introdus notiunea
de contractie («a,)-rationala, care reuneste functii cu diferite proprietati, ce satisfac o
conditie de tip inegalitate. Studiul lor a fost facut in contextul spatiilor metrice genera-
lizate, unde cea de-a treia axioma este o extindere a celei clasice prin adunarea unui nou
termen, si -prin urmare- inegalitatea de tip triunghiular joaca un rol esential in demon-
strarea unor rezultate de existenta a punctelor fixe. Alt pas facut in studiul unor noi
contractii slabe a fost realizat de Wu si Zhao in [36], unde acestia au introdus contractiile
(cv,9)-rationale in cadrul spatiilor b-metrice. Importanta contractiilor rationale a dus
la extinderi ale teoriei in spatii ce poseda structuri diferite in raport cu cele clasice.
Printr-o combinatie de idei tehnice si o metoda adecvata, rezultate de punct fix vor fi
demonstrate luand in considerare restrictiile impuse de lucrul in absenta vreunui fel de
inegalitate triunghiulara. Abordarea nostra este diferita fata de cea din Alsulami et al.
[1], unde este folosita o metrica printr-o inegalitate cu patru termeni (in aceste spatii,

unicitatea limitei unui sir convergent nu mai este garantata).

Teorema 6. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet complet, T: X — X un opera-
tor si a: X x X — [0,00) o aplicatie data. Presupunem cda urmdatoarele conditii sunt
indeplinite:

i) T este o functie triangular a-admisibild;

i) exista xo € X cu 0(D,T,xo) < oo astfel ca axg, Txg) > 1;

iii) ezista o functie y» € U astfel incat:

afz,y)D(Tx, Ty) < p(M(x,y)),
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unde

D(z,Tz)D(y, Ty)
1+ D(z,y)

M(z,y) = maX{D(x, y), D(z,Tx),

D(z, Tz)D(y, Ty) }
14+ D(Tz,Ty) )’

pentru toti x, y € Op(xo) = Op(zo) U{w € X @ lim,_yoo D(T"xg,w) = 0};

iv) X este a-requlat;

v) D(T"x, T"x0) = 0, pentru orice n € N.

Atunci girul {T"zo} e convergent la un punct x, € X. Mai mult, dacd D(x,,Tx,) <
00, atunci x, este un punct fix al lui T

In plus, dacd existd alt punct fiz ol lui T, notat y,, cu D(y., ys) < 00, a(xy,ys) > 1

i D(z.,ys) < 00, asa incdt perechea (x,,y.) verifica ipoteza iii), atunci T, = y..

In urmatoarea teorema, slabim conditia contractiva adaugand un termen in plus in
membrul drept al relatiei, si din acest motiv avem nevoie de o alta conditie in locul celei

de la iv).

Teorema 7. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet complet, T: X — X un operator i
a: XxX — [0,00) o functie data. Sa presupunem cda urmatoarele conditii se indeplinesc:
i) T este o functie triangular o-admisibild;
i) exista xo € X cu §(D, T, xo) < oo astfel ca a(xy, Txo) > 1;

iii) existd un ¢ € ¥ pentru care:
a(z,y)D(Tz,Ty) < p(M(z,y)),

unde

D(z,Tx)D(y, Ty)
1+ D(z,y)

M(z,y) = maX{D(a:, y), D(z,Tz), D(y, Ty),

D(z, Tx)D(y, Ty) }
1+ D(Tz,Ty) |’

pentru orice x, y € Op(xy);

iv) T e functie continud;

v) D(T"x¢, T"x) = 0, pentru orice n € N.

Atunci T are un punct fix x, € X iar girul Picard {T"xy} tinde la x,. In plus,
daca am avea un alt punct fix al luwi T, notat y., cu D(y.,ys) = 0, a(z,,y.) > 1, i

D(z,y.) < 00, astfel ca (z4,ys) verifica inegalitatea contractiva, atunci T, = ysx.
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Exemplul 2. Sa consideram multimea A = {0,1,2,..., N}, unde N > 2, inzestrata cu

metrica Jleli-Samet D: A x A — [0.00] definita in modul urmator:

0, pentru z =y iar z,y € {0,1,2,..., N — 1},
D(z,y) = x+vy, pentrux #y iar z,y € {0,1,2,...,N},
00, pentru z =y = N.
Sa luam T: A - Adat de T(0) = T(1) = --- =T(N—-1) =151 T(N) = N — 1.

Considerdm atunci ¢: [0,00) — [0,00), ¥(t) = 3¢, si : A x A — [0,00) cu a(z,y) =1,
pentru orice z, y € A. Toate conditiile din Theorema 6 sunt satisfacute, si punctul fix

este z, = 1.

Modificand forma termenului M (x,y), obtinem alte rezultate interesante de punct
fix In acest cadru.
Pentru o asemenea clasa de operatori, poate fi demonstrata urmatoarea teorema de

existenta si unicitate.

Teorema 8. Fie (X, D) un spatiu JS complet, T: X — X un operator gi a: X X X —
[0,00) o functie data. Presupunem ca sunt satisfacute urmatoarele ipoteze:

i) T este o functie triangular a-admisibild;

ii) exista o € X cu 0(D,T,x) < oo astfel ca axy, Txg) > 1;

iii) ezista un ¢ € VU pentru care:
a(z,y)D(Tz, Ty) < p(M(z,y)),

unde

D(x,Tx)D(z, T?x)
L+ D(z,Ty)

M(z,y) = maX{D(:L‘, y), D(x,Tx),

D(z,Tx)D(y, Ty) }
14+ D(y, T?z) [’

pentru orice x, y € Op(xo);

iv) X este a-regulat;

v) D(T"x¢, T"x0) = 0 pentru orice n € N.

Atunci {T™zo} e convergent la un punct x, € X. Mai mult, daca D(x.,Tx,) < 00,
atunci x, este un punct fix al lui T.

In plus, daca mai exista un alt punct fix al lui T, notat y. cu D(ys,ys) < 00,
Ty, Ye) > 1 80 D(xy, y.) < 00, astfel ca (r.,ys) indeplineste conditia contractiva, atunci

Ty = Ys.
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In Capitolul 4, Functii slab contractive [12], principala motivatie este studiul
operatorilor contractivi generalizati definiti de functii de tip comparatie si de aplicatii
continue de patru variabile in contextul spatiilor metrice Jleli-Samet. Aceste functii sunt
inzestrate aditional cu proprietati adecvate care ne permit depagirea problemei data de
absentei unei inegalitati triunghiulare. Aici accentul se pune pe conditiile inspirate din
principul contractiei clasic, contractiile de tip Kannan sau din clasa celor de tip Cirié,
care conduc la rezultate de existenta si unicitate pentru puncte fixe in aceste spatii
metrice generalizate. Spatiile JS in care lucram satisfac proprietati de monotonie gi/sau
regularitate cu privire la o relatie de preordine. In plus, functiile studiate din aceste

puncte de vedere satisfac diferite conditii de continuitate.

Teorema 9. Fie (X, D) un spativ metric Jleli-Samet si fie T: X — X o functie data.
Sa presupunem ca urmatoarele conditit sunt indeplinite:

i) Exista x, € X, sing € N pentru care avem 6,,(D, T, x,) < 00;

i) Exista p € U g1 60 € O astfel ca:

D(Txz,Ty) < o(D(x,y)) + 0(D(y, Tx), D(x,Ty), D(x, Tx), D(y, Ty)),

pentru oricare x, y € Op(zy);
iii) D(T"x., T"z.) = 0, pentru orice n € N.
Atunci sirul Picard {T"x.} este D-Cauchy.

Teorema 10. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet inzestrat cu o preordine B astfel
incat acesta este B-crescator-complet si T: X — X o functie. Prezumam adevarate
afirmatiile:

i) Exista x, € X astfel incat x, BTz, si ng € N pentru care 6,,(D, T, x,) < 00;

ii) Exista ¢ € VU, gi 0 € O, astfel ca:

D(Tx,Ty) < o(D(x,y)) +0(D(y, Tx), D(x,Ty), D(z, Tx), D(y, Ty)),

pentru oricare x, y € Op(zy);
iii) D(T"z,, T"x,) = 0, pentru orice n € N;
iv) T este B-crescatoare, si B-crescatoare-continud.

Atunci sirul Picard {T"x.} este D-convergent la un punct fir w al lui T, i D(w,w) =

Mai mult, daca mai exista un alt punct fix al lui T, notat ', asa incat (w,w') verifica

i), atunci daca D(w,w'") < 0o g1 D(w',w') < 00, atunci w = w'.

Urmatorul exemplu ilustreaza aplicabilitatea rezultatului prezentat.
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Exemplul 3. Sa pornim cu o multime X = [0, 1] inzestrata cu metrica

T, Y) =
! max{z,y}, = #y.

(X, D) este un spatiu Jleli-Samet complet, pe care definim operatorul
T: X —-X, Ter=x—In(l+2).

Sa consideram acum functia de comparatie

2 2

5 3 pentru xz < 1,
p:[0,00) = [0,00), ¢(z)=

%, pentru x > 1,

si0(t,u,v,w) = %11225, 6 € ©. T este o (¢, 0)-contractie si are un unic punct fix, x = 0.
Generalizari in sensul lui Kannan si Ciri¢ pot fi de asemenea formulate gi demonstrate.

Teorema 11. Fie (X, D) un spatiu Jleli-Samet ce este B-crescator-complet relativ la
preordinea B si fie T: X — X o functie. Sa presupunem ca:

i) Exista x. € X astfel ca v.BTx., and 6,,(D, T, x,) < oo pentru un nyg € N;

i) Erista ¢ € ¥ gi 0 € O astfel ca:

D(Te, Ty) < SO(D(%T?C);D(%T?;))

+0(D(y, Tw), D(z, Ty), D(x,Tx), D(y, Ty)),

pentru oricare x, y € Op(x.);

iii) D(T"x,,T"x,) =0, pentru orice n € N;

iv) T este B-crescatoare gi B-crescatoare-continud.

Atunci, {T"z.} este D-convergent la un punct fix w al lwi T, i D(w,w) = 0. Mai
mult, daca W' este un punct fix al lui T astfel ca (w,w'") verifica ipoteza ii), pentru care

D(w,w’) < 00, §i D(w' ') =0, atunci w = w'.

Teorema 12. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet ce este B-crescator-complet rela-
tiv la preordinea B si fie T: X — X un operator. Sa presupunem ca urmdatoarele ipoteze
sunt verificate:

i) Exista x. € X astfel ca x.BTx, §i 0p,(D,T,x,) < 00 pentru un ny € N;

ii) Erista ¢ € ¥ g1 0 € O astfel ca:

D(Tz,Ty) < ¢ (max{D(z,y),D(xz,Tz),D(y,Ty)})
+60(D(y, Tz), D(z,Ty), D(z, Tx), D(y, Ty)),
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pentru oricare x, y € Op(x,);

iii) D(T"x, T"x,) = 0, pentru orice n € N;

iv) T este B-crescator and B-crescator-continuu.

Atunci, girul Picard {T"x,} este D-convergent la un punct w al lui T, i D(w,w) =
0. Daca ' este un alt punct fix al lui T astfel ca (w,w') verifica inegalitatea ii), cu

D(w,w') < 00 §i D(w',w') =0, atunci w = w'.

Capitolul 5, Operatori de tip Geraghty [9, 11], este dedicat contractiilor slabe de
tip Geraghty, in cadrul de lucru al lui Jleli si Samet. Diferite tipuri de rezultate sunt
obtinute combinand classa contractiilor de tip Geraghty clasice cu expresii adecvate,
sumand operatorul cu o functie continua ce poseda caracteristici aditionale. Ideea initiala
a lui Geraghty [15] a fost mai departe exploatata prin slabirea conditiei care trebuie sa
fie verificata de operatori, prin adaugarea de expresii adecvate legate de functii continue
ce satisfac de asemenea gi alte ipoteze. Trecand de la contextul metricilor uzuale la
cel introdus de Jleli i Samet necesita adaugarea diverselor conditii aditionale functiei
metrice sau chiar operatorilor. Cateva rezultate originale sunt obtinute prin preordini
adecvate sau ipoteze de continuitate, iar altele sunt date de imbogatirea multimii de
puncte pe care se petrece inegalitatea contractiva.

Sa notam multimea S ce desemneaza clasa de functii f: [0,00) — [0,1) astfel ca

pentru orice gir dat {¢,} C [0,00), cu lim,, o 8(t,) = 1, rezulta ca lim,, o t, = 0.

Teorema 13. Fie (X, D) un spatiu metric Jleli-Samet si fie T: X — X un operator.
Presupunem satisfacute conditiile:

i) Exista ¥ € X, gi ng € N pentru care avem 6,,(D,T, %) < 0o;

ii) Exista o functie de tip Geraghty 5 € S si 0 € © astfel cat:

D(Tz,Ty) <B(D(z,y))D(z,y)
+0(D(y,Tx), D(z,Ty), D(z, Tx), D(y, Ty)),
pentru oricare x, y € Or(Z);
iii) Functia definita prin

9:[0,00) = [0,00), g(t) = B()t,

este crescatoare;
iv) D(T"z,T"z%) = 0, pentru orice n € N.
Atunci sirul Picard {T"z} este D-Cauchy.
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Teorema 14. Sa consideram (X, D) un spatiu Jleli-Samet pentru care exista preordi-
nea A astfel incat spatiul este A-crescator-complet. Fie T: X — X o functie si sa
presupunem satisfacute urmatoarele conditii:

i) Exista © € X, sing € N pentru care avem 6,,(D,T,Z) < 00;

ii) Exista o functie de tip Geraghty 5 € S si 0 € © pentru care:

D(Tz,Ty) <B(D(x,y))D(z,y)
+0(D(y, Tx), D(x, Ty), D(x, Tx), D(y, Ty)),

pentru oricare x, y € Orp(T);

iii) Functia definita de
g:10,00) = [0,00), g(t) = B()t,

e crescatoare;

iv) D(T"z,T"%) = 0, pentru orice n € N;

v) T este A-crescator-continud, si A-crescatoare.

In aceste conditii, sirul Picard {T"z} este D-convergent la un punct fix w al lui T,
st D(w,w) = 0.

Mai mult, daca mai exista un punct fix al lui T', fie acesta W', astfel ca D(w,w’) < oo,

D(W', ') < 00, si perechea (w,w') verifica condifia i), atunci w = w'.

Urmatorul exemplu arata importanta rezultatului nostru.

Exemplul 4. Pentru inceput, sa consideram multimea X = [0, %} inzestrata cu distanta

D(z,y) = { ;nax{x?y}’ ziz

Se poate vedea ca (X, D) este un spatiu Jleli-Samet complet, asa ca putem defini

urmatorul operator:
2

T: X — X, szln(l%—x)%—%.
Putem considera acum functia de tip Geraghty
In(1 + x)

6: [O’OO) - (O’ 1)7 6(m) = t

0, pentru z = 0,

, pentru x # 0,

si 0(t,s,u,v) =tu, 0 € ©. T este o contractie de tip Geraghty in sensul teoremelor de

mai sus gi are un unic punct fix z = 0.
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49

o o v 1 - o
Sa remarcdm ca, pentru x = 5 §i y = 15,

inegalitatea de tip contractiv
D(Tz,Ty) < B(D(x,y))D(z, y)
nu mai este adevarata, deci 7' nu e o contractie Geraghty in sensul clasic.

Extinderi in sensul lui Kannan si Ciri¢ pot fi formulate si demonstrate agsa cum am
facut in capitolul anterior. Se poate observa ca relatia contractiva Kannan este suficient

de puternica gi ne permite sa renuntam la ipoteza iii).

Teorema 15. Fie (X, D) un spactiu Jleli-Samet pentru care exista o preordine A astfel
incat spatiul este A-crescator-complet. Fie T': X — X o functie $i sa presupunem ca se
verifica urmatoarele afirmatii:

i) Exista © € X, i ng € N pentru care avem 6,,(D,T, %) < co;

ii) Exista o functie de tip Geraghty f € S si 0 € © astfel ca:

D(Ts, Ty) <J (D(x, Tx) —21— D(y, Ty)) D(x,Tx) —2|— D(y,Ty)

+0(D(y, Tx), D(x, Ty), D(x, Tx), D(y, Ty)),

pentru oricare x, y € Op(T);

iii) D(T"z,T"%) = 0, pentru orice n € N;

iv) T is A-crescator-continud, si A-crescatoare.

In aceste conditii, sirul Picard {T"z} este D-convergent la un punct fix w al lui T,
si D(w,w) = 0.

Mai mult, daca exista un alt punct fix al lui T, fie acesta W', avand proprietatile
D(w,w') < 00 §i D(W',w') = 0, iar perechea (w,w’) satisface conditia de la ii), atunci

w=uw.
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