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1. Introducere 

1.1. Importanța temei și motivația din spatele studiului acesteia 

Studiul sistemelor robotice este în continuare un domeniu de interes, în care se studiază noi 
metode de simulare [52], [72] și control [37] al acestora. Diverși cercetători studiază, în general, 
sisteme robotice simple, fără aplicații pentru omul de rând în viața sa de zi cu zi [22], [61]. Un prim 
obstacol pe care un utilizator casnic, sau o persoană în vârstă l-ar putea întâmpina în utilizarea unui 
sistem robotic, ar fi adversitatea sa față de un braț robotic clasic, cu un sistem de prehensiune 
simplu. Din acest motiv robotul studiat în această lucrare de doctorat încearcă să imite pe cât posibil 
un braț uman, atât prin mișcarea care se urmărește a fi efectuată de acesta, cât și prin dimensiunile 
sistemului. 

Cu precădere, metoda de prehensiune este foarte important, deoarece aceasta poate atrage 
sau îndepărta potențialii utilizatori casnici. Mâna umană este un mecanism biologic complex [26], 
[29], [55], dificil de replicat cu costuri scăzute, motiv pentru care, în general, prehensoare clasice au 
un număr mic de grade de libertate și nu au posibilitatea manipulării unui obiect deja apucat [34], 
[69], [73]. Există studii efectuate și asupra unor prehensoare antropomorfice cu un număr mare de 
grade de libertate [2], [46], dar acestea sunt dificil de pus în funcțiune de un utilizator 
neexperimentat. 

În literatura de specialitate se studiază adeseori fie doar brațul robotic [17], fie doar 
prehensorul [25], fără a fi luată în considerare influența pe care îl au unul asupra celuilalt. 

Prețurile brațelor robotice antropomorfice sunt, în general, ridicate [79], [80], [81] În 
lucrarea de față se urmărește realizarea unui model care se poate realiza practic cu un cost redus, 
construit din prefabricate și piese ce pot fi printate cu ajutorul unei imprimante 3D. Urmărind 
această strategie de design, se pot aduce ulterior modificări brațului robotic conceput și prezentat în 
lucrarea de față. 

Această lucrare de doctorat își propune să efectueze un studiu cinematic și dinamic complet 
al unui un sistem antropomorfic mână-braț original, destinat uzului casnic. 

 

1.2. Generalități 

Studiul sistemelor robotice formate din braț și sistem de prehensiune reprezintă un domeniu 
de studiu important, care, deși abordat de numeroși cercetători, prezintă în continuare interes și 
ofertă o largă paletă de direcții de cercetare. 

În cadrul acestei teze de doctorat s-a studiat un braț robotic antropomorfic cu 7 grade de 
libertate corespunzătoare celor trei articulații ale brațului uman (umăr - 3 grade de libertate, cot - 1 
grad de libertate, încheietura mâinii - 2 grade de libertate), cărora li se adăugă un grad de libertate 
suplimentar provenit din mișcarea antebrațului în jurul axei sale longitudinale. 

În capătul acestui braț robotic a fost amplasat un prehensor antropomorfic (o mână robotică) 
cu 5 degete și 6 mobilități. Motivul principal pentru utilizarea unui astfel de mecanism complicat 
este acela de a putea realiza un robot ce poate fi utilizat pentru uz casnic, caz în care forma și 
apropierea vizuală a mâinii robotului de o mână umană reprezintă un avantaj în vederea utilizării 
acestuia de către persoane diferite. 
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1.3. Metode de studiu 

În dinamica roboților se studiază două probleme [18] [45]. Prima este cea a dinamicii 
directe, în care se consideră cunoscute legile de variație ale forțelor și momentelor și se determină 
mișcarea pe care trebuie să o efectueze robotul. Cea de-a doua problemă este a dinamicii inverse, în 
care se consideră cunoscută mișcarea pe care trebuie să o efectueze robotul și se determină forțele și 
momentele necesare pentru efectuarea acesteia.  

Buondonno și De Luca [5] au utilizat un algoritm de tip Newton-Euler pentru a rezolva 
problema dinamică inversă a unui robot cu articulații elastice. Sutanto et al. [60] au folosit un 
algoritm recursiv Newton-Euler pentru controlul unui braț robotic cu 7 grade de libertate. 
Gonçalves et al. [20] au utilizat un algoritm Newton-Euler pentru a modela dinamic un robot format 
din 24 de corpuri, cu 19 grade de libertate, acționate de 4 motoare liniare și 15 servomotoare de 
revoluție. Zhang et al. [74] au studiat un braț robotic din punct de vedere dinamic, cu ajutorul 
algoritmului Newton-Euler, pentru a determina momentele din articulațiile brațului robotic XB7. 

Wang et al. [71] au analizat comportamentul dinamic al articulațiilor unui robot industrial, 
folosind teoria din dinamica sistemelor multicorp. 

 

1.4. Structura lucrării 

Lucrarea de față conține nouă capitole. 
În primului capitol, Introducere, se precizează câteva generalități cu privire la importanța 

temei, se justifică alegerea acestei teme și se enunță scopul și obiectivele lucrării. 
Capitolul al doilea, Stadiul actual, prezintă o scurtă istorie a tematicii, efectuează o analiză a 

literaturii de specialitate în domeniul brațelor, precum și mâinilor robotice și încadrează tema 
abordată în direcțiile de studiu actuale. 

În cel de-al treilea capitol, Prezentarea sistemului studiat, se evidențiază modificările aduse 
prehensorului antropomorfic care stă la baza studiului și conceperea brațului robotic studiat în 
cadrul tezei de doctorat. 

Al patrulea capitol, Studiul configurației sistemului, prezintă modul de determinare a 
pozițiilor punctelor semnificative ale sistemului robotic mână-braț (articulații și centre de masă), 
considerând valori cunoscute ale parametrilor articulațiilor active. Sunt, de asemenea, definite legile 
de variație ale acestor parametri, considerate ulterior în aplicațiile numerice. 

În cel de-al cincilea capitol, intitulat Studiul cinematic, sunt prezentate metodele de calcul al 
vitezelor și accelerațiilor unghiulare ale elementelor sistemului robotic mână-braț, precum și al 
vitezelor și accelerațiilor punctelor semnificative. 

Capitolul al șaselea, Dinamica inversă, este dedicat determinării forțelor și momentelor din 
articulații, atunci când se cunosc mișcarea robotului, precum și forțele exterioare. Formulele și 
ecuațiile folosite sunt deduse prin metodele mecanicii clasice (pornind de la teorema impulsului și 
de la cea a momentului cinetic). În mod alternativ, forțele și momentele motoare sunt determinate și 
prin metodele mecanicii analitice (pe baza principiului lui D’Alambert și a principiul puterilor 
virtuale). 

În cel de-al șaptelea capitol, se studiază Dinamica directă, unde, cunoscându-se forțele și 
momentele motoare ale fiecărui actuator, se determină mișcarea elementelor sistemului mână-braț. 

Al optulea capitol, intitulat Vibrații, are ca obiect determinarea pulsațiilor proprii ale 
degetelor mâinii robotice, precum și a întregii mâini. 

Capitolul final, prezintă concluziile acestei teze de doctorat, contribuțiile originale aduse de 
către autor și viitoarele posibile direcții de dezvoltare a temei abordate. 



 

2. Stadiul actual 

2.1. Scurt istoric al roboticii 

Roboții pot fi definiți ca mașini care pot funcționa fie automat, fie comandate de la distanță 
[8] și care pot să efectueze sarcini de manipulare și mișcare [75], fiind acționabil după două sau mai 
multe axe [76]. 

Popularitatea manipulatorilor robotici a crescut constant începând cu lansarea lor, iar 
capacitatea acestora de a lucra în condiții periculoase sau toxice [11], precum și predispoziția de a 
efectua operațiuni ciclice au dus la utilizarea acestora din ce în ce mai frecvent în aplicații 
industriale. 

 

2.2. Stadiul actual în brațe robotice 

Majoritatea brațelor robotice existențe în prezent utilizează două tipuri de cuple cinematice 
cu câte un grad de libertate [58]: 

 de rotație (de revoluție) (fig. 2.1 a); 
 de translație (prismatice) (fig. 2.1 b). 

 

  
a) b) 

Fig. 2.1. Tipuri de cuple cinematice utilizate pentru manipulatorii 

Ambele tipuri de cuple au câte un singur grad de libertate. Cupla de revoluție permite doar o 
rotație cu un unghi θ în jurul axei articulației (fig. 2.1 a). Cupla prismatică permite doar mișcarea 
rectilinie cu o deplasare x, de-a lungul axei sale (fig. 2.1 b). 

În afară de cuplele prismatice și de revoluție, în practică se folosesc, de asemenea, și 
următoarele tipuri de articulații [58]: 

 cuple elicoidale; 
 cuple cilindrice; 
 cuple universale; 
 cuple sferice. 

Mișcările permise de cuplele de revoluție și de cele prismatice sunt plane, în timp ce 
mișcările permise de cuplele elicoidale, cilindrice, universale sau sferice sunt tridimensionale. 

O clasificare a manipulatorilor industriali poate fi făcută după prezența lanțurilor cinematice 
închise sau deschise. Astfel, există două mari categorii de roboți industriali: 

 manipulatori seriali; din această categorie fac parte roboții ce prezintă un lanț deschis de 
cuple cinematice, coordonatele articulațiilor fiind independente; 

 manipulatori paraleli; din această categorie fac parte roboții ce prezintă un lanț închis de 
cuple cinematice, coordonatele articulațiilor fiind legate prin relații de dependență [64]. 
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2.3. Stadiul actual în mâini robotice 

Prehensorul, sau mâna robotică, este efectorul final al oricărui braț robotic, cu funcția de a 
apuca obiectul și al manipula, motiv pentru care multe centre de cercetare sunt interesate și 
investighează întregul proces [42]. 

Majoritatea prehensoarelor utilizate în industrie în momentul de față sunt mecanisme simple, 
menite să efectueze operații repetitive simple de apucare și eliberare a obiectelor [8]. Acestea însă 
nu permit manipularea obiectelor deja apucate, lucru esențial pentru un robot cu domeniu larg de  

Prehensoarele antropomorfice sau mâinile mecanice antropomorfice au devenit un subiect 
din ce în ce mai interesant pentru mulți cercetători, datorită versatilității pe care acestea le au, spre 
deosebire de prehensoarele de tip clește sau clemă, utilizate actualmente [43] [63]. 

Mâna umană este un mecanism biologic complex, format din 27 de oase (14 falange, 5 
metacarpiene și 8 carpiene) și poate fi modelată ca un sistem de corpuri rigide, articulații simple și 
articulații duble, având 25 de grade de libertate[1], [53] (fig. 2.10). 

În literatura de specialitate pot fi găsite multe exemple de mâini robotice antropomorfice cu 
un număr mare de grade de libertare, cum ar fi mâna Gifu II [28] sau mâna OCU I [38], care au 16, 
respectiv 19 grade de libertate.  

 

 

Fig. 2.10. Mâna umană în modelul propus de Abdel-Malek 

Astfel de mecanisme sunt complexe și dificil de utilizat în mod eficient, din cauza 
numărului mare de actuatori necesari pentru controlul lor. Pentru reducerea greutății și complexității 
unui astfel de mâini robotice, se poate utiliza un sistem cu un număr redus de actuatori, în care 
unele elemente sunt conectate prin legături suplimentare. În literatura de specialitate [12] există 
numeroase astfel de mâini robotice, cu un număr redus de grade de libertate, concepute pentru 
limitarea dimensiunilor sistemelor, precum mâna HRI [47] sau mâna Alaris [44], amândouă cu câte 
6 grade de libertate. 

3. Prezentarea sistemului studiat 

În vederea realizării unui sistem robotic mână-braț cu domeniu larg de utilizare, în lucrarea 
de față s-a ales un prehensor de tip antropomorfic, realizat prin îmbunătățirea mâinii robotice uHand 
[78], [83], (Fig. 3.1). 
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a) b) 

Fig. 3.1. Mâna robotică uHand 

 

3.1. Mâna robotică uHand 

Mâna robotică antropomorfică uHand a fost realizată de către firma Lobot. Prehensorul a 
fost studiat în referințele [23], [24], însă ambele lucrări s-au rezumat la determinarea pozițiilor 
punctelor semnificative ale sistemului. 

 

  
a) b) 

Fig. 3.5. Apucarea a două obiecte sferice 
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Un avantaj oferit de un prehensor antropomorfic este posibilitatea de a distribui forța 
normală aplicată obiectelor pe o suprafață mai mare, micșorând astfel presiunea aplicată asupra 
acestora. 

În figura 3.5 se poate observa apucarea a două obiecte sferice de dimensiuni diferite 
utilizând mâna robotică antropomorfică prezentată. 

Așa cum se poate observa, deoarece cele două obiecte au dimensiuni diferite, metoda de 
apucare aplicată asupra acestora este de asemenea diferită. Pentru a apuca obiectul din figura 3.5 a) 
sunt necesare doar trei degete, degetul I fiind baza de susținere, iar celelalte două având rolul de 
echilibrare al acestuia. Pentru obiectul din figura 3.5 b), degetul I are rol de echilibrare, pe când 
celelalte trei degete și palma ce acționează asupra obiectului preiau gradele de libertate ale acestuia. 

Cu toate că mâna robotică antropomorfică poate apuca cu ușurință obiecte de dimensiuni și 
forme diferite, așa cum se poate observa în urma analizării figurii 3.5, o problemă a acestui 
prehensor antropomorfic este imposibilitatea de a manipula obiectul odată ce acesta a fost apucat. 

Considerând aceste aspecte, au fost aduse un număr de modificări mâinii uHand, pentru a 
îmbunătăți posibilității sa de apucare și pentru a reducere masa sistemului. 

 

3.2. Îmbunătățiri aduse mâinii uHand 

O primă îmbunătățire ce poate fi adusă mâinii uHand constă în implementarea unui grad de 
libertate suplimentar degetului mare, de rotație în jurul unei axe perpendiculare pe palma mâinii. În 
acest fel, funcționalitatea acestui deget mecanic se apropie de cea degetului mare uman. 

Însă, servomotoarele ocupă cea mai mare parte a interiorului carcasei, ceea ce limitează sau 
chiar împiedică posibilitatea de a amplasa componentele mecanismului de control al gradului de 
libertate suplimentar. În acest scop, se pot înlocui servomotoarelor cu actuatori liniari, care sunt 
caracterizați de volume și mase mai mici. 

 

 
 

a) b) 
Fig. 3.8. Modelul 3D al prehensorului antropomorf 

Carcasa actuatorului liniar este realizată din material plastic, pe când sistemul de acționare 
(tija actuatorului) este realizat din duraluminiu. Alungirea maximă a actuatorului ales este de 
21 mm, iar viteza nominală a acestuia este de 15 mm/s, la tensiunea nominală de 12 V. Modificarea 
vitezei motorului se poate efectua prin modificarea corespunzătoare a tensiunii de alimentare a 
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acestuia. Odată atinsă limita superioară de alungire sau cea inferioară de contractare, motorul 
deconectează automat alimentarea. Inversând polaritatea curentului se poate schimba direcția de 
acționare. Forța nominală pe care o produce actuatorul liniar este de 64 N. Geometria 3D a mâini 
antropomorfice uHand este prezentată în figura 3.8. Luând ca referință degetul III, degetul II este 
rotit cu 5ᵒ, iar degetul I cu 45ᵒ față de o axă perpendiculară pe placa de fixare a degetelor. În raport 
cu aceeași axă, dar în direcție opusă, sunt rotite degetele IV și V cu 3ᵒ respectiv 6ᵒ. Axele de 
prindere a tijelor care transmit mișcarea de la culisele actuatorilor la degete sunt marcate pe figura 
citată cu cercuri de culoare albă. 

  
a) b) 

Fig. 3.9. Poziția actuatorilor liniari 

Amplasarea fiecărui actuator a fost aleasă astfel încât mișcările culisei, tijei și falangelor să 
se desfășoare în plane paralele (fig. 3.9). 

Pentru a flexa degetele II-V actuatoarele liniare corespunzătoare trebuie să fie extinse, în 
timp ce, datorită geometriei sistemului, actuatorul corespunzător degetului I trebuie să aibă o 
mișcare opusă, de restrângere. 

Degetul mare, împreună cu mecanismul său de flexare (actuator liniar și tijă de transmitere a 
mișcării) este amplasat pe o placă (fig. 3.11), ce poate fi rotită de către mecanismul de control al 
gradului de libertate suplimentar. 

 

 
Fig. 3.11. Ansamblul degetului I 

Mecanismul de control al gradului de libertate suplimentar este acționat de un servomotor de 
tipul LFD-06, preluat dintre cele care au fost înlocuite cu actuatoare liniare (fig. 3.12). 
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Fig. 3.12. Ansamblu mână antropomorfă cu 6 mobilități 
 

3.3. Brațul robotic 

Prehensorul antropomorfic modificat, prezentat în paragrafele anterioare, a fost atașat unui 
braț robotic antropomorfic. Acesta a fost conceput de autor, astfel încât să fie realizat din materiale 
prefabricate și cu articulații printabile 3D. De asemenea, s-a urmărit ca eventualele modificări aduse 
proiectului să poată fi făcute cu ușurință, tot cu ajutorul unei imprimante 3D. 

Un astfel de braț robotic, asemănător cu cel uman, a fost ales cu scopul de a se realiza un 
dispozitiv cu aspect familiar pentru utilizatorul casnic, lipsit de experiență în utilizarea roboților. 

 

 
Fig. 3.13. Modelul 3D al brațului robotic 

În modelul de braț robotic proiectat (fig. 3.13), servomotoarele 1-3 de tipul LFD-06 joacă 
rolul articulației sferice prezente în umărul uman. Servomotoarele 4 și 5, permit o mișcare a 
sistemului asemănătoare cu cea a antebrațului uman. Astfel, rotația permisă de articulația cotului, 
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este realizată cu ajutorul servomotorului 4, iar mișcarea în jurul axei longitudinale a antebrațului, 
produsă cu ajutorul oaselor ulna și radius, este realizată de servomotorul 5. Servomotoarele 6 și 7 
permit o mișcare precum cea realizată de articulația dublă a încheieturii mâinii, pe două direcții 
transversale. 

Articulații conectează bare de duraluminiu cu diametrul de 10 mm, care îndeplinesc rolul 
oaselor din cazul brațului uman. 

S-au utilizate trei tipuri de articulații, ale căror modele 3D sunt reprezentate în figura 3.14. 
Articulațiile 1, 3 și 5 (fig. 3.13 a) permit rotații în jurul axelor barelor pe care le conectează. 

Articulațiile 2, 4, 6 și 7 (fig. 3.13 b, c) permit mișcări de rotație în jurul unor axe perpendiculare pe 
direcțiile barelor, cu precizarea că articulația 2 conectează bare inițial perpendiculare, iar 
articulațiile 4, 6 și 7 conectează bare inițial paralele. Geometria diferită a articulației 2 față de cea 
articulațiilor 4, 6 și 7 este necesară din cauza limitării posibilităților de rotație ale acestor 
dispozitive, precum și ale servomotoarelor. 

 

   
a) Articulațiile 1, 3 și 5 b) Articulația 2 c) Articulațiile 4, 6 și 7 

Fig. 3.14. Modele 3D ale articulațiilor (detalii) 

În capătul brațului, se atașează mâna robotică cu 6 grade de mobilitate prezentată în 
paragraful precedent, obținându-se astfel un sistem robotic mână-braț (fig. 3.15). Acest sistem este 
studiat din punct de vedere geometric, cinematic și dinamic în capitolele următoare. 

 

 
Fig. 3.15. Modelul 3D al sistemului mână-braț



 

4. Studiul configurației sistemului 

În modelarea sistemului s-au utilizat următoarele tipuri de legături între corpuri: 
 articulații libere, cilindrice – ce permit rotații în jurul axei de simetrie; 
 articulații libere, universale – ce permit rotații în jurul axei de simetrie, precum și în jurul 

unei axe perpendiculare pe aceasta, blocând rotația în jurul celeilalte axe perpendiculare, în 
general pe direcția longitudinală a corpului următor;  

 articulații libere, sferice – ce permit rotații în jurul tuturor celor trei axe; 
 articulații comandate, cilindrice – ce imprimă rotații în jurul axei de simetrie; 
 cuple comandate, prismatice – ce imprimă translații în lungul axei longitudinale. 

Alegerea tipurilor legăturilor a fost făcută astfel încât să se evite atât subconstrâgerea, cât și 
supraconstrângerea sistemului mecanic, prin urmare astfel încât sistemul de ecuații dinamice ce 
calculează forțele și momentele din legături să fie compatibil și determinat. 

 

4.1. Modelarea mecanică a sistemului robotic mână-braț 

Brațul uman, are trei articulații, toate comandate: 
 o articulație sferică (articulația umărului), 
 o articulație dublă (articulația cotului și o articulație care corespunde mișcării oaselor ulna și 

radius de rotație a antebrațului în jurul axei sale longitudinale), 
 o articulație dublă (articulația încheieturii mâinii). 

Articulațiile comandate, sferice și duble, sunt dificil de realizat practic prin printare 3D și de 
pus în funcțiune cu precizie, motiv pentru care s-a decis înlocuirea acestora cu sisteme de articulații 
cilindrice, acționate independent de servomotoare de rotație (fig. 3.13). Rezultă astfel articulațiile 
cilindrice comandate din O1, O2, O3, O4, O5, O6 și O7 (fig. 4.1). 

 

 
Fig. 4.1. Modelul mecanic al brațului robotic studiat 

Modelul mecanic astfel rezultat (fig. 4.1) are 7 grade de libertate de rotație, definite de 
unghiurile φ0-1, θ1-2, φ2-3, θ3-4, φ4-5, ψ5-6 și θ6-7, în jurul axelor x1, y2, x3, y4, x5, z6, respectiv y7. 

Sistemul de referință atașat elementului i a fost ales cu originea în articulația Oi și cu axa Ox 
orientată către următoarea articulație din lanțul cinematic. Sistemul de coordonate O1x1y1z1 al 
primului element al modelului mecanic a fost rotit față de sistemul global de referință O0x0y0z0, în 
jurul axei y0 cu unghiul θ0-1=-90°. 
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Sistemul de prehensiune antropomorf prezentat în paragraful 3.2 se atașează brațului robotic 
în articulația O7. 

Sistemul de control al gradului de libertate suplimentar al degetului mare (fig. 4.2 a – model 
3D, fig. 4.2 b – model mecanic) are trei puncte fixe în raport cu sistemul de referință 7 (O7, O8 și 
O10) și două puncte mobile (O9 și F). Gradul de libertate adăugat degetului mare este de rotație în 
jurul unei axe perpendiculare pe placa pe care sunt fixate degetele 2-5. 

Legăturile sistemului de control al gradului de libertate suplimentar sunt modelate astfel: 
 în O8 – articulație comandată, cilindrică; 
 în O9 – articulație liberă, universală; 
 în F – articulație liberă, sferică; 
 în O10 – articulație liberă, cilindrică. 

Pentru toate cele cinci degete, sistemul de referință 10 este rotit cu un unghi ψ7-10 față de 
sistemul de referință 7. Pentru degetul mare, acest unghi este variabil și este controlat cu ajutorului 
mecanismului patrulater, O8O9FO10, care permite rotirea corpului FO10, în raport cu axa z10. Pentru 
degetele 2-5, acest unghi este constant, iar mecanismul O8O9FO10 lipsește. Astfel, în cazul acestor 
degete sistemele 8, 9 și 10 coincid. 

 
a) 

 
b) 

Fig. 4.2. Sistemul care controlează gradul de libertate suplimentar degetului mare 

Geometria degetelor 2-5 (fig. 4.3 a) este asemănătoare cu cea a degetului 1 (fig. 4.3 b). 
Toate cele cinci degete pot fi modelate mecanic prin sistemul cu o singură mobilitate reprezentat în 
figura 4.3 c. Acest sistem este compus dintr-un mecanism bielă manivelă cu excentricitate 
(O11O12AO13) și două mecanisme de tip patrulater inversat (O13O14BO15 și O14O16DO17). Falanga 
distală continuă până la punctul de contact cu obiectul ce trebuie apucat, E. 

Legăturile dintre corpurile ce compun degetele sunt modelate astfel [14]: 
 în O11 – cuplă comandată, prismatică; 
 în O12, O15 și O17 – articulații libere, universale; 
 în A, B și D – articulații libere, sferice; 
 în O13, O14 și O16 – articulații libere, cilindrice. 
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a) model 3D al degetului 1 

 
b) model 3D degetele 2-5 

 

 
c) model mecanic al degetelor 1-5 

 
Fig. 4.3. Modelele degetelor 

 

4.2. Legi de mișcare 

Cele opt servomotoare de rotație și cele cinci actuatoare liniare formează un sistem cu 13 
parametri de comandă (φ0-1, θ1-2, φ2-3, θ3-4, φ4-5, ψ5-6, θ6-7, ψ7-8, s1, s2, s3, s4 și s5). În funcție de 
complexitatea problemei, ce se dorește a fi studiată, acești parametrii pot avea valori diferite și pot 
fi descriși de funcții diferite. Pentru studiile din capitolele 4-6 s-au considerat legi de mișcare 
cunoscute ale acestor parametri.  

Legile de mișcare au fost alese după cum urmează: 
 pentru parametrii unghiulari (φ0-1, θ1-2, φ2-3, θ3-4, φ4-5, ψ5-6, θ6-7 și ψ7-8), s-a căutat o lege de 

mișcare care să pornească și să se încheie cu viteză și accelerație unghiulare nule; o astfel de 
lege de mișcare trebuie să fie exprimată printr-o funcție cu prima și a doua derivată nule, la 
momentele de timp inițial și final, t1 și t2; considerând valorile inițiale și finale ale unui 
unghi de rotație oarecare, f1 și f2, o funcție care îndeplinește aceste condiții este [77] 
(fig. 4.4): 
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𝑓(𝑡) = 𝑓ଵ + (𝑓ଶ − 𝑓ଵ) ∙ ቎
𝑡 − 𝑡ଵ

𝑡ଶ − 𝑡ଵ
−

sin ቀ2π
𝑡 − 𝑡ଵ

𝑡ଶ − 𝑡ଵ
ቁ

2π
቏ ; (4.1) 

 pentru parametrii liniari (s1, s2, s3, s4 și s5), s-a ales o lege de mișcare simplă, cu valori 
constante ale vitezei motorului liniar: 

𝑠(𝑡) = 𝑣௠௟ ∙ 𝑡 + 𝑥଴. (4.2) 
 

 
Fig. 4.4. Legea de mișcare și derivatele sale, pentru parametrii unghiulari 

 

4.3. Rotații. Matrice de transformare 

 Transformarea dintre matricele coordonatelor punctului 𝑃ଵ, {𝑋ଵ}, respectiv {𝑋ଵ
ᇱ}, este o 

funcție de forma {𝑋ଵ
ᇱ} = 𝑓({𝑋ଵ}, 𝑡), care are forma [43]: 

 𝑓({𝑋ଵ}, 𝑡) = [𝑇](𝑡) ∙ {𝑋ଵ}, (4.3) 
unde [𝑇](𝑡) este, în cazul spațiului euclidian, o matrice de transformare dependentă de timp definită 
în ℝଷ௫ଷ. 

Dacă rotația are loc cu unghiul φ în jurul axei Ox, matricea de transformare este [3], [15], 
[43], [48]: 

[𝑇௫](φ) = ൥

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠 φ − 𝑠𝑖𝑛 φ
0 𝑠𝑖𝑛 φ 𝑐𝑜𝑠 φ

൩ . (4.4) 

Analog, dacă rotația are loc cu unghiul θ în jurul axei Oy, matricea de transformare este: 

ൣ𝑇௬൧(θ) = ൥
𝑐𝑜𝑠 θ 0 𝑠𝑖𝑛 θ

0 1 0
− 𝑠𝑖𝑛 θ 0 𝑐𝑜𝑠 θ

൩ . (4.5) 

Analog, dacă rotația are loc cu unghiul ψ în jurul axei Oz, matricea de transformare este: 

[𝑇௭](ψ) = ൥
𝑐𝑜𝑠 ψ − 𝑠𝑖𝑛 ψ 0
𝑠𝑖𝑛 ψ 𝑐𝑜𝑠 ψ 0

0 0 1
൩. 

 

(4.6) 

4.4. Determinarea coordonatelor și unghiurilor 

Coordonatele  X  ale unui punct dintr-un sistem de referință oarecare j se pot determina 
utilizând transformarea matriceală de rotație a coordonatelor față de un sistem de referință cunoscut 
k, 

{𝑋}௝ = [𝑇]௝௞{𝑋}௞, (4.7) 
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unde: 
 sistemul de referință j este obținut prin rotirea sistemului de referință k, mai întâi cu unghiul 

 în jurul axei Ox, apoi cu unghiul  în jurul axei Oy și, în final, cu unghiul  în jurul axei 
Oz; 

 {X} reprezintă matricea coloană a coordonatelor, 

{𝑋} = ቊ
𝑥
𝑦

𝑧
ቋ , (4.8) 

 [T]jk este matricea de rotație de la sistemul de referință k la sistemul de referință j [15], [48], 
[59], 

[𝑇]௝௞ = 𝑇௫(φ)𝑇௬(θ)𝑇௭(ψ) = 

= ൥

𝑐θ ∙ 𝑐ψ −𝑐θ ∙ 𝑠ψ 𝑠θ
𝑐φ ∙ 𝑠ψ + 𝑠φ ∙ 𝑠θ ∙ 𝑐ψ 𝑐φ ∙ 𝑐ψ − 𝑠φ ∙ 𝑠θ ∙ 𝑠ψ −𝑠φ ∙ 𝑐θ
𝑠φ ∙ 𝑠ψ − 𝑐φ ∙ 𝑠θ ∙ 𝑐ψ 𝑠φ ∙ 𝑐ψ + 𝑠θ ∙ 𝑠ψ 𝑐φ ∙ 𝑐θ

൩ 
(4.9) 

 c și s reprezintă funcțiile cosinus respectiv sinus aplicate unghiurilor de rotație, 

൜
𝑠φ = sin φ𝑗𝑘 𝑠θ = sin θ𝑗𝑘 𝑠ψ = sin ψ𝑗𝑘

𝑐φ = cos φ𝑗𝑘 𝑐θ = cos θ𝑗𝑘 𝑐ψ = cos ψ𝑗𝑘  .
 (4.10) 

La un moment de timp oarecare, unghiurile φ0-1, θ1-2, φ2-3, θ3-4, φ4-5, ψ5-6, θ6-7 și ψ7-8 au valori 
cunoscute, rezultate din legile de mișcare prezentate anterior. Astfel, coordonatele punctelor Oi se 
determină utilizând formulele (4.7)-(4.10). 

 

 
Fig. 4.6. Sistem cu două bare articulate 

Pentru rezolvarea sistemelor patrulater, respectiv bielă manivelă cu excentricitate, prezentate 
anterior, se observă că, în cazul general a două bare articulate OiP și OjP, care se mișcă paralel cu 
planul Oxy (fig. 4.6), coordonatele pe direcțiile x și y ale punctului P se determină cu ajutorul 
sistemului de ecuații: 

ቐ
൫𝑥௉ − 𝑥ை೔

൯
ଶ

+ ൫𝑦௉ − 𝑦ை೔
൯

ଶ
= 𝑂௜𝑃ଶ

ቀ𝑥௉ − 𝑥ைೕ
ቁ

ଶ
+ ቀ𝑦௉ − 𝑦ைೕ

ቁ
ଶ

= 𝑂௝𝑃ଶ.
 (4.11) 

 

4.5. Aplicații numerice 

În aplicațiile numerice s-au utilizat legile de mișcare prezentate în paragraful 4.1, 
considerând următoarele date de intrare: 
 intervalul de timp în care are loc mișcarea, 𝑡 = 0 … 0.8 s; 
 viteza actuatorului liniar al degetului 1, 𝑣ெ௅ ଵ = −12.75 mm s⁄ ; 
 viteza actuatoarelor liniare ale degetelor 2-5, 𝑣ெ௅ ଶିହ = 15 mm s⁄ . 

Valoarea pasului de timp a fost aleasă prin încercări, efectuate pentru a identifica un 
compromis acceptabil între precizia rezultatelor obținute prin integrare numerică și durata de 
execuție a programului MATLAB. 
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Fig. 4.7. Variațiile unghiurilor de rotație în articulațiile motoare 
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Viteza actuatorului liniar al degetului 1 a fost impusă de limitele de operare ale 
mecanismului degetului. Viteza actuatoarelor liniare ale degetelor 2-5 este egală cu viteza nominală 
a acestora. 

Intervalele de variație ale unghiurilor corespunzătoare servomotoarelor brațului sunt date în 
tabelul 4.1. 

 
Tab. 4.1: Unghiurile de rotație ale articulațiilor motoare ale brațului robotic 

Unghiul  φ0-1 θ1-2 φ2-3 θ3-4 φ4-5 ψ5-6 θ6-7 

Valoare 0 …
𝜋

4
 

𝜋

2
…

3𝜋

4
 0 …

𝜋

4
 0 … −

𝜋

4
 0 … −

5𝜋

12
 0 …

𝜋

6
 0 … −

𝜋

6
 

 
În tabelul 4.2 se pot observa unghiurile de rotație între sistemul de referință 7 și sistemul de 

referință 8. 
 

Tab. 4.2: Unghiurile de rotație ψ7-8 ale fiecărui deget 
Deget 1 2 3 4 5 

Valoare 
𝜋

10
… −

𝜋

5
 

𝜋

36
 0 −

𝜋

60
 −

𝜋

30
 

 
Variațiile unghiurilor de rotație relativă a sistemelor de coordonate 1-8 sunt ilustrate în 

figura 4.7. 
 
Variațiile funcției s(t) pentru degetul 1, respectiv pentru degetele 2-5 sunt trasate în 

figura 4.8. 

 
Fig. 4.8. Variațiile deplasărilor cuplelor prismatice O10O11  

În figura 4.10 au fost reprezentate variațiile coordonatelor articulațiilor O2, ..., O7, în raport 
cu sistemul de referință O1x0y0z0. 
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a) b) 

c) d) 

e) f) 
Fig. 4.10. Variațiile coordonatelor articulațiilor brațului 

În figura 4.12 au fost reprezentate variațiile coordonatelor, în sistemul de referință global, 
ale articulațiilor ansamblului din care este compus acest deget, O8, ..., O17, A, B, D, E, F. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 

  
i) j) 
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k) l) 

  
m) n) 

 
o) 

Fig. 4.12. Variația coordonatelor articulațiilor degetului 1 

 

4.6. Concluzii 

Mișcarea sistemului robotic mână-braț a fost vizualizată printr-o reprezentare grafică 
animată a punctelor semnificative ale acestuia, realizată cu ajutorul programului elaborat pentru 
determinarea calculelor cinematice și dinamice. 

Variațiile coordonatelor articulațiilor brațului și ale degetelor, prezentate în paragraful 
anterior, au loc într-un interval plauzibil, nedepășindu-se limitările fizice ale sistemului robotic 
mână-braț. 



 

5. Studiul cinematic 

În acest capitol se determină vitezele și accelerațiile punctelor semnificative ale corpurilor 
sistemului mână-braț, precum și vitezele și accelerațiile unghiulare ale acestor corpuri. 

 

5.1. Viteze și viteze unghiulare 

În cazul general al unui sistem de coordinate cartezian, rotit întâi cu unghiul  în jurul axei 
Ox, apoi cu unghiul  în jurul noii axe Oy și în final cu unghiul  în jurul noii axe Oz, matricea 
coloană corespunzătoare vectorului viteză unghiulară în raport cu sistemul inițial este [48], [59]: 

൝

ω௫

ω௬

ω௭

ൡ = ቎

𝑐𝑜𝑠(θ) ∙ 𝑐𝑜𝑠(ψ) 𝑠𝑖𝑛(ψ) 0

−𝑐𝑜𝑠(θ) ∙ 𝑠𝑖𝑛(ψ) 𝑐𝑜𝑠(ψ) 0

𝑠𝑖𝑛(θ) 0 1

቏ ቐ

φ̇

θ̇
ψ̇

ቑ . (5.1) 

Considerând vectorul viteză unghiulară al sistemului i față de sistemul j, respectiv cel al 
sistemului j față de sistemul k, vectorul viteză unghiulară al sistemului i față de sistemul k poate fi 
scris ca [9], [51], [68]:  

ωഥ ௜,௞ = ωഥ ௜,௝ + ωഥ௝,௞ (5.2) 
Viteza unui punct oarecare, P, al rigidului i, în raport cu sistemul de referință j, poate fi 

determinată cu formula [[9], [51], [68]: 
𝑣̅௉,௝ = 𝑣̅ை೔,௝ + ωഥ ௜,௝ × 𝑂ప𝑃.തതതതത (5.3) 

Viteza punctului O11 al tijei motorului liniar se determină utilizând formulele cunoscute din 
cinematica mișcării relative a punctului [9], [51], [68]: 

𝑣̅ைభభ,௝ = 𝑣̅ைభభ,ଵ଴ + 𝑣̅ைభబ,௝ + ωഥ௝,ଵ଴ × 𝑂ଵ଴𝑂ଵଵ
തതതതതതതതത. (5.4) 

În cazul a două bare articulate OiP și OjP ce se mișcă în plan (fig. 4.6), dacă sunt cunoscute 
vitezele punctelor Oi și Oj, se pot determina vitezele unghiulare ale barelor, precum și viteza 
punctului P, utilizând formula (5.6): 

𝑣̅௉ = 𝑣̅ை೔
+ ωഥ ௜ × 𝑂ప𝑃തതതതത = 𝑣̅ைೕ

+ ωഥ௝ × 𝑂ఫ𝑃തതതതത. (5.5) 
Această metodă de calcul se aplică sistemelor O8O9FO10, O11O12AO13, O13O14BO15 și 

O14O16DO17, pentru a determina vitezele punctelor F, A, B și D, respectiv vitezele unghiulare ale 
corpurilor 9, 10 și 12-17. 

 

5.2. Accelerații și accelerații unghiulare 

Vectorul accelerație unghiulară reprezintă derivata vectorului viteză unghiulară [9], [51], 
[68]: 

൝

ε௫

ε௬

ε௭

ൡ = ቐ

ω̇௫

ω̇௬

ω̇௭

ቑ . (5.6) 

Considerând cunoscuți vectorii viteză și accelerație unghiulară ai sistemului i față de 
sistemul j , respectiv ai sistemului j față de sistemul k, vectorul accelerație unghiulară al sistemului i 
față de sistemul k poate fi scris ca [9], [51], [68]: 

𝜀௜̅,௞ = 𝜀௜̅,௝ + 𝜀௝̅,௞ + 𝜔ഥ௝,௞ × 𝜔ഥ௜,௝ . (5.7) 
Accelerația unui punct oarecare, P, al rigidului i, în raport cu sistemul de referință j, poate fi 

determinată cu formula [9], [51], [68]: 

𝑎ത௉,௝ = 𝑎തை೔,௝ + εത௜,௝ × 𝑂ప𝑃തതതതത + ωഥ ௜,௝ × ൫ωഥ ௜,௝ × 𝑂ప𝑃തതതതത൯. (5.8) 
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Accelerația punctului O11 al tijei motorului liniar se determină utilizând formulele cunoscute 
din cinematica mișcării relative a punctului [9], [51], [68]: 
𝑎തைభభ,௝ = 𝑎തைభభ,ଵ଴ + 𝑎തைభబ,௝ + εതଵ଴,௝ × 𝑂ଵ଴𝑂ଵଵ

തതതതതതതതത + ωഥଵ଴,௝ × ൫ωഥଵ଴,௝ × 𝑂ଵ଴𝑂ଵଵ
തതതതതതതതത൯ + 2ωഥଵ଴,௝ × 𝑣̅ைభభ,ଵ଴. (5.9) 

În cazul a două bare articulate OiP și OjP ce se mișcă în plan (fig. 4.6), dacă sunt cunoscute 
accelerațiile punctelor Oi și Oj, precum și vitezele unghiulare ale barelor, se pot determina 
accelerațiile unghiulare ale barelor, precum și accelerația punctului P, utilizând formula (5.16): 

𝑎ത௉ = 𝑎തை೔
+ εത௜ × 𝑂ప𝑃തതതതത + ωഥ ௜ × (ωഥ ௜ × 𝑂ప𝑃തതതതത) = 𝑎തைೕ

+ εത௝ × 𝑂ఫ𝑃തതതതത + ωഥ௝ × ൫ωഥ௝ × 𝑂ఫ𝑃തതതതത൯. (5.10) 

Această metodă de calcul se aplică sistemelor O8O9FO10, O11O12AO13, O13O14BO15 și 
O14O16DO17, pentru a determina accelerațiile punctelor F, A, B și D, respectiv accelerațiile 
unghiulare ale corpurilor 9, 10 și 12-17. 

 

5.3. Aplicații numerice 

În cadrul studiului numeric s-au determinat vitezele și accelerațiile punctelor semnificative 
ale sistemul mână-braț, precum și vitezele și accelerațiile unghiulare ale corpurilor ce formează 
acest sistem. 

 

5.3.1. Viteze și viteze unghiulare 

Variațiile vitezelor unghiulare ale corpurilor din care este format brațul, în raport cu sistemul 
de referință 0 sunt reprezentate în figura 5.2. Se poate observa că acestea pleacă din și ajung înapoi 
la valoarea 0. Acest lucru se datorează legii de mișcare alese. Variațiile vitezelor unghiulare ale 
corpurilor din care este format ansamblul degetului 1 (fig. 5.3) urmează aceeași regulă menționată 
anterior, până la corpul 11. Începând cu corpul 12, această proprietate nu se mai păstrează, deoarece 
apare influența legii de mișcare a motorului liniar. O altă observație ar fi că vitezele unghiulare ale 
corpurilor 10 și 11 coincid. Acest lucru se datorează mișcării de translație a corpului 11 față de 
corpul 10.  

 

  
a) b) 
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c) d) 

  
e) f) 

 
g) 

Fig. 5.2. Componentele vectorilor viteză unghiulară ale elementelor brațului față de sistemul de 
referință global, în raport cu axele acestui sistem 

  
a) b) 

  
c) d) 
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e) f) 

  
g) h) 

  
i) j) 

Fig. 5.3. Componentele vectorilor viteză unghiulară ale elementelor degetului 1 față de sistemul de 
referință global, în raport cu axele acestui sistem  

În cele ce urmează, au fost reprezentate variațiile componentelor vitezelor punctelor din 
articulațiile O2, ..., O7 (fig. 5.9), determinate în sistemul de referință global. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

Fig. 5.9. Variația componentelor vitezelor punctelor din articulațiile elementelor brațului  

 
În figura 5.11 au fost reprezentate variațiile componentelor vitezelor punctelor de interes, 

O8, ..., O17, E, ale ansamblului din care este compus degetul 1, în sistemul de referință global. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 
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i) j) 

 
k) 

Fig. 5.11. Variația componentelor vitezelor punctelor de interes ale elementelor ansamblului 
degetului 1 

 

5.3.2. Accelerații și accelerații unghiulare 

Variațiile accelerațiilor unghiulare ale corpurilor din care este format brațul, în raport cu 
sistemul de referință 0 au fost reprezentate în figura 5.21. Se poate observa că acestea pornesc și 
ajung înapoi la valoarea 0. Acest lucru se datorează legii de mișcare alese. Variațiile accelerațiilor 
unghiulare ale corpurilor din care este format ansamblul degetului 1(fig. 5.22) urmează aceeași 
regulă menționată anterior, până la corpul 11. Începând cu corpul 12, această proprietate nu se mai 
păstrează, deoarece apare influența legii de mișcare a motorului liniar. O altă observație ar fi că 
accelerațiilor unghiulare ale corpurilor 10 și 11 coincid. Acest lucru se datorează mișcării de 
translație a corpului 11 față de corpul 10. 

 

  
a) b) 
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c) d) 

  
e) f) 

 
g) 

Fig. 5.21. Variația componentelor vectorilor accelerație unghiulară ale elementelor brațului față de 
sistemul de referință global, în raport cu axele acestui sistem 

 

  
a) b) 
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c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 

  
i) j) 

Fig. 5.22. Variația componentelor vectorilor accelerație unghiulară ale elementelor degetului 1 față 
de sistemul de referință global, în raport cu axele acestui sistem 

În cele ce urmează, au fost reprezentate variațiile componentelor accelerațiilor punctelor din 
articulațiile O2, ..., O7(fig. 5.28), determinate în sistemul de referință global. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

Fig. 5.28. Variația componentelor accelerațiilor punctelor din articulațiile elementelor brațului  

În figura 5.30 au fost reprezentate variațiile componentelor accelerațiilor punctelor de 
interes, O8, ..., O17, E, ale ansamblului din care este compus degetul 1, în sistemul de referință 
global. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 
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i) j) 

 
k) 

Fig. 5.30. Variația componentelor accelerațiilor punctelor de interes ale elementelor ansamblului 
degetului 1 

 

5.3.3. Verificări 

Pentru verificarea veridicității rezultatelor obținute în subparagrafele 5.3.1 și implicit 5.3.2 
s-a utilizat formulele lui Poisson [9], [51], [66], [67], [68]: 

𝚤̅̇ = ωഥ × 𝚤 ̅
(5.11) 𝚥 ̅̇ = ωഥ × 𝚥 ̅

𝑘ത̇ = ωഥ × 𝑘ത 
În figura 5.39 s-au verificat aceste relații, proiectându-le pe sistemul de referință global, 

pentru sistemul de referință 1, și s-au reprezentat pe același grafic cu două culori diferite (albastru și 
roșu), fiecare componentă a fiecărui termen al egalităților prezentate anterior. 

 

   
a) b) c) 
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d) e) f) 

   
g) h) i) 

Fig. 5.39. Poisson pentru sistemul 1 

 

5.4. Concluzii 

După realizarea calculelor cinematice și determinarea vitezelor unghiulare, accelerațiilor 
unghiulare, precum și a vitezelor și accelerațiilor punctelor semnificative ale sistemului robotic 
mână-braț, au fost efectuate mai multe seturi de verificări, după cum urmează: 
1. vitezele unghiulare ale copurilor componente determinate analitic au fost verificate cu ajutorul 

relațiilor lui Poisson, în care versorii 𝚤,̅ 𝚥 ̅și 𝑘ത au fost derivați numeric; 
2. vitezele punctelor semnificative determinate analitic au fost comparate cu valorile obținute prin 

derivarea numerică a vectorilor de poziție; 
3. accelerațiile unghiulare ale copurilor componente determinate analitic au fost comparate cu 

valorile obținute prin derivarea numerică a vitezelor unghiulare; 
4. accelerațiile punctelor semnificative determinate analitic au fost comparate cu valorile obținute 

prin derivarea numerică a vitezelor. 
În toate cele patru seturi de verificări, rezultatele obținute prin cele două metode sunt în 

foarte bună concordanță. 



 

6. Dinamica inversă 

În robotică, dinamica inversă se ocupă cu determinarea forțelor și momentelor din articulații, 
atunci când se cunosc pozițiile, vitezele și accelerațiile punctelor de interes ale sistemului, precum și 
mărimile inerțiale (mase și momente de inerție). 

În lucrarea de față s-au utilizat două metode: 
 cu ajutorul metodelor mecanicii clasice, izolând toate cele 55 de corpuri ale sistemului și 

folosind teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă pentru 
fiecare corp în parte; 

 cu ajutorul metodelor mecanicii analitice, folosind principiul lui D’Alambert și principiul 
puterilor virtuale. 

 

6.1. Studiul cu metodele mecanicii clasice 

În cazul studiului bazat pe metodele mecanicii clasice, pentru determinarea forțelor și 
momentelor din articulațiile sistemului, se izolează corpurile sistemului și se aplică succesiv 
teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă, pentru fiecare dintre 
acestea [9], [51], [68]. 

Pentru simplificare, se poate analiza doar sistemul format din brațul robotic și degetul 1 al 
prehensorului (fig. 6.1), deoarece, așa cum s-a arătat în capitolele anterioare, degetele 2-5 au un 
model mecanic asemănător degetului 1. 

 
Fig. 6.1. Sistemul format din brațul robotic și prehensorul reprezentat cu degetul 1 

În cele ce urmează, pentru un corp oarecare i, se notează: 
 mi – masa, 
 𝐽஼ഢ

ധധധ – tensorul de inerție în raport cu centrul de masă Ci , 
 𝑔̅ – accelerația gravitațională, 
 𝜀పഥ  – vectorul accelerație unghiulară absolută, 
 𝑎஼ഢ

തതതത – accelerația absolută a centrului de greutate, 
 𝜔పതതത – vectorul viteză unghiulară absolută, 
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 𝑅ത௜ – forța din articulația Oi, 
 −𝑅ത௜ାଵ – forța din articulația Oi+1, 
 𝑀ഥ௜ – momentul din articulația Oi, 
 −𝑀ഥ௜ାଵ – momentul din articulația Oi+1, 
 𝐶ప𝑂ప

തതതതത – vectorul de poziție al punctului Oi față de centrul de masă Ci , 
 𝐶ప𝑂పାଵ

തതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului Oi+1 față de centrul de masă Ci. 
În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, forțele și momentele din articulația Oi+1 sunt 

considerate cu semnul plus pe corpul i+1 și cu semnul minus pe corpul i. 
Ecuațiile care rezultă prin aplicarea celor două teoreme sunt exprimate în raport cu sistemul 

de referință atașat corpului respectiv, deoarece în raport cu acesta, matricea ൣ𝐽஼೔
൧

௜
 corespunzătoare 

tensorului de inerție 𝐽஼ഢ
ധധധ este constantă. 

 

6.1.1. Corpurile 1-6 și 8 

Modelele mecanice ale corpurilor 1-6 și 8 sunt asemănătoare (fig. 6.2). În urma izolării 
corpului i (i=1, 2,..., 6, 8), articulația Oi se înlocuiește cu forța 𝑅ത௜ și momentul 𝑀ഥ௜, iar articulația 
Oi+1 cu forța −𝑅ത௜ାଵ și momentul −𝑀ഥ௜ାଵ. Corpul este acționat și de greutatea sa, 𝑚௜𝑔̅.  

 

 
Fig. 6.2. Izolarea corpurilor 1-6 și 8 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale 

𝑚௜𝑎஼ഢ
തതതത = 𝑅ത௜ − 𝑅ത௜ାଵ + 𝑚௜𝑔̅, (6.1) 

𝐽஼ഢ
ധധധ ∙ 𝜀పഥ + 𝜔పതതത × 𝐽஼ഢ

ധധധ ∙ 𝜔పതതത = 𝑀ഥ௜ − 𝑀ഥ௜ାଵ + 𝐶ప𝑂ప
തതതതത × 𝑅ത௜ − 𝐶ప𝑂పାଵ

തതതതതതതത × 𝑅ത௜ାଵ, (6.2) 

Ecuațiile (6.1), respectiv (6.2), iau următoarele forme matriceale: 
𝑚௜൛𝑎஼೔

ൟ
௜

= {𝑅௜}௜ − {𝑅௜ାଵ}௜ + 𝑚௜{𝑔}௜, (6.3) 

ൣ𝐽஼೔
൧

௜
{𝜀௜}௜ + [𝜔ෝ௜]௜ൣ𝐽஼೔

൧
௜
{𝜔௜}௜ = {𝑀௜}௜ − {𝑀௜ାଵ}௜ + ൣ𝐶ప𝑂ప

෢ ൧
௜
{𝑅௜}௜ − ൣ𝐶ప𝑂పାଵ

෣ ൧
௜
{𝑅௜ାଵ}௜. (6.4) 

Modelele mecanice ale celorlalte corpuri sunt diferite și sunt prezentate în continuare. 
 

6.1.2. Corpul 7 

Corpul 7, izolat, este prezentat în figura 6.3. În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, 
forțele și momentele din articulațiile O8 și O10 sunt considerate cu semnul plus pe corpurile 8, 
respectiv 10 și cu semnul minus pe corpul 7. 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale 
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𝑚଻𝑎஼ళ
തതതത = 𝑅ത଻ − 𝑅ത଼ − ෍ 𝑅തଵ଴

ௗ௘௚௘௧

+ 𝑚଻𝑔̅, (6.5) 

𝐽஼ళ
ധധധധ ∙ 𝜀଻ഥ + 𝜔଻തതതത × 𝐽஼ళ

ധധധധ ∙ 𝜔଻തതതത = 

= 𝑀ഥ଻ − 𝑀ഥ଼ − ෍ 𝑀ഥଵ଴

ௗ௘௚௘௧

+ 𝐶଻𝑂଻
തതതതതത × 𝑅ത଻ − 𝐶଻𝑂଼

തതതതതത × 𝑅ത଼ − ෍ 𝐶଻𝑂ଵ଴
തതതതതതതത × 𝑅തଵ଴

ௗ௘௚௘௧

, (6.6) 

unde s-au notat: 
 − ∑ 𝑅തଵ଴ௗ௘௚௘௧  – vectorul rezultant al forțelor din articulațiile O10, corespunzătoare celor cinci 

degete, care acționează asupra corpului 7, 
 − ∑ 𝑀ഥ 10𝑑𝑒𝑔𝑒𝑡  – vectorul rezultant al momentelor din articulațiile O10, corespunzătoare celor 

cinci degete, care acționează pe corpul 7, 
𝐶଻𝑂ଵ଴
തതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului O10 al fiecărui deget, față de centrul de masă C7. 

 
Fig. 6.3. Izolarea corpului 7 

 

6.1.3. Corpul 9 

Corpul 9, izolat, este prezentat în figura 6.4. 
 

 
Fig. 6.4. Izolarea corpului 9 

Legătura din O9 a fost considerată articulație universală, deci momentul din această legătură 
are componentă doar pe axa x9. Legătura din F a fost considerată articulație sferică, deci momentul 
din această legătură este nul. 

 În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, forța din articulația F este considerată cu 
semnul plus pe corpul 10 și cu semnul minus pe corpul 9. 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଽ𝑎஼వ
തതതത = 𝑅തଽ − 𝑅തி + 𝑚ଽ𝑔̅, (6.7) 

𝐽஼వ
ധധധധ ∙ 𝜀ଽഥ + 𝜔ଽതതതത × 𝐽஼వ

ധധധധ ∙ 𝜔ଽതതതത = 𝑀ഥଽ + 𝐶ଽ𝑂ଽ
തതതതതത × 𝑅തଽ − 𝐶ଽ𝐹തതതതത × 𝑅തி , (6.8) 

unde s-au notat: 
 −𝑅തி – forța din articulația F a corpului 9, 
 𝐶ଽ𝐹തതതതത – vectorul de poziție al punctului F față de centrul de masă C9. 
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6.1.4. Corpul 10 

Corpul 10, izolat, este prezentat în figura 6.5. În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, 
forțele și momentele din articulațiile O11, O13 și O15 sunt considerate cu semnul plus pe corpurile 11, 
13, respectiv 15 și cu semnul minus pe corpul 10. 

 

 
Fig. 6.5. Izolarea corpului 10 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଵ଴𝑎஼భబ
തതതതത = 𝑅തଵ଴ + 𝑅തி − 𝑅തଵଵ − 𝑅തଵଷ − 𝑅തଵହ + 𝑚ଵ଴𝑔̅, (6.9) 

𝐽஼భబ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵ଴തതതത + 𝜔ଵ଴തതതതത × 𝐽஼భబ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵ଴തതതതത = 
= 𝑀ഥଵ଴ − 𝑀ഥଵଵ − 𝑀ഥଵଷ − 𝑀ഥଵହ + 

+𝐶ଵ଴𝑂ଵ଴
തതതതതതതതത × 𝑅തଵ଴ + 𝐶ଵ଴𝐹തതതതതത × 𝑅തி − 𝐶ଵ଴𝑂ଵଵ

തതതതതതതതത × 𝑅തଵଵ − 𝐶ଵ଴𝑂ଵଷ
തതതതതതതതത × 𝑅തଵଷ − 𝐶ଵ଴𝑂ଵହ

തതതതതതതതത × 𝑅തଵହ, 

(6.10) 

unde s-au notat: 
 𝑅തி – forța din articulația F a corpului 10, 
 −𝑅ത13 – forța din articulația O13 a corpului 10, 
 −𝑅ത15 – forța din articulația O15 a corpului 10, 
 −𝑀ഥ13 – momentul din articulația O13 al corpului 10, 
 −𝑀ഥ15 – momentul din articulația O15 al corpului 10, 
 𝐶ଵ଴𝐹തതതതതത – vectorul de poziție al punctului F față de centrul de masă C10,  
 𝐶ଵ଴𝑂ଵଷ

തതതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului O13 față de centrul de masă C10,  
 𝐶ଵ଴𝑂ଵହ

തതതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului O15 față de centrul de masă C10. 
 

6.1.5. Corpul 11 

Corpul 11, izolat, este prezentat în figura 6.6. 
 

   
Fig. 6.6. Izolarea corpului 11 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 
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𝑚ଵଵ𝑎஼భభ
തതതതത = 𝑅തଵଵ − 𝑅തଵଶ + 𝑚ଵଵ𝑔̅, (6.11) 

𝐽஼భభ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵଵതതതത + 𝜔ଵଵതതതതത × 𝐽஼భభ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵଵതതതതത = 𝑀ഥଵଵ − 𝑀ഥଵଶ + 𝐶ଵଵ𝑂ଵଵ
തതതതതതതതത × 𝑅തଵଵ − 𝐶ଵଵ𝑂ଵଶ

തതതതതതതതത × 𝑅തଵଶ. (6.12) 
  

6.1.6. Corpul 12 

Corpul 12, izolat, este prezentat în figura 6.7. 
 

 
Fig. 6.7. Izolarea corpului 12 

Legătura din O12 a fost considerată articulație universală, deci momentul din această 
legătură are componentă doar pe axa x12. Legătura din A a fost considerată articulație sferică, deci 
momentul din această legătură este nul. 

 În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, forța din articulația A este considerată cu 
semnul plus pe corpul 13 și cu semnul minus pe corpul 12. 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଵଶ𝑎஼భమ
തതതതത = 𝑅തଵଶ − 𝑅ത஺ + 𝑚ଵଶ𝑔̅, (6.13) 

𝐽஼భమ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵଶതതതത + 𝜔ଵଶതതതതത × 𝐽஼భమ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵଶതതതതത = 𝑀ഥଵଶ + 𝐶ଵଶ𝑂ଵଶ
തതതതതതതതത × 𝑅തଵଶ − 𝐶ଵଶ𝐴തതതതതത × 𝑅ത஺, (6.14) 

unde s-au notat: 
 −𝑅ത஺ – forța din articulația A a corpului 12, 
 𝐶ଵଶ𝐴തതതതതത – vectorul de poziție al punctului A față de centrul de masă C12.  

 

6.1.7. Corpul 13 

Corpul 13, izolat, este prezentat în figura 6.8. 
În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, forțele și momentele din articulațiile O14 și 

O17 sunt considerate cu semnul plus pe corpurile 14, respectiv 17 și cu semnul minus pe corpul 13. 
 

 
Fig. 6.8. Izolarea corpului 13 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 
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𝑚ଵଷ𝑎஼భయ
തതതതത = 𝑅തଵଷ + 𝑅ത஺ − 𝑅തଵସ − 𝑅തଵ଻ + 𝑚ଵଷ𝑔̅, (6.15) 

𝐽஼భయ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵଷതതതത + 𝜔ଵଷതതതതത × 𝐽஼భయ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵଷതതതതത = 
= 𝑀ഥଵଷ − 𝑀ഥଵସ − 𝑀ഥଵ଻ + 𝐶ଵଷ𝑂ଵଷ

തതതതതതതതത × 𝑅തଵଷ + 𝐶ଵଷ𝐴തതതതതത × 𝑅ത஺ − 𝐶ଵଷ𝑂ଵସ
തതതതതതതതത × 𝑅തଵସ − 𝐶ଵଷ𝑂ଵ଻

തതതതതതതതത × 𝑅തଵ଻, 
(6.16) 

unde s-au notat: 
 𝑅ത஺ – forța din articulația A al corpului 13, 
 −𝑅തଵ଻ – forța din articulația O17 a corpului 13, 
 −𝑀ഥଵ଻ – momentul din articulația O17 al corpului 13, 
 𝐶ଵଷ𝐴തതതതതത – vectorul de poziție al punctului A față de centrul de masă C13,  
 𝐶ଵଷ𝑂ଵ଻

തതതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului O17 față de centrul de masă C13.  
 

6.1.8. Corpul 14 

Corpul 14, izolat, este prezentat în figura 6.9. În virtutea principiului acțiunii și al reacțiunii, 
forța și momentul din articulația O16 sunt considerate cu semnul plus pe corpul 16 și cu semnul 
minus pe corpul 14. 

Legătura din B a fost considerată articulație sferică, deci momentul din această legătură este 
nul. 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଵସ𝑎஼భర
തതതതത = 𝑅തଵସ + 𝑅ത஻ − 𝑅തଵ଺ + 𝑚ଵସ𝑔̅, (6.17) 

𝐽஼భర
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵସതതതത + 𝜔ଵସതതതതത × 𝐽஼భర

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵସതതതതത = 
= 𝑀ഥଵସ − 𝑀ഥଵ଺ + 𝐶ଵସ𝑂ଵସ

തതതതതതതതത × 𝑅തଵସ + 𝐶ଵସ𝐵തതതതതത × 𝑅ത஻ − 𝐶ଵସ𝑂ଵ଺
തതതതതതതതത × 𝑅തଵ଺, 

(6.18) 

unde s-au notat: 
 𝑅ത஻ – forța din articulația B a corpului 14, 
 −𝑅തଵ଺ – forța din articulația O16 a corpului 14, 
 −𝑀ഥଵ଺ – momentul din articulația O16 a corpului 14, 
 𝐶ଵସ𝐵തതതതതത – vectorul de poziție al punctului B față de centrul de masă C14,  
 𝐶ଵସ𝑂ଵ଺

തതതതതതതതത – vectorul de poziție al punctului O16 față de centrul de masă C14. 
 

 
Fig. 6.9. Izolarea corpului 14 

 

6.1.9. Corpul 15 

Corpul 15, izolat, este prezentat în figura 6.10. 
Legătura din O15 a fost considerată articulație universală, deci momentul din această 

legătură are componentă doar pe axa x15.  
Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 

corpului, se obțin relațiile vectoriale: 
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𝑚ଵହ𝑎஼భఱ
തതതതത = 𝑅തଵହ − 𝑅ത஻ + 𝑚ଵହ𝑔̅, (6.19) 

𝐽஼భఱ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵହതതതത + 𝜔ଵହതതതതത × 𝐽஼భఱ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵହതതതതത = 𝑀ഥଵହ + 𝐶ଵହ𝑂ଵହ
തതതതതതതതത × 𝑅തଵହ − 𝐶ଵହ𝐵തതതതതത × 𝑅ത஻, (6.20) 

unde s-au notat: 
 −𝑅ത஻ – forța din articulația B al corpului 15, 
 𝐶ଵହ𝐵തതതതതത – vectorul de poziție al punctului B față de centrul de masă C15.  

 

 
Fig. 6.10. Izolarea corpului 15 

 

6.1.10. Corpul 16 

Corpul 16, izolat, este prezentat în figura 6.11. 
 

 
Fig. 6.11. Izolarea corpului 16 

Legătura din D a fost considerată articulație sferică, deci momentul din această legătură este 
nul. 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଵ଺𝑎஼భల
തതതതത = 𝑅തଵ଺ + 𝑅ത஽ + 𝑅തா + 𝑚ଵ଺𝑔̅, (6.21) 

𝐽஼భల
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵ଺തതതത + 𝜔ଵ଺തതതതത × 𝐽஼భల

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵ଺തതതതത = 
= 𝑀ഥଵ଺ + 𝑀ഥா + 𝐶ଵ଺𝑂ଵ଺

തതതതതതതതത × 𝑅തଵ଺ + 𝐶ଵ଺𝐷തതതതതത × 𝑅ത஽ + 𝐶ଵ଺𝐸തതതതതത × 𝑅തா , 
(6.22) 

unde s-au notat: 
 𝑅ത஽ – forța din articulația D a corpului 16, 
 𝑅തா – forța exterioară aplicată asupra degetului în punctul E al corpului 16, 
 𝑀ഥா – momentul exterior aplicat asupra degetului în punctul E al corpului 16, 
 𝐶ଵ଺𝐷തതതതതത – vectorul de poziție al punctului D față de centrul de masă C16,  
 𝐶ଵ଺𝐸തതതതതത – vectorul de poziție al punctului E față de centrul de masă C16.  

  

6.1.11. Corpul 17 

Corpul 17, izolat, este prezentat în figura 6.12. 
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Fig. 6.12. Izolarea corpului 17 

Aplicând teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă al 
corpului, se obțin relațiile vectoriale: 

𝑚ଵ଻𝑎஼భళ
തതതതത = 𝑅തଵ଻ − 𝑅തா + 𝑚ଵ଻𝑔̅, (6.23) 

𝐽஼భళ
ധധധധധ ∙ 𝜀ଵ଻തതതത + 𝜔ଵ଻തതതതത × 𝐽஼భళ

ധധധധധ ∙ 𝜔ଵ଻തതതതത = 𝑀ഥଵ଻ + 𝐶ଵ଻𝑂ଵ଻
തതതതതതതതത × 𝑅തଵ଻ − 𝐶ଵ଻𝐷തതതതതത × 𝑅ത஽ , (6.24) 

unde: 
 −𝑅ത஽ reprezintă vectorul forță rezultantă din articulația D al corpului 17, 
 𝐶ଵ଻𝐷തതതതതത reprezintă vectorul de poziție al punctului D față de centrul de greutate al corpului,  

 

6.1.12. Analiza sistemului de ecuații rezultat 

Ecuațiile obținute prin izolarea corpurilor și aplicarea teoremei impulsului și a teoremei 
momentului cinetic formează un sistem algebric liniar de 270 de ecuații, cu 270 de necunoscute. 

Acest sistem trebuie rezolvat pentru fiecare moment de timp, ceea ce, necesită un timp de 
calcul ridicat, proporțional cu numărul punctelor de discretizare a intervalului de timp în care are 
loc mișcarea. 

Pentru reducerea timpului de execuție și pentru sporirea preciziei, sistemul astfel rezultat 
poate fi decuplat în: 

 8 subsisteme de 6 ecuații, cu 6 necunoscute, corespunzătoare corpurilor 1-8; 
 5 subsisteme de 6 ecuații, cu 6 necunoscute, corespunzătoare corpului 11 al fiecărui deget; 
 1 subsistem de 12 ecuații, cu 12 necunoscute, corespunzător mecanismului O9FO10, prezent 

numai pe degetul 1; 
 15 subsisteme de 12 ecuații, cu 12 necunoscute, corespunzătoare mecanismelor O12AO13, 

O14BO15 și O16DO17 ale fiecărui deget. 
Momentele și forțele motoare sunt anumite componente ale momentelor, respectiv forțelor, 

din legături, după cum urmează: 
 componentele în raport cu axele de rotație din articulațiile O1, O2, O3, O4, O5, O6, O7, 

precum și din articulația O8 a degetului 1, ale momentelor, respectiv M1x, M2y, M3x, M4y, M5x, 
M6z, M7y, M8z; 

 componentele în raport cu axele x11 corespunzătoare, ale forțelor aplicate tijelor 11, de pe 
cele cinci degete, respectiv F11d x (d = 1, 2,…, 5). 
 

6.2. Studiul cu metodele mecanicii analitice 

În cazul în care interesează numai forțele și momentele motoare, calculul se poate eficientiza 
și mai mult, prin utilizarea principiului puterilor virtuale și a principiului lui D’Alambert. 

În cele ce urmează, se prezintă aceste principii, precum și modul în care sunt ele utilizate în 
lucrarea de față. 
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6.2.1. Principiul puterilor virtuale în cazul echilibrului unui sistem de puncte materiale 

Se cunoaște din literatură principiul puterilor virtuale [9], [51], [68], în virtutea căruia un 
sistem discret de puncte materiale Pi (i=1, 2,…, n), de mase mi, supuse la legături ideale, este în 
echilibru dacă și numai dacă puterea virtuală efectuată de forțele direct aplicate 𝐹ത௜, 

𝑃′ = ෍ 𝐹ത௜ ∙ 𝑣̅௜
ᇱ

௜

 (6.25) 

este nulă, pentru orice viteze virtuale 𝑣ప
ᇱഥ  imprimate punctelor sistemului: 
𝑃ᇱ = 0. (6.26) 

 

6.2.2. Principiul lui D’Alambert în cazul unui sistem de puncte materiale 

Se cunoaște, de asemenea, din literatură principiul lui D’Alambert [9], [51], [68], conform 
căruia un sistem discret de puncte materiale Pi (i=1, 2,…, n), de mase mi, în mișcare sub acțiunea 
forțelor direct aplicate 𝐹ത௜, este echivalent cu sistemul în echilibru sub acțiunea forțelor direct 
aplicate, precum și a forțelor de inerție, 𝐹ത௜

௜௡ = −𝑚௜𝑎ത௜. 
 

6.2.3. Principiul puterilor virtuale în cazul mișcării unui sistem de puncte materiale 

Combinând principiul lui D’Alambert cu principiul puterilor virtuale, rezultă că mișcarea 
unui sistem discret de puncte materiale este guvernată de ecuația (6.26), în care, însă, puterea 
virtuală ia forma 

𝑃ᇱ = ෍൫𝐹ഥ𝑖 − 𝑚௜𝑎ത௜൯ ∙ 𝑣ഥ𝑖
′

𝑖

. (6.27) 

 

6.2.4. Principiul puterilor virtuale în cazul mișcării unui sistem de solide rigide 

Principiul puterilor virtuale se poate aplica și unui sistem de n corpuri solide rigide, în 
mișcare sub acțiunea forțelor și momentelor direct aplicate, 𝐹ത௝, (j=1, 2,…, m) respectiv 𝑀ഥ௜, (i=1, 
2,…, n). 

Ecuația (6.26) rămâne valabilă, dar puterea virtuală se calculează luând în considerarea 
forțele și momentele direct aplicate, precum și forțele de inerție, exprimate prin vectorii rezultanți 
𝑅ത௜

௜௡ și vectorii momente rezultante, calculați în raport cu centrele de masă corespunzătoare, 𝑀ഥ஼೔

௜௡, 

𝑃ᇱ = ෍ ቀ𝑅ഥ𝑖
𝑖𝑛

∙ 𝑣ഥ𝐶𝑖

′ + 𝑀ഥ 𝐶𝑖

𝑖𝑛
∙ ωഥ 𝑖

′ቁ

𝑛

𝑖=1

+ ෍ 𝐹ഥ𝑗 ∙ 𝑣ഥ𝑗
′

𝑚

𝑗=1

+ ෍ 𝑀ഥ 𝑖 ∙ ωഥ 𝑖
′

𝑛

𝑖=1

= 

= − ෍ൣ𝑚௜𝑎ത஼೔
∙ 𝑣̅஼೔

ᇱ + ൫𝐽஼̿೔
εത௜ + ωഥ ௜ × 𝐽஼̿೔

ωഥ ௜൯ ∙ ωഥ ௜
ᇱ൧

௡

௜ୀଵ

+ ෍ 𝐹ത௝ ∙ 𝑣̅௝
ᇱ

௠

௝ୀଵ

+ ෍ 𝑀ഥ௜ ∙ ωഥ ௜
ᇱ

௡

௜ୀଵ

, 

(6.28) 

unde s-au notat: 
 ωഥ ௜ – vectorul viteză unghiulară reală a corpului i; 
 εത௜ – vectorul accelerație unghiulară a corpului i; 
 𝑎ത஼೔

 – accelerația centrului de masă Ci; 
 ωഥ ௜

ᇱ – vectorul viteză unghiulară virtuală a corpului i; 
 𝑣̅஼೔

ᇱ  –viteza virtuală a centrului de masă Ci; 

 𝑣̅௝
ᇱ –viteza virtuală a punctului de aplicație al forței 𝐹ത௝ . 
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Pentru determinarea momentului motor M8z, se consideră că O8O9 se rotește cu o viteză 
unghiulară virtuală ω଼

ᇱ , iar toți ceilalți parametrii de comandă sunt fixați. Se determină vitezele 
virtuale ale centrelor de masă C8,..., C17 și vitezele unghiulare virtuale ale corpurilor 9,...,17, din 
componența degetului 1. Apoi se determină puterea virtuală corespunzătoare, 𝑃ᇱ , iar M8z rezultă din 
condiția ca aceasta să fie egală cu 0. 

Pentru determinarea forței motoare F11d x, aplicată de motorul liniar al degetului d, se 
consideră că tija acestuia se deplasează cu viteza liniară virtuală vଵଵௗ

ᇱ , iar toți ceilalți parametrii de 
comandă sunt fixați. Se determină vitezele virtuale ale centrelor de masă C12,..., C17 și vitezele 
unghiulare virtuale ale corpurilor 11,...,17, din componența degetului d. Apoi se determină puterea 
virtuală corespunzătoare, 𝑃ଵଵௗ

ᇱ , iar F11d x rezultă din condiția ca aceasta să fie egală cu 0. 
 

6.3. Aplicații numerice 

În acest paragraf s-au determinat forțele și momentele din articulațiile sistemului, dacă se 
cunosc legile de mișcare ale corpurilor ce alcătuiesc sistemul, precum și parametrii dinamici(i.e. 
matricele de inerție și masele corpurilor). 

6.3.1. Studiul cu metodele mecanicii clasice 

Studiul folosind metodele mecanicii clasice al problemei se reduce la rezolvarea sistemului 
cu 270 de ecuații și 270 de necunoscute prezentat în paragraful 6.1. 

În urma rezolvării acestui sistem, au rezultat în sistemul de referință global forțele R1,...,R7 

(Fig. 6.13) și momentele M1,...,M7 (Fig. 6.14) din articulațiile brațului robotic, precum și forțele 
R8,...,R17, RA, RB, RD și RF (Fig. 6.15) și momentele M8,...,M17 (Fig. 6.16) corespunzătoare degetului 
1. Momentele MA, MB, MD și MF sunt 0, deoarece articulațiile A, B, D și F sunt articulații sferice. 

 

  
a) b) 

  
c) d) 
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e) f) 

 
g) 

Fig. 6.13. Forțele din articulațiile brațului R1,...,R7, în sistemul de referință global 

  
a) b) 

  
c) d) 
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e) f) 

 
g) 

Fig. 6.14. Momentele din articulațiile brațului M1,...,M7, în sistemul de referință global 

  
a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 
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g) h) 

  
i) j) 

  
k) l) 

  
m) n) 

Fig. 6.15. Forțele din articulațiile degetului 1 R8,...,R17, RA, RB, RD, RF în sistemul de referință global 

  
a) b) 
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c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 

  
i) j) 

Fig. 6.16. Momentele din articulațiile degetului 1 M8,...,M17 în sistemul de referință global 

 

6.3.2. Studiul cu metodele mecanicii analitice 

Calculând puterile virtuale ale subsistemelor O8,O9,...,O17,E pentru degetul 1 și 
O11,O12,...,O17,E pentru fiecare deget se pot determina direct momentul motor din corpul 8, precum 
și forțele motoare din corpurile 11, pentru fiecare deget, fără a mai determina toate forțele și 
momentele din celelalte articulații ale sistemului. 

Utilizând această metodă au fost trasate forțele motoare în lungul axelor pe care are loc 
mișcarea corpurilor 11(Fig. 6.17), precum și momentele motoare pentru articulațiile Oi 
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(i=1...8)(Fig. 6.18), comparativ cu valorile obținute în urma calculelor efectuate folosind metodele 
mecanicii clasice. Așa cum se poate observa, rezultatele sunt foarte apropiate ca valoare, motiv 
pentru care metoda analitică a fost utilizată în continuare pentru dinamica directă, datorită rapidității 
sale. 

  
a) degetul 1 b) degetul 2 

  
c) degetul 3 d) degetul 4 

 
e) degetul 5 

Fig. 6.17. Forțele motoare din cuplele prismatice 11 

  
a) b) 
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c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 
Fig. 6.18. Momentele motoare din articulațiile 1...8 

 

6.4. Concluzii 

În configurația aleasă, cuplul necesar al servomotorului din articulația 2 a sistemului este cel 
mai mare, ceea ce se explică prin brațele mari ale greutăților componentelor, față de punctul O2. 
Acest rezultat conduce la necesitatea, fie a utilizării unui actuator suficient de puternic, fie a scăderii 
cuplului motor necesar producerii mișcării, folosind un sistem de contragreutăți sau un sistem de 
elemente elastice.  

Cuplurile de reacțiune din articulațiile 1 și 3 sunt considerabil mai mari decât celelalte, 
motiv pentru care este recomandabilă realizarea unor componente mai robuste a acestor articulații.  

Valorile mici ale componentelor cuplului M8 se datorează valorilor mici ale parametrilor de 
inerție ai degetului 1, precum și ale brațului O8O9. 

Forțele și momentele motoare au fost calculate atât prin metodele mecanicii clasice, cât și 
prin metodele mecanicii analitice, rezultatele obținute suprapunându-se la scara reprezentării.  

Verificările efectuate prin aplicarea teoremei impulsului și teoremei momentului cinetice pe 
subsisteme, analizând astfel toate cele 5 degete în parte, au arătat și el suprapuneri ale rezultatelor 
obținute.



 

7. Dinamica directă 

În robotică, dinamica directă se ocupă cu determinarea mișcării sistemului atunci când se 
cunosc forțele și momentele motoare, precum și mărimile inerțiale (mase și momente de inerție). 

Din punct de vedere matematic, aceasta înseamnă să se considere sistemul de ecuații obținut 
în capitolul 6 având drept necunoscute parametrii de comandă, precum și forțele și momentele 
nemotoare din legături, toate ca funcții de timp. Considerat în acest fel, sistemul este diferențial în 
parametrii de comandă și algebric în forțele și momentele nemotoare. 

Însă, rezolvarea sistemelor de ecuații algebrodiferențiale este, în general, dificilă și 
laborioasă [7], [35]. În aplicația de față, o dificultate suplimentară rezultă din faptul că sistemul este 
neexplicitat în derivatele de ordinul al II-lea al variabilelor de comandă. 

Rezolvarea problemei de față se simplifică prin utilizarea metodelor mecanicii analitice 
pentru determinarea forțelor motoare F11d x (d = 1, 2,…, 5) și a momentului motor M8z. 

În cele ce urmează, se prezintă o metodă originală de rezolvare a acestui sistem, care se 
bazează pe observația că dependența ecuațiilor diferențiale ale mișcării de derivatele de ordinul al 
II-lea al variabilelor de comandă este liniară. 

 

7.1. Aspecte teoretice 

Se consideră cazul general al unui sistem olonom de puncte materiale, Pi (i = 1, 2,…, n), 
descris de coordonatele generalizate independente qk (k = 1, 2,…, h). 

Vectorul de poziție al punctului Pi poate fi scris în funcție de coordonatele generalizate și de 
timp [9], [51], [68]: 

𝑟̅௜ = 𝑟̅௜(𝑞௞, 𝑡) (𝑖 = 1,2, … , 𝑛; 𝑘 = 1,2, … , ℎ). (7.1) 
Rezultă viteza punctului 

𝑣̅௜ =
d𝑟̅௜

d𝑡
=

∂𝑟̅௜

∂𝑞ଵ
𝑞̇ଵ +

∂𝑟̅௜

∂𝑞ଶ
𝑞̇ଶ + ⋯ +

∂𝑟̅௜

∂𝑞௛
𝑞̇௛ +

∂𝑟̅௜

∂t
= ෍

∂𝑟̅௜

∂𝑞௝
𝑞̇௝

୦

୨ୀଵ

+
∂𝑟̅௜

∂t
. (7.2) 

Se consideră ecuațiile lui Lagrange de speța a II-a, în cazul forțelor oarecare, 
d

d𝑡
൬

𝜕𝐸

𝜕𝑞̇௞
൰ −

𝜕𝐸

𝜕𝑞௞
= 𝑄௞ (𝑘 = 1,2, … , ℎ), (7.3) 

în care s-a introdus energia cinetică a sistemului, 

𝐸 = ෍
1

2

௡

௜ୀଵ

𝑚௜𝑣௜
ଶ, (7.4) 

precum și forța generalizată Qk. 

Înlocuind expresia (7.2) în ecuația (7.4), rezultă 

𝐸 =
1

2
෍ ෍ 𝐴௝௟𝑞̇௝𝑞̇௟

௛

௟ୀଵ

௛

௝ୀଵ

+ ෍ 𝐵௟𝑞̇௟

௛

௟ୀଵ

+
1

2
𝐶, (7.5) 

unde coeficienții 

𝐴௝௟ = ෍ 𝑚௜

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑞௝
∙

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑞௟

௡

௜ୀଵ

 (𝑗, 𝑙 = 1,2, … , ℎ) , (7.6) 
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𝐵௟ = ෍ 𝑚௜

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑞௟
∙

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑡

௡

௜ୀଵ

 (𝑙 = 1,2, … , ℎ) , (7.7) 

𝐶 = ෍ 𝑚௜

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑡
∙

𝜕𝑟̅௜

𝜕𝑡

௡

௜ୀଵ

, (7.8) 

depind de coordonatele generalizate q1, q2, … , qh și de timpul t. 
Rezultă 

d

d𝑡
൬

𝜕𝐸

𝜕𝑞̇௞
൰ −

𝜕𝐸

𝜕𝑞௞
= ෍ 𝐴௞௟𝑞̈௟

௛

௟ୀଵ

+ 𝐷௞ (𝑘 = 1,2, … , ℎ), (7.9) 

unde coeficienții 

𝐷௞ = ෍ ෍ ቆ
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𝜕𝑞௝
−

1
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௟ୀଵ
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𝜕𝑞௟
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𝜕𝐵௟
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௟ୀଵ
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𝜕𝐵௞

𝜕𝑡
−

1
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𝜕𝐶

𝜕𝑞௞
, (𝑘 = 1,2, … , ℎ) 

(7.10) 

depind de coordonatele generalizate 𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௛, de vitezele generalizate 𝑞̇ଵ, 𝑞̇ଶ, ... , 𝑞̇௛ și de 
timpul t. 

Prin urmare, ecuațiile lui Lagrange de speța a II-a (7.3) iau forma: 

෍ 𝐴௞௟𝑞̈௟

௛

௟ୀଵ

+ 𝐷௞ = 𝑄௞ (𝑘 = 1,2, … , ℎ). (7.11) 

Rezultă că forțele generalizate depind liniar de derivatele de ordinul II ale coordonatelor 
generalizate. 

 

7.2. Explicitarea sistemului 

Sistemul (7.11) se poate scrie sub forma matriceală 
[𝐴]{𝑞̈} + {𝐷} = {𝑄}, (7.12) 

unde s-au introdus matricele 

[𝐴] = ൥
𝐴ଵଵ ⋯ 𝐴ଵ௛

⋮ ⋱ ⋮
𝐴௛ଵ ⋯ 𝐴௛௛

൩ , (7.13) 

{𝑞} = ൝

𝑞ଵ

⋮
𝑞௛

ൡ , 
(7.14) 

{𝐷} = ൝
𝐷ଵ

⋮
𝐷௛

ൡ , 
(7.15) 

{𝑄} = ൝
𝑄ଵ

⋮
𝑄௛

ൡ . 
(7.16) 

Înmulțind la stânga sistemul (7.12) cu inversa matricei (7.13), rezultă forma explicitată în 
derivatele de ordinul II ale coordonatelor generalizate, 

{𝑞̈} + {𝐷′} = {𝑄′}, (7.17) 
unde 

{𝐷′} = [𝐴]ିଵ{𝐷}, (7.18) 
{𝑄′} = [𝐴]ିଵ{𝑄}. (7.19) 
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Sistemul (7.17) poate scris sub forma dezvoltată 
𝑞̈௞ = 𝑄௞

ᇱ − 𝐷௞
ᇱ  (𝑘 = 1,2, … , ℎ). (7.20) 

Matricele (7.13), (7.15), (7.16), (7.18) și (7.19) depind de coordonatele generalizate 𝑞௞, de 
vitezele generalizate 𝑞̇௞ și de timpul t. 

 

7.3. Integrarea sistemului explicitat 

Dacă pentru valori cunoscute ale parametrilor 𝑞௞, 𝑞̇௞, 𝑞̈௞ și t se pot determina forțele 
generalizate Qk , atunci, pentru 𝑞௞, 𝑞̇௞ și t date, coeficienții Akl și Dk se calculează în felul următor: 
1) se aleg 

𝑞̈௞ = 0 (𝑘 = 1,2, … , ℎ), (7.21) 
și se determină Qk, 

𝐷௞ = 𝑄௞ (𝑘 = 1,2, … , ℎ); (7.22) 
2) succesiv, pentru l = 1, 2, ... , h, se aleg 

𝑞̈௟ = 1, 𝑞̈௞ = 0 (𝑘 = 1,2, … , ℎ;  𝑘 ≠ 𝑙), (7.23) 
și se determină Qk, precum și 

𝐴௞௟ = 𝑄௞ − 𝐷௞  (𝑘 = 1,2, … , ℎ). (7.24) 
Cu coeficienții (7.22) și (7.24) se determină matricele (7.13), (7.18) și (7.19) cu care se 

construiește forma explicită (7.20) a sistemului. 
Acest sistem este format din h ecuații diferențiale de ordinul II, care poate fi pus sub forma 

unui sistem de 2h ecuații de ordinul I, introducând variabilele auxiliare 
𝑠௞ = 𝑞̇

𝑘
 (𝑘 = 1,2, … , ℎ). (7.25) 

Cu aceste variabile, sistemul (7.20) ia forma 
൛𝑋̇ൟ = [𝐵]{𝑋} + {𝐸}, (7.26) 

unde 

{𝑋} =

⎩
⎪
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, (7.27) 

[𝐵] =
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⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥
⎤

 , (7.28) 

{𝐸} =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0
⋮
0

𝑄ଵ
ᇱ − 𝐷ଵ

ᇱ

⋮
𝑄௛

ᇱ − 𝐷௛
ᇱ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

. (7.29) 

Sistemul (7.26) poate fi integrat numeric cu metoda Runge-Kutta. 
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7.4. Aplicații numerice 

Sistemul de ecuații diferențiale (7.26), de ordinul I, a fost integrat numeric cu ajutorul 
metodei Runge-Kutta, utilizând pasul de timp ∆t=0.00001 s. 

Pentru a verifica metoda, s-au utilizat ca date de intrare variațiile forțelor și momentelor 
motoare calculate în capitolul 6 și s-au comparat legile de mișcare obținute prin integrare cu cele 
impuse în capitolul menționat. 

 Integrarea numerică a sistemului de ecuații diferențiale a fost efectuată, mai întâi, cu funcția 
ode45, din programul MATLAB. În acest caz, valorile obținute au coincis într-o măsură bună cu 
cele impuse în capitolele 4-5 numai într-un prim subinterval, de aproximativ 30%, din intervalul de 
timp considerat, t = 0 ... 0.8 s. În ultima parte a intervalului, erorile cumulate ale metodei de 
integrare numerice au condus la diferențe importante. 

Apoi s-au încercat succesiv funcțiile ode23, ode78, ode89 și ode113, dar niciuna nu a adus 
îmbunătățiri semnificative. 

În final, integrarea a fost efectuată cu funcția ode45, aplicată succesiv pe 4000 de 
subintervale t = ti ... ti + 2·10-4 s ale intervalului considerat, t = 0 ... 0.8 s. În acest caz precizia a 
crescut considerabil, valorile obținute coincizând în măsură foarte bună cu cele impuse în capitolul 
6 pe cea mai mare parte a intervalului de timp considerat (aproximativ 88%). 

Astfel, s-au obținut variațiile parametrilor de comandă (φ0-1, θ1-2, φ2-3, θ3-4, φ4-5, ψ5-6, θ6-7, ψ7-

8, s1, s2, s3, s4 și s5), precum și primele două derivate ale acestora ilustrate în figurile 7.1-7.13, 
suprapuse peste cele impuse în capitolele 4-5. 

O creștere suplimentară a preciziei se poate obține reducând pasul de timp, dar timpul de 
execuție se lungește considerabil. 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.1. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 1 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.2. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 2 
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a) b) c) 

Fig. 7.3. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 3 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.4. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 4 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.5. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 5 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.6. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 6 
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a) b) c) 

Fig. 7.7. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 7 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.8. Deplasarea unghiulară și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru servomotorul 8  

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.9. Deplasarea și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru actuatorul liniar 1 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.10. Deplasarea și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru actuatorul liniar 2 
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a) b) c) 

Fig. 7.11. Deplasarea și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru actuatorul liniar 3 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.12. Deplasarea și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru actuatorul liniar 4 

 

   
a) b) c) 

Fig. 7.13. Deplasarea și prima respectiv a doua derivată a acestei pentru actuatorul liniar 5 

 

7.5. Concluzii 

Valorile deplasărilor, vitezelor și accelerațiilor actuatoarelor liniare care acționează fiecare 
deget în parte, precum și deplasările unghiulare, și primele două derivate ale acestora, obținute în 
cazul dinamicii directe, coincid în bună măsură cu valorile date ca parametrii de intrare pentru 
calculul forțelor și momentelor din articulații în cazul dinamicii inverse. Această suprapunere a 
rezultatelor confirmă corectitudinea metodei de rezolvare numerică a ecuațiilor diferențiale ale 
mișcării sistemului robotic mână-braț, prezentată în acest capitol. 

Erorile apărute în ultima optime a intervalului de timp în care are loc mișcarea, se datorează 
metodei numerice de integrare. O diminuare a acestor erori se poate realiza alegând un pas de timp 
mai mic, ceea ce, însă, mărește considerabil timpul de execuție. 



 

8. Vibrații 

Funcționalitatea prehensorului antropomorfic prezentat în capitolul 3 poate fi afectată de 
vibrațiile apărute în urma diferitelor interacțiuni mecanice din sistemul robotic mână-braț, sau din 
cauza unor factori externi, în funcție de condițiile de operare. 

S-au considerat două tipuri de studii: 
1. numeric, al degetelor modelate 3D ca sisteme de solide elastice, legate rigid; 
2. experimental, al degetului 1, realizat cu articulații reale. 

 

8.1. Studiul numeric 

Au fost analizate cu ajutorul metodei elementelor finite din CATIA V5, vibrațiile libere, 
neamortizate ale următoarelor subsisteme: 
1) degetul mare (degetul 1), considerat ca un sistem rigid separat (fig. 8.1.a), 
2) unul dintre degetele 2-5, considerat ca un sistem rigid separat (fig. 8.1.b), 
3) mâna, considerând că degetele, considerate rigide, sunt fixate rigid pe palmă. 

 

  
a) b) 

4) Fig. 8.1. Degetele extinse (gri deschis), respectiv flexate (gri închis) [16] 

Fiecare dintre cele trei cazuri prezentate a fost studiat pentru două configurații (fig. 8.1) 
definite de unghiul θ13-1 pentru degetul mare, respectiv de unghiurile și θ13-2-5 pentru celelalte 
degete: 
 deget extins (culoare gri deschis) - θ13-1=0°, θ13-2-5=0°, 
 deget flexat (culoare gri închis) - θ13-1=64°, θ13-2-5=32°. 

Suplimentar, au fost determinate și frecvențele proprii ale degetelor, considerate ca sisteme 
separate, în șapte configurații intermediare între cele două de mai sus, cu pașii Δθ13-1=8° (tab. 8.1) 
respectiv Δθ13-2-5=4° (tab. 8.2), precum și a sistemului mâinii cu degetele întinse și flexate (tab. 8.3). 

Variațiile cu unghiurile de flexare θ13-1, respectiv θ13-2-5, ale primelor două frecvențe proprii 
ale degetului 1, respectiv ale unuia dintre celelalte degete, considerate ca sisteme independente, sunt 
reprezentate în figura 8.2. 

Valorile primelor două frecvențe proprii sunt mai mari pentru degetul 1, decât pentru 
celelalte degete. Acest lucru se datorează dimensiunilor mai mici ale degetului 1, față de 
degetele 2-5. Această observație nu este însă valabilă și pentru moduri proprii superioare, ceea ce se 
explică prin forma diferită a degetelor. 
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Fig. 8.2. Variația primelor două frecvențe proprii față de unghiul θ [16] 

Primul mod propriu de vibrație al degetului 1 (fig. 8.3), precum și al degetelor 2-5 (fig. 8.4), 
este de încovoiere într-un plan paralel cu cel al plăcii, în care, flexibilitatea corpului este mai mare. 

Al doilea mod propriu de vibrație al degetului 1 (fig. 8.5), precum și al degetelor 2-5 
(fig. 8.6), este de încovoiere într-un plan perpendicular pe cel al plăcii. 
 

  
a) b) 

Fig. 8.3. Primul mod de vibrație al degetului 1: a) extins b) flexat [16] 

 

 
a) b) 

Fig. 8.4. Primul mod de vibrație al degetelor 2-5: a) extins b) flexat [16] 
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a) b) 

Fig. 8.5. Al doilea mod de vibrație al degetului 1: a) extins b) flexat [16] 

  
a) b) 

Fig. 8.6. Al doilea mod de vibrație al degetelor 2-5: a) extins b) flexat [16] 

 

8.2. Studiul experimental 

Determinările experimentale au fost realizate cu ajutorul vibrometrului laser format din 
controlerul Polytec OFV-5000 (fig. 8.33) și capul laser Polytec OFV-505 (fig. 8.34). 

 

  
Fig. 8.33. Controler Fig. 8.34. Cap laser 

 
Vibrometrul laser măsoară viteza relativă de vibrație a corpului asupra căruia este îndreptat 

fascicolul laser (fig. 8.35). 
Degetul mare al mâinii, împreună cu actuatorul liniar atașat acestuia, au fost fixate în 

consolă pe un suport realizat prin printare 3D (fig. 8.36). 
 



62 Ștefan Dumitru 
 

 

 

 
Fig. 8.35. Capul laser îndreptat către unul dintre degetele mâinii 

 
Fig. 8.36. Ansamblul degetului 1, a actuatorului liniar corespunzător și a suportului 

Au fost făcute reglaje pentru măsurarea frecvențelor joase, iar ca trigger s-a utilizat 
amplitudinea semnalului de ieșire, prin lovirea ușoară a sistemului în diferite locații ale acestuia 
(fig. 8.37). 

 

 
Fig. 8.37. Locațiile teoretice unde s-a dorit lovirea sistemul 

 
a) 

 
b) 

 
c) 

Fig. 8.38. Locațiile reale unde a fost lovit sistemul pentru a se începe măsurarea vibrațiilor 
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Măsurătorile au fost efectuate de cinci ori pentru fiecare locație a loviturii (fig. 8.38 a-c), pe 
o durată de 10s, cu o frecvență de eșantionare de 1000 Hz.  

Analiza semnalului a fost efectuată utilizând transformata Fourier rapidă, care calculează 
transformata Fourier discretă a semnalului, obținându-se astfel prima frecvență proprie în intervalul 
0...500Hz. 

 

1 

  

6 

  

11 

  
Fig. 8.39. Semnalul și spectrul corespunzător 

Astfel s-au obținut semnalele din figura 8.39 și spectrele corespunzătoare, fiind prezentate 
doar 3 măsurători. Toate spectrele prezintă maxime accentuate la frecvența de 24.2 Hz. 

 

8.3. Concluzii 

Modelul considerat în studiul numeric diferă semnificativ de sistemul real, în care 
elementele sunt articulate. Flexibilitatea mare a articulațiilor în raport cu cea a corpurilor 
componente are drept efect valori mai mici ale frecvențelor proprii. 

Studiile prezente în acest capitol reprezintă doar o etapă de inițiere a unor studii mai precise 
și mai complete, care ar putea face subiectul unor dezvoltări ulterioare. 

 



 

9. Considerații finale 

9.1. Concluzii finale 

Dispozitivul de prehensiune folosit este un mecanism cu un număr redus de mobilități, 
comparativ cu cel al unei mâini umane, ceea ce îl face mai ieftin, mai ușor și mai ușor de construit 
decât un model mai realist. 

Pentru a îmbunătăți funcționalitatea mâinii comerciale existente, utilizată ca punct de 
pornire a prezentei teze de doctorat, a fost introdusă o mobilitate suplimentară a degetului mare, de 
rotație a acestuia în jurul unei axe perpendiculare pe planul palmei. Suplimentar, s-a proiectat un 
braț antropomorfic, care, împreună cu mâna, formează un sistem robotic mână-braț. 

Datorită simplității și dimensiunilor relativ mici, cele mai multe părți ale dispozitivului pot 
fi fabricate prin imprimare 3D. Alte părți sunt realizate direct din semifabricate disponibile 
comercial. Această strategie de proiectare permite cu ușurință aducerea unor îmbunătățiri ulterioare 
ale sistemului. 

Studiul prezintă o analiză cinematică, o analiză dinamică indirectă, precum și una dinamică 
directă a sistemului robotic mână-braț. 

Mișcarea sistemului robotic mână-braț a fost vizualizată printr-o reprezentare grafică 
animată a punctelor semnificative ale acestuia, realizată cu ajutorul programului elaborat pentru 
determinarea calculelor cinematice și dinamice. 

S-au efectuat mai multe seturi de verificări ale calculelor cinematice: 
1. vitezele unghiulare ale copurilor componente determinate analitic au fost verificate cu ajutorul 

relațiilor lui Poisson, în care versorii 𝚤,̅ 𝚥 ̅și 𝑘ത au fost derivați numeric; 
2. vitezele punctelor semnificative determinate analitic au fost comparate cu valorile obținute prin 

derivarea numerică a vectorilor de poziție; 
3. accelerațiile unghiulare ale copurilor componente determinate analitic au fost comparate cu 

valorile obținute prin derivarea numerică a vitezelor unghiulare; 
4. accelerațiile punctelor semnificative determinate analitic au fost comparate cu valorile obținute 

prin derivarea numerică a vitezelor. 
În toate cele patru seturi de verificări, rezultatele obținute prin cele două metode sunt în 

foarte bună concordanță. 
În configurația aleasă, cuplul necesar al servomotorului din articulația 2 a sistemului este cel 

mai mare, ceea ce se explică prin brațele mari ale greutăților componentelor, față de punctul O2. 
Acest rezultat conduce la necesitatea, fie a utilizării unui actuator suficient de puternic, fie a scăderii 
cuplului motor necesar producerii mișcării, folosind un sistem de contragreutăți sau un sistem de 
elemente elastice.  

Cuplurile de reacțiune din articulațiile 1 și 3 sunt considerabil mai mari decât celelalte, 
motiv pentru care este recomandabilă realizarea unor componente mai robuste a acestor articulații.  

Valorile mici ale componentelor cuplului M8 se datorează valorilor mici ale parametrilor de 
inerție ai degetului 1, precum și ale brațului O8O9.  

Rezultatele oferă date de calcul utile pentru proiectarea de bază a unui sistem robotizat 
mână-braț, precum și pentru un proces de optimizare. 

Forțele și momentele motoare (forțele necesare pentru motoarele liniare ale degetelor și 
momentele necesare pentru servomotoarele din articulațiile care oferă grade de mobilitate 
sistemului) au fost calculate prin două metode:  
 cu ajutorul metodelor mecanicii clasice, izolând toate cele 55 de corpuri ale sistemului și 

folosind teorema impulsului și teorema momentului cinetic în raport cu centrul de masă pentru 
fiecare corp în parte; 
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 cu ajutorul metodelor mecanicii analitice, folosind principiul lui D’Alambert și principiul 
puterilor virtuale. 

Rezultatele obținute prin cele două metode sunt în foarte bună concordanță. 
O altă metodă de verificare a constat în aplicarea teoremei impulsului și teoremei 

momentului cinetice pe subsisteme, fiind analizate astfel toate cele 5 degete în parte. Și în acest caz, 
rezultatele au coincis cu precizie foarte bună. 

Valorile deplasărilor, vitezelor și accelerațiilor actuatoarelor liniare care acționează fiecare 
deget în parte, precum și deplasările unghiulare, și primele două derivate ale acestora, obținute în 
cazul dinamicii directe, coincid în bună măsură cu valorile date ca parametrii de intrare pentru 
calculul forțelor și momentelor din articulații în cazul dinamicii inverse. Această suprapunere a 
rezultatelor confirmă corectitudinea metodei de rezolvare numerică a ecuațiilor diferențiale ale 
mișcării sistemului robotic mână-braț. 

Erorile apărute în ultima optime a intervalului de timp în care are loc mișcarea, se datorează 
metodei numerice de integrare. O diminuare a acestor erori se poate realiza alegând un pas de timp 
mai mic, ceea ce, însă, mărește considerabil timpul de execuție. 

 

9.2. Contribuții originale 

Lucrarea aduce un număr de contribuții originale privind studiul sistemelor robotice 
antropomorfice mână-braț. Acestea sunt trecute în revistă în cele ce urmează. 

S-a conceput și realizat modelul 3D al unui braț robotic antropomorf, astfel încât acesta să 
poată fi realizat în principal din semifabricate. 

Articulațiile brațului robotic au fost proiectate astfel încât să poată fi realizate prin printare 
cu ajutorul unei imprimante 3D. 

Conceptul general din spatele design-ului brațului robotic a fost dezvoltat astfel încât robotul 
să fie modular, fiind posibilă adăugarea de piese noi în vederea îmbunătățirii performanțelor 
sistemului. 

S-au modificat mijloacele de acționare ale prehensorului antropomorfic studiat, pentru 
reducerea dimensiunilor și greutății acestuia și i s-a adăugat un nou grad de mobilitate în vederea 
realizării unor mișcări mai complexe și îmbunătățirii capabilității de a manipula obiecte deja 
apucate de către acesta. 

Legăturile dintre corpurile componente ale mâinii robotice au fost modelate astfel încât să se 
evite atât subconstrâgerea, cât și supraconstrângerea sistemului mecanic, prin urmare astfel încât 
sistemul de ecuații dinamice ce calculează forțele și momentele din legături să fie compatibil și 
determinat. 

S-a realizat o analiză cinematică completă, prin determinarea ecuațiilor de mișcare, a 
vitezelor și accelerațiilor tuturor punctelor sistemului, precum și a vitezelor și accelerațiilor 
unghiulare ale corpurilor ce compun robotul. 

S-a realizat analiza dinamică inversă, atât utilizând teoremele generale ale mecanicii clasice, 
cât și prin metodele mecanicii analitice, pentru determinarea forțelor și momentelor din legăturile 
sistemului, atunci când mișcarea este impusă. O parte dintre aceste forțe și momente sunt motoare, 
iar altele sunt reacțiuni. Forțele și momentele motoare sunt necesare pentru alegerea actuatoarelor, 
iar cele de reacțiune sunt utilizate pentru dimensionarea elementelor sistemului. 

Analiza dinamică directă a sistemului a fost efectuată printr-o metodă originală, bazată pe 
observația că ecuațiile diferențiale ale mișcării unui sistem mecanic oarecare depind liniar de 
derivatele de ordinul al doilea ale coordonatelor generalizate. Această analiză a fost verificată prin 
utilizarea rezultatelor obținute în urma analizei dinamice inverse și stă la baza determinării mișcării 
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sistemului mână-braț în orice altă configurație, precum și sub acțiunea oricărui alt sistem de forțe și 
momente motoare. 

S-a realizat o analiză numerică a vibrațiilor degetelor modelate 3D ca sisteme de solide 
elastice, legate rigid. Analiza a fost efectuată cu metoda elementelor finite, din programul de 
proiectare, utilizat și pentru conceperea elementelor brațului și mâinii, CATIA V5. S-au determinat 
primele zece moduri proprii de vibrație ale degetelor sistemului de prehensiune precum și ale 
sistemului cu degetele atașate rigid palmei prehensorului, în configurații diferite. Studiul reprezintă 
o etapă preliminară, în vederea determinării eventualelor frecvențe proprii dăunătoare. 

S-a realizat un studiu experimental, în vederea determinării valorilor reale ale primei 
frecvențe proprii a degetului 1, utilizând un sistem de achiziție de la distanță a vitezei de vibrație. 
Datele experimentale au fost prelucrate cu transformata Fourier rapidă, obținând-se spectrul 
corespunzător. Analiza acestuia a permis determinarea frecvenței proprii fundamentale a degetului 
studiat. 

 

9.3. Direcții de dezvoltare 

Studiile prezentate în lucrarea de față pot fi continuate cu o gamă largă de direcții de 
dezvoltare. 

O primă direcție constă în extinderea analizei cinematici și a celei dinamice inverse pentru 
alte legi de variație a parametrilor de comandă ai sistemului robotic prezentat. 

O a doua direcție constă în determinarea unor mișcări optime din punctul de vedere al 
consumului de energie și al timpului de execuție. 

Se pot studia și alte sisteme, utilizând atât cunoștințele dobândite, cât și programele de 
calcul realizate în cadrul acestei lucrări. 

O altă direcție de interes constă în implementarea unor algoritmi pe baza de inteligență 
artificială, în vederea realizării unor sarcini complexe. 

Modelul prezentat poate fi realizat practic, cu costuri reduse, utilizând procesul de printare 
3D. 

De asemenea, se pot aduce îmbunătățiri succesive sistemului, prin adăugarea unor 
contragreutăți sau a unor elemente elastice, care să reducă momentele motoare necesare, astfel încât 
sistemul mână-braț să devină mai ușor și mai eficient. 
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