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2.3 Investigarea cazurilor de egalitate 41

2.4 Un exemplu de subvarietate statistică ce saturează principalele inegalităţi 42
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Rezumat

Motivaţie şi introducere. Este cunoscut faptul că geometria structurilor Rieman-

niene, structurilor complexe, structurilor de contact, structurilor hipercomplexe, cua-

ternionice şi Cauchy-Riemann aparţine teoriei generale a G-structurilor, un domeniu de

mare interes ı̂n geometria diferenţială modernă, ı̂n analiza globală şi ı̂n fizica matematică.

Pe de altă parte, teoria subvarietăţilor este un domeniu de cercetare extrem de vast şi ac-

tiv, care are un rol cheie ı̂n dezvoltarea actuală a geometriei diferenţiale. Acest domeniu

de studiu care are multe aplicaţii ı̂n alte ramuri ştiinţifice este ı̂ncă extrem de ofertant,

existând multe probleme deschise demne de investigat. Scopul prezentei teze de docto-

rat este acela de a obţine noi rezultate ı̂n această direcţie. Studiul se va concentra pe

patru direcţii principale: deducerea de inegalităţi optime pentru invarianţi de curbură ai

subvarietăţilor, determinarea proprietăţilor fundamentale ale structurilor statistice mixt

3-Sasaki şi mixt 3-cosimplectice, precum şi al submersilor statistice ı̂ntre varietăţi de

acest tip, stabilirea unor criterii pentru stabilitatea/instabilitatea T -formelor spaţiale şi

clasificarea hipersuprafeţelor de producţie cu izocuante minimale. În continuare vom des-

crie pe larg motivaţia problemelor abordate, principalele rezultate obţinute, consecinţe

ale acestor rezultate şi câteva probleme deschise care derivă din studiul ı̂ntreprins.

Obţinerea unor relaţii cât mai simple ı̂ntre invarianţii de curbură, atât de natură

intrinsecă, precum şi extrinsecă, este o problemă cheie ı̂n teoria subvarietăţilor Riemann

[18]. Un moment de cotitură ı̂n găsirea unor astfel de relaţii a fost introducerea δ-

invarianţilor de către Chen ı̂n [17]. În lucrarea la care facem referire, autorul a introdus

aceşti invarianţi de curbură (numiţi ı̂n prezent invarianţi Chen) şi pentru utilizarea lor

a dedus inegalităţi optime care implică noii invarianţi şi principalul invariant extrinsec

(şi anume pătratul curburii medii ∥H∥2) pentru subvarietăţi ı̂n forme spaţiale reale. De

atunci, teoria δ-invarianţilor a devenit un domeniu activ şi fructuos de cercetare (a se

vedea [18]). Pe de altă parte, noţiunea de curbură Casorati (care este un invariant

extrinsec) a fost introdusă ı̂n anul 1890, pentru suprafeţe ı̂n spaţiul euclidian E3 (a

se vedea [15]). Curbura Casorati corespunde mai bine intuţiei noastre comune asupra

conceptului de curbură, raportat la curbura Gauss clasică. Acest lucru se datorează
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faptului că spre deosebire de curbura Gauss, care se poate anula şi pentru suprafeţe care

intuitiv nu arată plate, curbura Casorati este identic zero doar pentru plane. Datorită

acestui aspect, Casorati a propus noţiunea de curbură a unei suprafeţe S din E3 sub

forma C = 1
2
(κ2

1 + κ2
2), unde k1 şi k2 reprezintă curburile principale ale lui S. În cazul

general al unei subvarietăţi ı̂ntr-o varietate Riemann, curbura Casorati se defineşte ca

pătratul normalizat al lungimii formei a doua fundamentale [24].

În ultimul deceniu, diverşi geometrii au obţinut inegalităţi de tip Chen ı̂ntre curburile

Casorati şi diverşi invarianţi intrinseci. Principalele rezultate obţinute ı̂n acest domeniu

şi câteva probleme deschise ce implică invarianţii δ-Casorati, se găsesc ı̂n lucrarea [21].

Reamintim că subvarietăţile pentru care se realizează cazul de egalitate ı̂ntr-o inegalitate

de tip Chen se numesc subvarietăţi ideale şi denumirea de ideal este motivată de faptul

că aceste subvarietăţi primesc cantitatea minimă de tensiune din mediul ambiant. În

familia δ-invarianţilor avem curburile δ-Casorati care au fost definite utilizând curburile

Casorati ale hiperplanelor din spaţiul tangent ı̂ntr-un punct. În 2007, S. Decu, S. Haesen

şi L. Verstraelen au introdus curburile δ-Casorati normalizate δ̂C(s − 1) and δC(s − 1)

pentru o subvarietate Riemann s-dimensională a unei varietăţi Riemann. În plus, autorii

au demonstrat două inegalităţi optime pentru aceşti noi invarianţi extrinseci şi curbura

scalară normalizată ρ pentru subvarietăţi ı̂n forme spaţiale reale [23]. Un an mai târziu,

au fost definite curburile δ-Casorati normalizate generalizate δ̂C(r; s − 1), pentru orice

număr real r > s(s− 1), respectiv δC(r; s− 1), pentru orice număr real 0 < r < s(s− 1)

[24]. Ulterior, au fost realizate o mulţime de studii cu privire la aceşti invarianţi (a se

vedea [21] şi referinţele de aici). Este demn de menţionat că δ̂C(s− 1) şi δC(s− 1) sunt

doi invarianţi diferiţi, ı̂nsă ı̂n toate studiile efectuate până ı̂n 2017 s-a observat că aceştia

satisfac inegalităţi similare. Aceeaşi situaţie are loc şi pentru invarianţii δ̂C(r; s − 1) şi

δC(r; s − 1), ı̂n contrast cu toate rezultatele obţinute anterior pentru diverse clase de

subvarietăţi ı̂n forme spaţiale. În 2018, G.-E. Vı̂lcu a demonstrat o inegalitate optimă

pentru curburile Casorati normalizate ale subvarietăţilor lagrangiene ı̂n forme spaţiale

complexe [63]. În articolul tocmai menţionat, s-a obţinut un rezultat neaşteptat, şi

anume că marginile inferioare ale invarianţilor δ̂C(s−1) şi δC(s−1) sunt diferite. Aceasta

a fost prima lucrare ı̂n care s-a obţinut că inegalităţile satisfăcute de cei doi invarianţi

sunt distincte. Cazurile de egalitate ale inegalităţilor au fost de asemenea discutate ı̂n

aceeaşi lucrare, unde au fost clasificate subvarietăţile Casorati ideale ale formelor spaţiale

complexe. Un an mai târziu, M. Aquib şi alţi autori [4] au generalizat rezultatele din [63]

la cazul curburilor Casorati normalizate generalizate. Mai mult, autorii articolului [4] au

propus două probleme deschise privind subvarietăţile Legendre ı̂n forme spaţiale Sasaki şi
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subvarietăţile lagrangiene ı̂n forme spaţiale cuaternionice. Foarte recent, prima problemă

a fost complet rezolvată ı̂n [38, 39]. Cu alte cuvinte, autorii au studiat versiunea din

geometria de contact a rezultatelor obţinute ı̂n [4] şi [63]. Prima problemă abordată ı̂n

această teză constă ı̂n studiul corespondentului cuaternionic al problemei, rezolvând ı̂n

particular a doua problemă de cercetare propusă ı̂n [4].

A doua problemă abordată ı̂n teză o reprezintă investigarea curburilor Casorati ge-

neralizate ale subvarietăţilor statistice ı̂n varietăţi statistice. Noţiunea de varietate sta-

tistică apare pentru prima dată ı̂n lucrarea lui Amari [3] din necesitatea generalizării

conceptului de model statistic pe o varietate. Ulterior, au fost scrise numeroase studii

de valoare ce adaptează teoria generală a structurilor geometrice pe varietăţi la varietăţi

statistice (a se vedea, de exemplu, [27, 48, 58]). În spiritul inegalităţilor Casorati sta-

bilite ı̂n [24], Lee şi alţi autori au demonstrat ı̂n [40] unele rezultate similare ı̂n context

statistic, arătând că există o limitare superioară a valorilor curburii scalare normalizate

ı̂n funcţie de curburile Casorati ale subvarietăţilor ı̂ntr-o varietate statistică de curbură

constantă. Ne propunem să obţinem o ı̂mbunătăţire a inegalităţilor stabilite ı̂n [40], prin

luarea ı̂n considerare a unui tensor de curbură care este mai natural ı̂n context statistic

şi anume tensorul de curbură statistică propus de Opozda ı̂n [50]. Acest nou tensor a

fost introdus deoarece are toate simetriile necesare unui tensor de curbură de tip (0, 4),

spre deosebire de tensorul clasic de curbură Riemann, care ı̂n context statistic nu mai

are toate aceste simetrii [50].

Următoarea problemă abordată constă ı̂n investigarea structurilor paracuaternionice,

a 3-structurilor mixte şi a submersiilor Riemann ı̂n context statistic. Reamintim că

noţiunea de structură cuaternionică de speţa a doua, cunoscută ı̂n literatură şi sub de-

numirea de structură paracuaternionă, a fost introdusă de Libermann ı̂n [37]. Geometria

varietăţilor Riemann echipate cu structuri paracuaternionice este un domeniu de cerce-

tare interesant şi multe rezultate remarcabile au fost stabilite ı̂n ultimele decenii, inclusiv

aplicaţii ı̂n diverse domenii precum sistemele mecanice lagrangiene şi hamiltoniene (a se

vedea, de exemplu, [59, Capitolul 6] şi referinţele din acesta). Pe de altă parte, noţiunea

de 3-structură mixtă a apărut ı̂n mod natural ı̂n studiul hipersuprafeţelor ı̂n varietăţi

paracuaternionice efectuat de Ianuş, Mazzoco şi Vı̂lcu ı̂n [35]. Acest concept a fost ı̂n

continuare rafinat de Caldarella şi Pastore ı̂n [13], autorii introducând structurile mixte

3-Sasaki negative şi pozitive, precum şi structurile mixte 3-cosimplectice negative şi po-

zitive. Mai mult, au demonstrat că un spaţiu mixt 3-Sasakian pozitiv (resp. negativ)

este o varietate Einstein având constantă Einstein negativă (resp. pozitivă). Câteva

rezultate importante privind geometria acestor varietăţi şi subvarietăţi ale acestora, pre-
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cum şi exemple de astfel de spaţii, pot fi găsite ı̂n [12, 14, 36]. Motivaţi de toate aceste

studii, vom investiga influenţa existenţei structurilor cuaternionice de speţa a doua şi a

3-structurilor mixte asupra geometriei varietăţilor statistice.

O altă problemă investigată ı̂n această teză constă ı̂n studiul stabilităţii T -formelor

spaţiale. Se ştie că aplicaţia identitate 1M a unei varietăţi compacte M ne furnizează

unul dintre cele mai simple exemple de aplicaţii armonice. Dacă 1M este o aplicaţie

armonică stabilă, atunci varietatea M se numeşte stabilă, ı̂n caz contrar spunându-se că

M este instabilă. Aplicaţiile armonice sunt cunoscute a fi obiecte geometrice de mare

interes ı̂n teoria cuantică a câmpurilor şi ı̂n relativitatea generală (a se vedea [53]), fiind

investigate intens ı̂n ultimele decenii (pentru rezultate recente a se vedea monografia

[56] şi referinţele indicate aici). În particular, stabilitatea aplicaţiilor armonice este o

problemă de interes major ı̂n fizica matematică şi a fost investigată de diverşi autori (a

se vedea, de exemplu, [11, 32, 33, 51, 52] pentru mai multe rezultate privind stabilita-

tea aplicaţiilor armonice ı̂n geometria aproape complexă, aproape de (para-)contact şi

aproape cuaternionică). În ciuda simplităţii funcţiei identitate, studiul stabilităţii aces-

teia este un subiect dificil şi intrigant, deoarece variaţia a doua a acestei aplicaţii este

dificil de analizat. Un prim rezultat major ı̂n acest sens a fost obţinut de Smith [55],

care a stabilit un criteriu pentru stabilitatea varietăţilor Einstein compacte ı̂n funcţie de

prima valoare proprie a operatorului Laplace-Beltrami. Mai mult, el a demonstrat că

aplicaţia identitate a oricărei varietăţi Kähler compacte este stabilă. Deşi majoritatea

proprietăţilor varietăţilor Kähleriene se extind ı̂n mod natural la varietăţile Sasaki, este

un fapt surprinzător că aproape toate spaţiile Sasaki clasice sunt instabile. În particular,

aplicaţia identitate a oricărei sfere unitare de dimensiune impară este instabilă [55]. Re-

zultate mai generale privind stabilitatea formelor spaţiale Sasaki pot fi găsite ı̂n [32, 52].

Motivaţi de toate aceste studii, suntem interesaţi de extinderea rezultatelor de stabilitate

pentru T -varietăţi de curbură ϕ-secţională constantă. Aceasta este o problemă naturală,

deoarece T -varietăţile reprezintă o umbrelă pentru două clase importante de varietăţi,

şi anume varietăţile Kähler şi varietăţile cosimplectice. Mai mult decât atât, conform

lui Blair [9], T -varietăţile ı̂mpreună cu K-varietăţile şi S-varietăţile reprezintă cele trei

clase importante de varietăţi care au grupul structural U(n)×O(s).

Ultimul subiect abordat ı̂n această teză este studiul unor clase de hipersuprafeţe ale

spaţiului euclidian de dimensiune (n+1) ce sunt de mare interes ı̂n teoria producţiei. Este

cunoscut faptul că funcţiile de producţie reprezintă unul dintre concepte fundamentale

folosite ı̂n economie [54]. Deoarece funcţiile de producţie cu n factori pot fi identifi-

cate ı̂n mod natural cu hipersuprafeţele spaţiului euclidian (n + 1)-dimensional (a se
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vedea [60, 62]), studiul modelelor de producţie cu ajutorul instrumentelor geometriei

diferenţiale a devenit un subiect fervent ı̂n ultimii ani (a se vedea, de exemplu, [6, 61]).

Prin urmare, putem găsi ı̂n literatura recentă multe rezultate de clasificare geometrică

pentru modelele de producţie fundamentale utilizate ı̂n analiza economică, şi anume mo-

dele de producţie omogene [22], de tip cvasi-sumă [7, 20], omotetice [19], cvasiomogene

(sau ponderat omogene) [2] şi de tip cvasi-produs [1, 28]. Demonstraţiile acestor rezul-

tate de clasificare sunt foarte tehnice, implicând ı̂n general o combinaţie de metode din

analiza matematică, geometria diferenţială, ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale.

Printre proprietăţile geometrice ale funcţiilor de producţie, cele legate de curbura Gauss

şi curbura medie a hipersuprafeţelor de producţie corespunzătoare sunt de interes pri-

mordial. Reamintim că minimalitatea modelelor de producţie de tip cvasi-sumă a fost

investigată de Y. Du, Y. Fu şi X. Wang [26], autorii obţinând o teoremă de clasificare

pentru dimensiunile 2 şi 3. Recent, Y. Luo şi X. Wang [42] au extins clasificarea la

cazul modelelor de producţie de tip cvasi-produs. Minimalitatea este o proprietate fun-

damentală investigată iniţial ı̂n geometria diferenţială (a se vedea, de exemplu, [25]), dar

datorită semnificaţiei şi potenţialelor sale aplicaţii, a fost ulterior luată ı̂n considerare ı̂n

multe alte domenii, cum ar fi calculul variaţional, teoria potenţialului, analiză complexă,

arhitectură, relativitatea generală, inginerie moleculară, sculptură, aviaţie, economie şi

ştiinţa materialelor. Ne concentrăm studiul pe minimalitatea izocuantelor, un concept

cheie atât ı̂n teoria producţiei, cât şi ı̂n cea a ofertei, ce a fost introdus independent

de A.L. Bowlley, R. Frisch, C.W. Cobb şi A.P. Lerner (pentru detalii despre paterni-

tatea noţiunii, a se vedea [41]). În linii mari, o izocuantă ilustrează geometric toate

combinaţiile posibile de factori de producţie ce asigură un anumit nivel al producţiei. În

ciuda importanţei geometriei izocuantelor ı̂n luarea celei mai bune decizii pentru minimi-

zarea costurilor şi, prin urmare, pentru maximizarea profitului, nu s-au obţinut rezultate

de clasificare pentru modelele de producţie cu izocuante minimale. Acest lucru se da-

torează lipsei unor metode adecvate pentru rezolvarea ecuaţiei cu derivate parţiale ce

caracterizează proprietatea minimalităţii ı̂n acest cadru. Scopul nostru este de a obţine

un astfel de rezultat de clasificare ı̂n cazul modelelor de producţie de tip cvasi-produs.

Descrierea tezei şi elemente de conţinut.

Subvarietăţile lagrangiene, o clasă de subvarietăţi Riemann ce au apărut ı̂n mod na-

tural ı̂n cadrul mecanicii hamiltoniene, joacă un rol important ı̂n unele teorii moderne

ale fizicii. În primul capitol al tezei, intitulat Subvarietăţi lagrangiene ı̂n varietăţi

cuaternionice Kähler şi al cărui conţinut se bazează pe [5], utilizând o tehnică de opti-

mizare pe subvarietăţi imersate ı̂n varietăţi Riemann, sunt obţinute mai ı̂ntâi inegalităţi
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pentru invarianţii de curbură δ-Casorati ai subvarietăţilor lagrangiene ı̂n forme spaţiale

cuaternionice, adică ı̂n varietăţi cuaternionice Kähler de curbură q-secţională constantă.

Teorema 1. [5] Fie M s o subvarietate lagrangiană a unei forme spaţiale cuaternionice

M̂4s(c).

(i) Pentru orice număr real r astfel ı̂ncât 0 < r < s(s− 1), are loc inegalitatea:

ρ ≤ δC(r; s− 1)

s(s− 1)
+

c

4
− 2r2

(s− 1)[s2 + s(r − 1) + r]
∥H∥2. (1)

(ii) Pentru orice număr real r astfel ı̂ncât r > s(s− 1), are loc inegalitatea:

ρ ≤ δ̂C(r; s− 1)

s(s− 1)
+

c

4
− 2s[s2 + s(r − 1)− 2r]

(s− 1)[s2 + s(r − 1) + r]
∥H∥2. (2)

O subvarietate Casorati ideală ı̂ntr-o varietate Riemann este o subvarietate care satis-

face identic cazul de egalitate ı̂ntr-o inegalitate optimă ce implică invarianţii de curbură

δ-Casorati. Am arătat că ı̂n familia subvarietăţilor lagrangiene ı̂n forme spaţiale cua-

ternionice, există doar două subclase de subvarietăţi Casorati ideale, mai exact familia

subvarietăţilor total geodezice şi o subfamilie particulară de subvarietăţi H-ombilicale.

Reamintim că subvarietăţile lagrangiene H-ombilicale au fost introduse ı̂n [49] deoarece

nu există subvarietăţi lagrangiene total ombilicale proprii ı̂n forme spaţiale cuaternionice.

Definiţia 1. [49] O subvarietate lagrangiană non-total geodezicăM s ı̂ntr-o formă spaţială

cuaternionică M̂4s(c) se numeşte H-ombilicală dacă forma a doua fundamentală satis-

face: 

σ(e1, e1) =
∑
ς

λςJςe1,

σ(e2, e2) = · · · = σ(es, es) =
∑
ς

µςJςe1,

σ(e1, ej) =
∑
ς

µςJςej, j = 2, . . . , s,

σ(ei, ej) = 0, i ̸= j, i, j = 2, . . . , s,

(3)

pentru anumite funcţii {λς , µς}ς=1,2,3, ı̂n raport cu un reper local ortonormal.

Am obţinut următoarele rezultate.

Teorema 2. [5] Fie M o subvarietate lagrangiană a unei forme spaţiale cuaternionice

M̂4s(c). Atunci M este o subvarietate ideală pentru (2) dacă şi numai dacă M este o

subvarietate total geodezică.
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Teorema 3. [5] Fie M o subvarietate lagrangiană a unei forme spaţiale cuaternionice

M̂4s(c). Dacă M este o subvarietate ideală pentru (1), atunci fie M este o subvarietate

total geodezică, fie M este o subvarietate H-ombilicală ce satisface (3) cu µς =
s2−s+2r

r
λς ,

ς = 1, 2, 3.

La sfârşitul capitolului am furnizat exemple ilustrative pentru rezultatele obţinute.

În particular, am arătat că o ı̂ntreagă familie de subvarietăţi lagrangiene Casorati ideale

poate fi construită folosind conceptul de extensor cuaternionic introdus ı̂n [49].

Exemplul 1. [5] Spaţiul proiectiv real RP n
(
c
4

)
(de curbură secţională constantă c

4
)

poate fi imersat natural ı̂n spaţiul proiectiv cuaternionic HP n(c) ca o subvarietate total

geodezică (a se vedea [29, 43]). Această imersie este definită ı̂n termeni de coordonate

omogene ca ι : RP n
(
c
4

)
→ HP n(c), ι(u) = (u, 0, 0, 0). Prin urmare, ι ne furnizează un

exemplu simplu de subvarietate lagrangiană Casorati ideală pentru (1) şi (2).

Exemplul 2. [5] Sfera Riemanniană n-dimensională ne furnizează un al doilea exemplu

remarcabil de subvarietate total geodezică ı̂n HP n(c) (a se vedea [16]). Evident, aceasta

reprezintă o subvarietate lagrangiană Casorati ideală pentru (1) şi (2).

Exemplul 3. [5] O ı̂ntreagă familie de subvarietăţi lagrangiene Casorati ideale pentru

(1) şi (2) poate fi obţinută prin intermediul extensorilor cuaternionici introduşi ı̂n [49].

Reamintim că un extensor cuaternionic al unei imersii izometrice G : Mn−1 → Em a

unei varietăţi Riemann M de dimensiune n − 1 ı̂n spaţiul euclidian m-dimensional Em,

este imersia produs tensorial dintre o curbă de viteză unitară F : I → H din planul

cuaternionic şi imersia G, notată prin ϕ = F ⊗G : I×Mn−1 → H⊗Em = Hm şi definită

astfel: ϕ(t, p) = F (t)⊗G(p), ∀ t ∈ I, p ∈ Mn−1.

Aplicând [49, Propoziţia 3.3], rezultă că prin considerarea incluziunii ι : Sn−1 → En

a hipersferei unitate Sn−1 ı̂n En, a curbei de viteză unitară F ı̂n H definită prin F (t) =

(t + a)q, pentru o constantă a ∈ R şi un cuaternion unitar q ∈ H, se obţine extensorul

cuaternionic ϕ = F ⊗ ι ce defineşte o subvarietate lagrangiană total geodezică ı̂n Hn.

Prin urmare, ϕ = F ⊗ι ne furnizează exemple de subvarietăţi lagrangiene Casorati ideale

ı̂n spaţiul cuaternionic euclidian Hn pentru (1) şi (2), pentru orice a ∈ R şi pentru orice

cuaternion unitar q ∈ H. Remarcăm că ı̂n cazul ı̂n care curba generatoare F este o curbă

de viteză unitară F ı̂n H diferită de F (t) = (t+a)q, pentru a ∈ R şi q ∈ H un cuaternion

unitar, atunci orice extensor cuaternionic ϕ = F ⊗ ι defineşte o subvarietate lagrangiană

ı̂n Hn, cu forma a doua fundamentală σ satisfăcând (3) pentru λς =< F ′′, JςF
′ > şi

µς =<
(

F
||F ||

)′
, Jς

(
F

||F ||

)
>, unde ς = 1, 2, 3. Prin urmare, concluzionăm că ı̂n acest caz

ϕ = F ⊗ ι defineşte o subvarietate lagrangiană H-ombilicală a lui Hn.
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În [40], Lee şi colaboratorii săi au demonstrat unele inegalităţi optimale implicând

curbura scalară normalizată şi curburile δ-Casorati normalizate ale subvarietăţilor ı̂ntr-o

varietate statistică de curbură constantă, rezultate ce au fost ulterior generalizate de

către Bansal şi alţi autori ı̂n [8] la cazul curburilor δ-Casorati generalizate normalizate.

În Capitolul 2, Inegalităţi de curbură pentru subvarietăţi statistice ı̂n varietăţi

statistice, al cărui conţinut se bazează pe [44], vom ı̂mbunătăţi aceste inegalităţi, luând

ı̂n considerare un tensor de curbură natural ı̂n context statistic, numit tensorul de curbură

statistică, introdus de Opozda ı̂n [50]. Reamintim că o varietate statistică (M, ḡ,∇) este

o varietate Riemann ı̂nzestrată cu o pereche de conexiuni afine fără torsiune ∇̄ şi ∇̄∗,

astfel ı̂ncât: Zḡ(X, Y ) = ḡ(∇ZX, Y ) + g(X,∇∗
ZY ), pentru orice X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Conexiunile ∇ şi ∇∗
sunt numite conexiuni duale (conjugate). Dacă ∇◦

este conexiu-

nea Levi-Civita a metricii ḡ, atunci conexiunea afină ∇ admite ı̂ntotdeauna o conexiune

duală ∇∗
ce satisface ∇+∇∗

= 2∇◦
. Fie R şi R

∗
tensorii de curbură pentru ∇, respectiv

∇∗
. O structură statistică (∇, g) se spune că este de curbură constantă c ∈ R dacă

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y },∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Cu notaţiile precedente, definim tensorul de curbură statistică S prin [50]:

S(X, Y )Z =
1

2
{R(X, Y )Z +R∗(X, Y )Z}.

O varietate statistică (M, ḡ,∇) se numeşte formă spaţială statistică dacă S este dat prin:

S(X, Y )Z = c{ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y },

pentru orice câmpuri vectoriale X, Y, Z pe M , unde c este o constantă reală. Un astfel

de spaţiu se notează prin M(c).

Pentru o subvarietate statistică M a unei varietăţi statistice (M, ḡ,∇), vom nota prin

h şi h∗ tensorii de scufundare statistică ı̂n raport cu conexiunile duale∇ şi∇∗
, şi prinH şi

H∗ vectorii curbură medie corespunzători. Se verifică imediat că 2H◦ = H+H∗, undeH◦

este vectorul curbură medie pe M definit prin intermediul formei a doua fundamentale

h◦ ı̂n raport cu conexiunea Levi-Civita ∇◦ pe M . Dacă h◦ = 0, atunci M este total

geodezică (̂ın raport cu ∇◦).

Am obţinut următoarea ı̂mbunătăţire a inegalităţilor stabilite ı̂n [8] şi [40].

Teorema 4. [44] Fie Mn o subvarietate statistică a unei forme spaţiale statistice M
m
(c).

Atunci:

i. Curburile δ-Casorati normalizate δC(r, n− 1) şi δ∗C(r, n− 1) satisfac

ρ ≤ 2δ◦C(r, n− 1)

n(n− 1)
+

C0

2(n− 1)
− 4n

n− 1

∥∥H◦∥∥2+ 2n

n− 1
g(H,H∗) + c, (4)
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unde 2δ0C(r, n− 1) = δC(r, n− 1) + δ∗C(r, n− 1) şi 2C0 = C + C∗.

ii.Curburile δ-Casorati normalizate δ̂C(r, n− 1) şi δ̂∗C(r, n− 1) satisfac

ρ ≤ 2δ̂◦C(r, n− 1)

n(n− 1)
+

C0

2(n− 1)
− 4n

n− 1

∥∥H◦∥∥2+ 2n

n− 1
g(H,H∗) + c, (5)

unde 2δ̂0C(r, n− 1) = δ̂C(r, n− 1) + δ̂∗C(r, n− 1).

Ca o consecinţă imediată a acestei teoreme, deducem următorul rezultat.

Corolarul 1. [44] Fie Mn o subvarietate statistică a unei forme spaţiale statistice

M
m
(c). Atunci:

i. Curburile δ-Casorati normalizate δC(n− 1) şi δ∗C(n− 1) satisfac

ρ ≤ 2δ◦C(n− 1) +
C0

2(n− 1)
− 4n

n− 1

∥∥H◦∥∥2+ 2n

n− 1
g(H,H∗) + c. (6)

unde 2δ0C(n− 1) = δC(n− 1) + δ∗C(n− 1).

ii. Curburile δ-Casorati normalizate δ̂C(n− 1) şi δ̂∗C(n− 1) satisfac

ρ ≤ 2δ̂◦C(n− 1) +
C0

2(n− 1)
− 4n

n− 1

∥∥H◦∥∥2+ 2n

n− 1
g(H,H∗) + c. (7)

unde 2δ̂0C(n− 1) = δ̂C(n− 1) + δ̂∗C(n− 1).

Investigând cazurile de egalitate ale inegalităţilor anterioare, am stabilit următoarele

rezultate.

Teorema 5. [44] Fie Mn o subvarietate statistică a unei forme spaţiale statistice M
m
(c).

Atunci cazul de egalitate al oricăreia dintre inegualităţile (4) şi (5) are loc ı̂ntr-un punct

x ∈ M dacă şi numai dacă tensorii de scufundare statistică h şi h∗ satisfac ı̂n punctul

x relaţia h∗ = −h.

Corolarul 2. [44] Fie Mn o subvarietate statistică a unei forme spaţiale statistice

M
m
(c). Atunci cazul de egalitate al oricăreia dintre inegualităţile (4) şi (5) are loc

ı̂n orice punct x ∈ M dacă şi numai dacă M este o subvarietate total geodezică a lui

M
m
(c) ı̂n raport cu conexiunea Levi-Civita.

Pentru a ilustra rezultatele, am construit un exemplu, după cum urmează.

Exemplul 4. [44] Considerăm Hm+1 = {(x1, ..., xm+1) ∈ Rm+1|xm+1 > 0} echipat cu

metrica naturală ḡ = 1
(xm+1)2

∑m+1
i=1 (dxi)

2. Considerăm de asemenea conexiunea afină ∇̄
definită prin

∇̄ ∂
∂xi

∂

∂xj

= 0, 1 ≤ i ̸= j ≤ m, ∇̄ ∂
∂xi

∂

∂xm+1

= ∇̄ ∂
∂xm+1

∂

∂xi

= 0, 1 ≤ i ≤ m,
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∇̄ ∂
∂xi

∂

∂xi

=
2

xm+1

∂

∂xm+1

, 1 ≤ i ≤ m, ∇̄ ∂
∂xm+1

∂

∂xm+1

=
1

xm+1

∂

∂xm+1

.

Se ştie că (∇̄, ḡ) este o structură statistică de curbură constantă 0 pe Hm+1 (conform

[30]). Rezultă că (∇̄∗, ḡ) este de asemenea o structură statistică de curbură constantă

0 pe Hm+1. Astfel concluzionăm că Hm+1 este o formă spaţială statistică de curbură

constantă 0. Considerăm acum imersia ι : Hn+1 → Hm+1 definită prin ι(x1, ..., xn+1) =

(0, . . . , 0, x1, ..., xn+1), unde n < m. Atunci se verifică uşor că ι este o imersie total

geodezică ce ne furnizează un exemplu natural de subvarietate statistică ce satisface

cazurile de egalitate ale tuturor inegalităţilor stabilite anterior, şi anume (4), (5), (6) şi

(7).

În Capitolul 3, Varietăţi statistice mixt 3-Sasaki şi submersii statistice, al

cărui conţinut se bazează pe [45], investigăm influenţa existenţei structurilor paracua-

ternionice şi a 3-structurilor mixte asupra geometriei varietăţilor statistice. Noţiunea de

structură cuaternionică de speţa a doua, ı̂ntâlnită ı̂n literatura de specialitate mai ales

sub denumirea de structură paracuaternionică, a fost introdusă de Libermann ı̂n [37].

Proprietăţile fundamentale ale varietăţilor ı̂nzestrate cu astfel de structuri au fost stabi-

lite ı̂n [31]. 3-structurile mixte reprezintă pandantul ı̂n dimensiune impară al structurilor

cuaternionice de speţa a doua. Conceptul de 3-structură mixtă a apărut ı̂n mod natural

ı̂n studiul hipersuprafeţelor luminoase ale varietăţilor paracuaternionice [35].

Am dedus mai ı̂ntâi proprietăţile de bază ale varietăţilor statistice echipate cu astfel

de structuri, concentrându-ne pe cazul varietăţilor statistice mixt 3-Sasaki şi paracua-

ternionice Kähler.

Teorema 6. [45] Dacă (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) este o varietate cu o 3-structură mixtă

statistică, atunci pentru orice câmpuri vectoriale X, Y şi Z pe M avem:

(∇Xωα)(Y, Z) = g(Y,∇∗
XφαZ − φα∇XZ) (8)

şi

∇XφαY − φα∇∗
XY = (∇◦

Xφα)Y +KXφαY + φαKXY, (9)

pentru α = 1, 2, 3, unde ωα(Y, Z) = g(Y, φαZ) şi KXY = ∇XY −∇◦
XY .

Teorema 7. [45] (i) O varietate cu o 3-structură mixtă statistică (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g)

este mixt 3-Sasaki dacă şi numai dacă:

∇XφαY − φα∇∗
XY = τα[g(X, Y )ξα − εαηα(Y )X] (10)

şi

∇Xξα = εα[g(∇Xξα, ξα)ξα − φαX] (11)



14 Crina Daniela Neacşu

sau, echivalent, dacă şi numai dacă

∇∗
XφαY − φα∇XY = τα[g(X, Y )ξα − εαηα(Y )X] (12)

şi

∇∗
Xξα = εα[g(∇∗

Xξα, ξα]ξα − φαX), (13)

pentru orice câmpuri vectoriale X şi Y pe M .

(ii) O varietate cu o 3-structură mixtă statistică (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) este mixt

3-cosimplectică dacă şi numai dacă:

∇XφαY = φα∇∗
XY (14)

sau, echivalent, dacă şi numai dacă

∇∗
XφαY = φα∇XY (15)

pentru orice câmpuri vectoriale X şi Y pe M .

Teorema 8. [45] Fie (M,∇, σ, g) o varietate statistică paracuaternionică de tip aproape

Hermitian. Atunci (M,∇, σ, g) este o varietate statistică de tip paracuaternionic Kähler

dacă şi numai dacă (M,∇∗, σ∗, g) este o varietate statistică de acelaşi tip.

Teorema 9. [45] Fie (M,∇, σ, g) o varietate statistică paracuaternionică de tip aproape

Hermitian. Atunci (M,∇, σ, g) este o varietate statistică de tip parahiper-Kähler dacă

şi numai dacă (M,∇∗, σ∗, g) este o varietate statistică de tip parahiper-Kähler.

Exemplul 5. [45] Fie (M,∇, P, g) o varietate de tip aproape para-Hermitian (pentru

exemple de astfel de varietăţi, a se vedea [64, Secţiunea 5]). În continuare vom arăta că

fibratul tangent TM al luiM poate fi ı̂nzestrat cu o structură statistică paracuaternionică

de tip aproape Hermitian. Mai ı̂ntâi, remarcăm că TM poate fi echipat cu o metrică de

tip Sasaki, definită prin: G(A,B) = g(kA, kB) + g(π∗A, π∗B), unde A,B sunt câmpuri

vectoriale pe TM , π : TM → M este proiecţia canonică, iar k este aplicaţia de conexiune

asociată conexiunii Levi-Civita a metricii g. Notăm de asemenea că dacă X∈Γ(TM),

atunci există un unic câmp vectorial pe TM , notat Xh şi numit liftul orizontal al lui X,

şi un unic câmp vectorial pe TM notat Xv şi numit liftul vertical al lui X, astfel ı̂ncât

pentru orice U∈TM avem: π∗X
h
U = Xπ(U), π∗X

v
U = 0π(U), kXh

U = 0π(U), kXv
U = Xπ(U).

Reamintim acum că, ı̂n conformitate cu Teorema 3.1 din [34], se poate defini o conexiune

liniară fără torsiune ∇′ pe TM compatibilă cu G. Prin urmare, rezultă că (TM,∇′, G)
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este o varietate statistică. Utilizând acum structura aproape produs P pe M , putem

defini trei câmpuri tensoriale {J1, J2, J3} pe TM astfel:J3X
h = Xv

J3X
v = −Xh

,

J2X
h = (φX)v

J2X
v = (φX)h

,

J1X
h = −(φX)h

J1X
v = (φX)v

.

Prin calcul direct se verifică faptul că H = ({J1, J2, J3}) este o structură aproape para-

hipercomplexă pe TM . Mai mult, considerând 3-subfibratul σ generat de H, rezultă

imediat că (TM,∇′, σ,G) este o varietate statistică paracuaternionică de tip aproape

Hermitian. În plus, obţinem de asemenea că (TM,∇′, σ,G) este o varietate statistică

de tip parahiper-Kähler, dacă (M,∇, P, g) este o varietate statistică de tip para-Kähler

plată.

Următoarea parte a capitolului investighează submersiile statistice având spaţiul total

o varietate statistică mixt 3-Sasaki, respectiv o varietate statistică de tip paraquaterni-

onic Kähler.

Definiţia 2. [58] Dacă (M,∇, g) şi (N,∇N , gN) sunt varietăţi statistice, atunci o sub-

mersie semi-Riemann π : M → N se numeşte submersie statistică dacă π∗(∇XY )p =

(∇N
X′Y ′)π(p) pentru toate câmpurile vectoriale bazice X, Y pe M care sunt π-corelate cu

X ′ şi Y ′ pe N , pentru orice p ∈ M .

Reamintim că vectorii tangenţi la fibrele unei submersii statistice π : M → N sunt

numiţi verticali, iar vectorii normali la fibre se numesc orizontali. Vom nota prin V
distribuţia verticală, prin H distribuţia orizontală, iar prin v şi h proiecţiile pe V şi H
(proiecţia verticală şi proiecţia orizontală). Un câmp vectorial orizontal X pe M este

bazic, dacă X este π-corelat cu un câmp vectorial X ′ pe N . Este evident că orice câmp

vectorial X ′ pe N admite un unic lift orizontal X pe M şi X este bazic.

Dacă π : M → N este o submersie statistică, atunci se ştie că orice fibră admite o

structură statistică naturală [58]. Aşadar, orice fibră este o varietate statistică. Cone-

xiunile afine induse pe fibre de către conexiunile duale ∇ and ∇∗ de pe M sunt notate

prin ∇̂ şi ∇̂∗. Remarcaăm că ∇̂ şi ∇̂∗ sunt conexiuni afine fără torsiune şi sunt duale ı̂n

raport cu metrica indusă pe fibre.

Pentru o submersie statistică π : M → N este de asemenea posibil să definim ca ı̂n

cazul submersiilor semi-Riemann, tensorii lui O’Neill T şi A prin

T (E,F ) = TEF = h∇vEvF + v∇vEhF, A(E,F ) = AEF = v∇hEhF + h∇hEvF,

unde E,F ∈ Γ(TM). În mod similar, putem considera tensorii lui O’Neill T ∗ şi A∗ pe M

punând ∇∗ ı̂n locul lui ∇ ı̂n ecuaţiile precedente. Dacă TUV = 0, pentru toate câmpurile

vectoriale verticale U şi V pe M , atunci π se spune că are fibre izometrice [57].
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Definiţia 3. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate cu o 3-structură mixtă sta-

tistică şi (N,∇N , gN) o varietate statistică. Atunci o submersie statistică π : M → N

se numeşte

(i) invariantă dacă φα(Kerπ∗) ⊂ Kerπ∗, pentru α∈{1, 2, 3}.

(ii) anti-invariantă dacă φα(Kerπ∗) ⊂ (Kerπ∗)
⊥, pentru α∈{1, 2, 3}.

Teorema 10. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate cu o 3-structură mixtă

statistică şi (N,∇N , gN) o varietate statistică. Dacă π : M → N este o submersie

statistică anti-invariantă, atunci câmpurile vectoriale de structură ξ1, ξ2 şi ξ3 nu pot fi

toate verticale.

Teorema 11. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate statistică mixt 3-Sasaki şi

(N,∇N , gN) o varietate statistică. Dacă π : M → N este o submersie statistică astfel

ı̂ncât câmpurile vectoriale de structură ξ1, ξ2 şi ξ3 sunt toate orizontale, atunci π este

anti-invariantă.

Teorema 12. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate cu o 3-structură mixtă

statistică şi (N,∇N , gN) o varietate statistică. Dacă π : M → N este o submersie

statistică invariantă, atunci câmpurile vectoriale de structură ξ1, ξ2 şi ξ3 sunt toate fie

verticale, fie orizontale.

Teorema 13. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate statistică mixt 3-Sasaki

(respectiv o varietate statistică mixt 3-cosimplectică) şi (N,∇N , gN) o varietate statistică.

Dacă π : M → N este o submersie statistică invariantă astfel ı̂ncât câmpurile vectoriale

de structură ξ1, ξ2 şi ξ3 sunt verticale, atunci orice fibră a submersiei este o varietate

statistică mixt 3-Sasaki (respectiv o varietate statistică mixt 3-cosimplectică)

Teorema 14. [45] Fie (M,∇, (φα, ξα, ηα)α=1,3, g) o varietate statistică mixt 3-Sasaki

sau mixt 3-cosimplectică şi (N,∇N , gN) o varietate statistică. Dacă π : M → N este o

submersie statistică invariantă astfel ı̂ncât câmpurile vectoriale de structură ξ1, ξ2 şi ξ3

sunt verticale, atunci π este o submersie statistică având fibrele izometrice.

Teorema 15. [45] Fie π : M → M ′ o submersie statistică de tip paracuaternionic

Kähler. Atunci:

(i) Fibrele şi baza lui π sunt varietăţi statistice de tip paracuaternionic Kähler.

(ii) π este o submersie statistică având fibrele izometrice.

Ca o consecinţă imediată a teoremei precedente, avem următorul rezultat.
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Corolarul 3. [45] Fie π : M → M ′ o submersie statistică de tip parahiper-Kähler.

Atunci fibrele şi baza lui π sunt varietăţi statistice de tip parahiper-Kähler. În plus, π

are fibrele izometrice.

Capitolul se ı̂ncheie cu un exemplu ilustrativ.

Exemplul 6. [45] Dacă (M,∇, σ, g) este o varietate statistică paracuaternionică de tip

aproape Hermitian, atunci se ştie că fibratul tangent TM echipat cu metrica Sasaki

G poate fi ı̂nzestrat cu o conexiune liniară ∇′, astfel ı̂ncât (TM,∇′, G) este o varie-

tate statistică (a se vedea [34]). Mai mult decât atât, putem defini pentru orice bază

locală canonică {J1, J2, J3} a lui σ următoarele câmpuri tensoriale pe TM : J ′
αX

h =

(JαX)h, J ′
αX

v = (JαX)v, α∈{1, 2, 3}. Dacă σ′ = Span{J ′
1, J

′
2, J

′
3}, atunci se verifică uşor

că (TM,∇′, σ′, g′) este o varietate statistică paracuaternionică de tip aproape Hermitian

şi proiecţia canonică π : TM → M ne furnizează un exemplu netrivial de submersie

statistică paracuaternionică de tip de tip aproape Hermitian. În plus, π este o submersie

statistică de tip parahiper-Kähler cu fibre izometrice, dacă (M,∇, σ, g) este plată.

În Capitolul 4, Stabilitatea T -formelor spaţiale, al cărui conţinut se bazează

pe [46], vom investiga stabilitatea T -varietăţilor compacte de curbură ϕ-secţională con-

stantă, adică T -formelor spaţiale compacte. În ciuda simplităţii funcţiei identitate, stu-

diul stabilităţii acesteia este un subiect dificil şi intrigant, deoarece a doua variaţie a

acestei aplicaţii este dificil de analizat şi, ı̂n general, necesită o interacţiune de tehnici (a

se vedea [32, 55]).

În primul rezultat principal al capitolului, folosind a doua formulă de variaţie pentru

funcţia identitate 1M a unei T -forme spaţiale compacteM , găsim condiţia ı̂n care această

funcţie este stabilă. Astfel, am demonstrat următorul rezultat.

Teorema 16. [46] Orice T -formă spaţială compactă M de curbură ϕ-secţională con-

stantă c ≥ 0 este stabilă.

Din Teorema 16 putem deduce ca şi corolarii că aplicaţia identitate a oricărei forme

spaţiale complexe M(c) este stabilă, precum şi aplicaţia identitate a oricărei forme

spaţiale cosimplectice M(c) este stabilă, ı̂n ipoteza că c ≥ 0. Am dori să subliniem

că aceste rezultate nu sunt la fel de generale ca cele cunoscute ı̂n literatură pentru va-

rietăţile Kähler şi cosimplectice (aceste varietăţi fiind cunoscute a fi stabile ı̂n ipoteze de

compacitate - a se vedea [10, 11]), dar ne arată că T -varietăţile reprezintă o familie mult

mai interesantă din punctul de vedere al geometriei aplicaţiei identitate, deoarece există

posibilitatea ca aceste varietăţi să fie instabile.
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În cel de-al doilea rezultat principal al acestui capitol, folosind formula Weitzenböck,

demonstrăm că o T -formă spaţială compactă (2n + s)-dimensională, de curbură ϕ-

secţională constantă c ≤ 0, este instabilă, dacă prima valoare proprie a operatorului

Laplace-Beltrami are o limită superioară ı̂n funcţie de n şi c, după cum urmează.

Teorema 17. [46] Fie M o T -formă spaţială compactă (2n + s)-dimensională având

curbură ϕ-secţională constantă c ≤ 0. Dacă prima valoare proprie λ1 a operatorului

Laplace-Beltrami satisface λ1 < −c(n+ 1), atunci 1M este instabilă.

În Capitolul 5, intitulat Asupra minimalităţii izocuantelor hipersuprafeţelor

de producţie, şi al cărui conţinut se bazează pe [47], este investigată geometria izocuan-

telor unei funcţii de producţie f cu un număr arbitrar de factori de producţie n, acestea

fiind un concept cheie folosit ı̂n luarea celei mai bune decizii pentru optimizarea costu-

rilor de producţie. O izocuantă reprezintă mulţimea tuturor combinaţiilor posibile de

inputuri (x1, ..., xn) utilizate ı̂ntr-un proces de producţie ce conduc la un nivel specificat

al outputului f ∗. O astfel de izocuantă se notează prin Hf∗ şi se mai numeşte mulţimea

de nivel f ∗ a funcţiei de producţie f . Se ştie că orice funcţie de producţie f cu n inputuri

poate fi identificată cu o hipersuprafaţa H a spaţiului euclidian (n+1)-dimensional En+1,

ce este definită prin [62]

H = {(x1, ..., xn, f(x1, ..., xn)) | (x1, . . . , xn) ∈ D}. (16)

Prin această identificare, proprietăţile modelelor de producţie pot fi reinterpretate ı̂n

funcţie de geometria hipersuprafeţelor grafice asociate (numite hipersuprafeţe de producţie)

[19, 62]. Studiul ı̂ntreprins ı̂n acest capitol este axat pe izocuantele hipersuprafeţelor co-

respunzătoare modelelor de producţie de tip cvasi-produs cu n inputuri. Reamintim că

o funcţie de producţie f se numeşte cvasi-produs dacă este exprimată ca [1]

f(x1, . . . , xn) = F

(
n∏

i=1

gi(xi)

)
, (17)

unde gi (i = 1, . . . , n) şi F sunt funcţii continue, pozitive şi strict monotone. În cazul

particular ı̂n care F este aplicaţia identitate, funcţia de producţie f dată anterior se

spune că este o funcţie de producţie produs sau o funcţie de producţie factorizabilă. Ca

exemple particulare importante de astfel de modele de producţie, avem celebrele funcţii

de producţie Cobb-Douglas, CES, transcendental şi Mitscherlich-Spillman (a se vedea

[1, 28, 42] pentru detalii).

În rezultatul principal al acestui capitol, obţinem clasificarea completă a funcţiilor

de producţie cvasi-produs ale căror izocuante sunt minimale, arătând că există exact 9

modele de producţie cu o astfel de proprietate, după cum urmează.
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Teorema 18. [47] Presupunem că D ⊂ Rn este un domeniu deschis şi fie f : D → R+

o funcţie de producţie de tip quasi-produs dată prin (17), unde F, g1, . . . , gn sunt funcţii

de două ori diferenţiabile. Atunci f are izocuante minimale dacă şi numai dacă, modulo

o translaţie, f se reduce la una din următoarele funcţii:

(a)

f(x1, . . . , xn) = α
n−1∏
i=1

(βixi + γi)gn(xn) + β,

unde α, β, βi, γi sunt constante reale cu α ̸= 0 şi βi ̸= 0 pentru i = 1, . . . , n, astfel

ı̂ncât f > 0 pe D.

(b)

f(x1, . . . , xn) = α

j∏
i=1

(
C1ie

xi
√
Ai + C2ie

−xi
√
Ai

)
×

n−1∏
i=j+1

[
C1i cos

(
xi

√
−Ai

)
+ C2i sin

(
xi

√
−Ai

)]
×gn(xn) + β,

unde j este orice număr din mulţimea {1, . . . , n − 2}, α, β,Ai, C1i, C2i sunt con-

stante reale cu A1, . . . , Aj > 0, Aj+1, . . . , An−1 < 0 şi
∑n−1

i=1 Ai = 0, astfel ı̂ncât

f > 0 pe D.

(c)

f(x1, . . . , xn) = α
r∏

i=1

(βixi + γi)
s∏

i=r+1

(
C1ie

xi
√
Ai + C2ie

−xi
√
Ai

)
×

n−1∏
i=s+1

[
C1i cos

(
xi

√
−Ai

)
+ C2i sin

(
xi

√
−Ai

)]
×gn(xn) + β,

unde r este orice număr din mulţimea {1, . . . , n − 3}, s este orice număr din

mulţimea {r+ 1, . . . , n− 2}, ı̂n timp ce α, β, βi, γi, Ai, C1i, C2i sunt constante reale

cu Ar+1, . . . , As > 0, As+1, . . . , An−1 < 0 şi
∑n−1

i=r+1Ai = 0, astfel ı̂ncât f > 0 pe

D.

(d)

f(x1, . . . , xn) = b ln

[
A

n−1∏
i=1

eAx2
i /2+αixign(xn)

]
+ a,

unde a, b, A, αi sunt constante reale cu A ̸= 0, b ̸= 0 şi
∑n−1

i=1 Ai = 0, astfel ı̂ncât f

este bine definită şi strict pozitivă pe D.
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(e)

f(x1, . . . , xn) =
A

α + 1

n−1∏
i=1

[
(1 + α)xi − αi

]
× [gn(xn)]

α+1 + a,

unde A,α, a, αi sunt constante reale cu α ̸= 0, α ̸= −1 şi A ̸= 0 astfel ı̂ncât f > 0

pe D.

(f)

f(x1, . . . , xn) =
A

α + 1

j∏
i=1

[(
α
2
√

Ai
1+α

i e−2
√

Ai(1+α)xi − 1

)
e
√

Ai(1+α)xi

]

×
n−1∏

i=j+1

cos

(√
− Ai

1 + α
[−(1 + α)xi + βi]

)
× [gn(xn)]

α+1 + a,

unde A,α, a, βi, Ai sunt constante reale cu α ̸= 0, α > −1, A ̸= 0, Ai > 0 pentru

i = 1, . . . , j, Ai < 0 pentru i = j + 1, . . . , n− 1 şi
∑n−1

i=1 Ai = 0, astfel ı̂ncât f > 0

pe D.

(g)

f(x1, . . . , xn) =
A

α + 1

j∏
i=1

e
√

Ai(1+α)xi

α
2
√

Ai
1+α

i e−2
√

Ai(1+α)xi − 1

×
n−1∏

i=j+1

cos

(√
− Ai

1 + α
[−(1 + α)xi + βi]

)
× [gn(xn)]

α+1 + a,

unde A,α, a, βi, Ai sunt constante reale cu α < −1, A ̸= 0, Ai < 0 pentru i =

1, . . . , j, Ai > 0 pentru i = j + 1, . . . , n− 1 şi
∑n−1

i=1 Ai = 0, astfel ı̂ncât f > 0 on

D.

(h)

f(x1, . . . , xn) =
A

α + 1

j∏
i=1

[
(1 + α)xi − αi

]
×

r∏
i=j+1

[(
α
2
√

Ai
1+α

i e−2
√

Ai(1+α)xi − 1

)
e
√

Ai(1+α)xi

]

×
n−1∏

i=r+1

cos

(√
− Ai

1 + α
[−(1 + α)xi + βi]

)
× [gn(xn)]

α+1 + b,

unde A,α, a, αi, βi, Ai sunt constante reale cu α ̸= 0, α > −1, A ̸= 0, Ai > 0

pentru i = j + 1, . . . , r, Ai < 0 pentru i = r + 1, . . . , n− 1 şi
∑n−1

i=j+1Ai = 0, astfel

ı̂ncât f > 0 pe D.
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(i)

f(x1, . . . , xn) =
A

α + 1

j∏
i=1

[
(1 + α)xi − αi

]
×

r∏
i=j+1

e
√

Ai(1+α)xi

α
2
√

Ai
1+α

i e−2
√

Ai(1+α)xi − 1

×
n−1∏

i=r+1

cos

(√
− Ai

1 + α
[−(1 + α)xi + βi]

)
× [gn(xn)]

α+1 + b,

unde A,α, a, αi, βi, Ai sunt constante reale cu α < −1, A ̸= 0, Ai < 0 pentru

i = j + 1, . . . , r, Ai > 0 pentru i = r + 1, . . . , n − 1 şi
∑n−1

i=j+1Ai = 0, astfel ı̂ncât

f > 0 pe D.

Aplicând Teorema 18 pentru funcţii de producţie produs, găsim următorul rezultat.

Corolarul 4. [47] Fie D ⊂ Rn un domeniu deschis şi fie f : D → R+ o funcţie de

producţie produs dată prin f(x1, . . . , xn) =
∏n

i=1 gi(xi), unde g1, . . . , gn sunt funcţii de

două ori diferenţiabile. Atunci f are izocuante minimale dacă şi numai dacă, modulo o

translaţie, f se reduce la una din următoarele funcţii:

(a)

f(x1, . . . , xn) = α
n−1∏
i=1

(βixi + γi)gn(xn),

unde α, βi, γi ∈ R cu α ̸= 0 şi βi ̸= 0 pentru i = 1, . . . , n, astfel ı̂ncât f > 0 pe D.

(b)

f(x1, . . . , xn) = α

j∏
i=1

(
C1ie

xi
√
Ai + C2ie

−xi
√
Ai

)
×

n−1∏
i=j+1

[
C1i cos

(
xi

√
−Ai

)
+ C2i sin

(
xi

√
−Ai

)]
× gn(xn),

unde j este orice număr din mulţimea {1, . . . , n − 2}, unde α,Ai, C1i, C2i ∈ R cu

A1, . . . , Aj > 0, Aj+1, . . . , An−1 < 0 şi
∑n−1

i=1 Ai = 0, astfel ı̂ncât f > 0 pe D.

(c)

f(x1, . . . , xn) = α
r∏

i=1

(βixi + γi)×
s∏

i=r+1

(
C1ie

xi
√
Ai + C2ie

−xi
√
Ai

)
×

n−1∏
i=s+1

[
C1i cos

(
xi

√
−Ai

)
+ C2i sin

(
xi

√
−Ai

)]
× gn(xn),

unde r este orice număr din mulţimea {1, . . . , n − 3}, s este orice număr din

mulţimea {r+1, . . . , n−2}, ı̂n timp ce α, βi, γi, Ai, C1i, C2i ∈ R cu Ar+1, . . . , As > 0,

As+1, . . . , An−1 < 0 şi
∑n−1

i=r+1Ai = 0, astfel ı̂ncât f > 0 pe D.
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