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Cuvant Tnainte

Titlul tezei de abilitare, ,,Formulari matriceale in studiul vibratiilor mediilor continue
unidimensionale”, se refera la metode matriceale de studiu si nu la punerea sub forma matriceald a unor
calcule sau rezultate. Am ales aceastda tema deoarece acest domeniu, al metodelor matriceale de studiu, a
fost bine reprezentat in activitatea de cercetare pe care am desfasurat-o.

Desi se considera ca Mecanica este un domeniu studiat incheiat, totusi exista ,,insulite’” necunoscute
in care apar legituri interesante intre diversele capitole ale acestei stiinte fundamentale a naturii. In
domeniul dinamicii masinilor si structurilor mecanice se inscriu studii referitoare la determinarea
caracteristicilor dinamice (pulsatii si moduri proprii de vibratie), determinarea raspunsului dinamic, pentru
sisteme mecanice ca: bare cu sectiune variabila, arbori cotiti, sisteme plane sau spatiale de bare, sau de
conducte, centrifuge orizontale si verticale, sisteme liniare si multiliniare cu un grad de libertate si altele.

Dintre rezultatele activitatii de cercetare pot fi amintite:

- Stabilirea unei formule de calcul pentru momentele centrifugale pentru placi plane. Aceastd formula
inlocuieste calculul cu integrale cu calcule simple aritmetice;

- Stabilirea unei formule de calcul pentru momentele centrifugale pentru bare plane. Aceastd formula
inlocuieste calculul cu integrale cu calcule simple aritmetice;

- Determinarea suportului rezultantei sistemului fortelor de inertie pentru placi plane si bare plane aflate in
migcare de rotatie in jurul unei axe din planul lor;

- Elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile de incovoiere
ale mediilor continue unidimensionale cu sectiune continuu variabila;

- Elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile axiale ale
mediilor continue unidimensionale cu sectiune continuu variabila;

- Punerea in evidenta a unei proprietati interesante a pulsatiei proprii fundamentale in cazul vibratiilor de
incovoiere ale barelor conice incastrate la un capat si studiul factorilor care o influenteaza;

- Demonstrarea cuplarii vibratiilor axiale si vibratiilor de incovoiere pentru centrifugele cu tamburul in
consola;

- Elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile simultane ale
sistemelor complexe plane sau spatiale de bare;

- Elaborarea unei metode de calcul numeric, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru studiul
vibratiilor simultane ale arborilor cotiti, ale arborilor drepti si cotiti cu fisuri;

- Stabilirea ecuatiei cu derivate partiale pentru vibratiile de torsiune ale barelor drepte cu sectiune
dreptunghiulara;

- Studiul influentei fortei axiale asupra pulsatiilor proprii pentru vibratiile de incovoiere ale barelor drepte
cu sectiune constanta;

- Elaborarea unei metode grafice de studiu a vibratiilor sistemelor liniare si multiliniare cu un grad de
libertate;

- Studiul influentei factorilor constructivi si functionali asupra frecventelor proprii ale vibratiilor de
incovoiere pentru centrifugele orizontale si verticale.



Formulari matriceale in studiul vibratiilor

mediilor continue unidimensionale

In aceasti a doua parte sunt prezentate abordari matriceale si rezultate obtinute in studiul vibratiilor
mediilor continue unidimensionale

Tn acest domeniu se inscriu studii referitoare la determinarea caracteristicilor dinamice (pulsatii si
moduri proprii de vibratie), determinarea raspunsului dinamic, pentru sisteme mecanice ca: bare drepte,
bare curbe, bare cu sectiune variabila, arbori cotiti, sisteme plane sau spatiale de bare sau de conducte,
centrifuge orizontale si verticale. Ca principale contributii care se desprind din aceste lucrari amintesc:

- elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile de
Tncovoiere ale mediilor continue unidimensionale cu sectiune constanta;

- elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile de
incovoiere ale barelor curbe cu sectiune constanta sau variabila;

- elaborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile de
incovoiere ale mediilor continue unidimensionale cu sectiune continuu variabila;

- punerea in evidentd a unei proprietafi interesante a pulsatiei proprii fundamentale in cazul barelor
conice incastrate la un capat si studiul factorilor care o influenteaza;

- demonstrarea cuplarii vibratiilor axiale si vibratiilor de incovoiere pentru centrifugele cu tamburul
in consola;

- claborarea unei metode de studiu, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile
simultane ale sistemelor complexe plane sau spatiale de bare;

- elaborarea unei metode de calcul numeric, bazate pe metoda matricelor de transfer, pentru studiul
vibratiilor simultane ale arborilor drepti si cotiti cu fisuri;

- stabilirea ecuatiei cu derivate partiale pentru vibratiile de torsiune ale barelor drepte cu sectiune
dreptunghiulara;

- studiul influentei fortei axiale asupra pulsatiilor proprii pentru vibratiile de incovoiere ale barelor
drepte cu sectiune constanta;

Abordarea studiului sub forma matriceala nu este doar un mod de scriere concentrata ci 0 metoda
de studiu.

3. Studiu, bazat pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile de incovoiere ale mediilor
continue unidimensionale cu sectiune constanta

3.1. Prezentarea metodei

Se considera ca sistemul de bare, ca mediu continuu, este alcatuit din elemente (tronsoane) drepte,
de sectiune constanta, care executa vibratii de Incovoiere, vibratii longitudinale si vibratii de torsiune.

Fiecare element al sdu executa vibratii de incovoiere, in doud plane perpendiculare, care contin axa
longitudinald a elementului.

Alegénd pentru un element axele ca in figura 3.1.1, cu axa Oy axa longitudinala, vibratiile de
intindere compresiune se executd in lungul axei longitudinale si sunt cuplate cu vibratiile de incovoiere in
planul xOy.

Vibratiile de torsiune se executa in jurul axei Oy si se cupleaza cu vibratiile de incovoiere in planul
yOz.

Se urmareste construirea unei matrice de transfer care sa tind seama de toate aceste tipuri de vibratii,
0 matrice de trecere pentru variatii de sectiune (cu mai multe trepte), matrice de trecere pentru masa
concentrata si pentru trecerea de la un element la altul, atunci cand sistemul de coordonate este schimbat.
Se porneste de la punctul terminal din partea stanga si se parcurge sistemul de la un element la altul pana
la punctul terminal din partea dreapti a sistemului. In functie de tipul de rezemare, se scriu conditiile limita
si se obtine un sistem algebric. Se pune conditia ca sistemul sa admita o solutie nenula si se obtin pulsatiile
proprii.



Figura 3.1.1. Sistem de bare drepte care executa vibratii de intindere-compresiune, vibratii de

incovoiere si vibratii de torsiune

Matricea de transfer pentru un element al sistemului de bare

Asa cum se arata in debutul subcapitolului 3.1, s-a considerat ca un element al sistemului de bare

executa vibratii de incovoiere in doud plane perpendiculare care contin axa longitudinald a elementului,
vibratii de intindere compresiune si vibratii de torsiune in lungul si respectiv in jurul axei longitudinale.

notatii:

-1
K

Figura 3.1.6. Sistem de bare care executa vibratii de incovoiere in doua plane
perpendiculare care contin axa longitudinald a elementului, vibratii de intindere-
compresiune si vibratii de torsiune in lungul si respectiv in jurul axei longitudinale

Cu notatiile din figura 3.1.6., se poate scrie relatia matriceald (14), in care se folosesc urmatoarele

Vx -deplasarea in lungul axei Ox;

vy -deplasarea in lungul axei Oy;

v, -deplasarea in lungul axei Oz;

¢x -unghiul de rotatie 1n jurul axei OX;

@y -unghiul de rotatie in jurul axei Oy;

¢, -unghiul de rotatie in jurul axei Oz;

Fx -forta taietoare pe axa OX;

Fy -forta axiala pe axa Oy;

F; -forta taietoare pe axa Oz;

My -momentul Tncovoietor pe axa Ox (incovoiere in planul yOz);
My -momentul de torsiune pe axa Oy (torsiune n jurul axei Oy);
M; -momentul Tncovoietor pe axa Oz (incovoiere in planul xOz);
Ay; - aria sectiunii transversale (din planul XOz);

E - modulul de elasticitate longitudinal;

G - modulul de elasticitate transvarsal;

I; -momentul de inertie fata de axa Oz, al sectiunii din planul XOz;
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Ix -momentul de inertie fatd de axa OX, al sectiunii din planul XOz;
lpxz - momentul de inertie polar al sectiunii din planul xOz;

AN %"I‘XZ , unde: p- este densitatea materialului;

wix - este pulsatia proprie pentru vibratiile de incovoiere din planul XOy (pe directia Ox ).

Ay = a)cy\/é , unde: axy - este pulsatia proprie pentru vibratiile longitudinale (in lungul axei Oy).

Q= wry\/g , unde: @y - este pulsatia proprie pentru vibratiile de torsiune (in jurul axei Qy).

a, = Ao, 4 '(; AI‘XZ , unde: ai; - este pulsatia proprie pentru vibratiile de incovoiere din planul yOz
(pe directia Oz ).
Sx, Tx, Uy, Vx - sunt functiile Krilov-Rayleigh scrise in cazul vibratiei de incovoiere in planul xOy
(pe directia Ox ), adica:
Sx = (Ch(aixlk )+ Cos(aixlk ))/2
Tx = (Sh(aixlk )+Sin (aixlk ))/2
Ux = (Ch(aixlk )_Cos(aixlk ))/2
Vx = (Sh(aixlk )_Sin (Olixlk))/2
unde Ik - reprezintad lungimea elementului k.
M, N - functiile trigonometrice cosinus si sinus scrise pentru vibratia de intindere-compresiune n
lungul axeiOy:
M= cos(acylk)
N = sin(acylk).
R, P - functiile trigonometrice cosinus si sinus scrise pentru vibratia de torsiune in jurul axei Oy:
P= cos(a,ylk)

R=sin(a,), ).
A v,
2 o
aIX alx
_ M, s, T, U, v, 0 0 0 0 0 0 0 0]|-M
aiXFEIZ V, S, , U, 0 0 0 0 0 0 0 O aixFElz
“wE| [V Ve s T 0 0 0 00 0 0 0] “Za
v T, U, V, S, 0 0 0 0 0 0 0 O v
y X X X X ,
F, 0 0 0 00 M N 0 OO0 0 0 0 F,
acyEsz _ 0 0 O O - N M 0 O O 0 0 O aCyEAXZ
?y /o 0 0 0O 0 0P RO O O O o,
M, 0 0 0 0 0 0-RP O 0 0 0| M
aryGI pxz 0 0 0 0 0 0 0O 0 S, T, U, V, aryGI oz
(\;z 0 0 0 0 0 0 0 0 VZ Sz Tz UZ (\;z
P 0 0 0 0 0 0 0 00U, V, S T|| _°
vy 000 0 0 0 0 0 0T, U V, S| M
aiZZEIX aizzElx
E F, (14)
- ]
aEl CEL |,



Sz, Tz, Uz, V; - sunt functiile Krilov-Rayleigh scrise in cazul vibratiei de incovoiere in planul yOz
(pe directia Oz ), adica:
Sz = (Ch(aizlk )+ COs(afizlk ))/2
Tz = (Sh(aizlk )+Sin (aizlk ))/2
Uz = (Ch(aizlk )_ Cos(aizlk ))/2
Vz = (Sh(aizlk )_Sin (aizlk ))/2 '
Schimbarile de semne care apar fata de relatia (2), la unele elemente ale vectorilor de stare pentru
vibratiile de incovoiere, se datoreaza utilizarii unui sistem de referinta unic pentru toate tipurile de vibratii.

Relatia matriceala (14) pentru elementul k se poate scrie
{q}k = [A]k {q}k—l (15)

n care: {q}m si {q}k - reprezinta vectorii de stare pentru sectiunile k-1 si respectiv K; [A]k - reprezinta
matricea de transfer pentru elementul k.

Daca se considera ca pentru o sectiune (nod) se poate vorbi de un vector de stare la stinga sectiunii
(nodului), {q }' , si un vector de stare la dreapta sectiunii (nodului), {q}r , atunci pentru elementul k se poate
SCrie:

afi =[Aldaf. (16)

Matricea de transfer pentru un sistem de bare

Se considera un element al sistemului care efectueaza vibratii conform ipotezei de lucru enuntate mai
sus, se alege sistemului de referinta ca in figura 3.1.7, cu axa longitudinald Oy si axa Ox in planul desenului,
rezulta ca vibratiile axiale si de torsiune vor fi in lungul si respectiv in jurul axei Oy. Deci, intre vectorii de
la capatul elementului k, {q}%,_,; and {q}%, putem scrie relatia matriceald (17)

k-1 K

Z’/ly
X

Fig. 3.1.7.Aplicarea metodei propuse in cazul unei bare drepte

{q}k = [Alx{q}i-1 (7)

Este usor de observat cad elementele vectorilor de stare sunt cantitati proportionale cu deplasarile,
rotatiile, momentele si fortele care actioneaza si depind de caracteristicile geometrice si mecanice ale barei.

Indicii specifica pe ce axa are loc deformarea.

Matricea (12x12), notata /A k este matricea de transfer pentru elementul k.

Matrice speciale

Matricea de trecere
Cand se trece de la un element la altul si sistemul de coordonate se modifica, se introduce o matrice
de trecere. Aceasta tine cont de schimbarea axei (de la sistemul Oxiyizy la Oxyz) si de caracteristicile
geometrice si mecanice ale noului element. Daca intr-un nod k sistemul de coordonate este schimbat (Figura
3.1.8), intre caracteristicile mecanice din partea stdngad si dreapta a nodului k, se poate scrie relatia
matriceala:

ai = [uli{ad (18)
unde

{Q}kz{vxl Dz1 le Fxl Vy1 Fyl Py1 Myl Vz1 Px1 Mxl le}kT



{CI}Z ={Vx @, M, FE Vy Fy @y My Vv, @ My E ;’T
z %
Z Y " B
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k k+1 ) k+1 OL,” a” y
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X
Fig. 3.1.8. Schimbarea coordonatelor sistemului
iar matricea [u], este de forma

rcosa’ 0 0 0 cosp'" O 0 0 cosy’" O 0 0

0 cosy” O 0 0 0 cosp” O 0 cosa” O 0

0 0 cosy” 0 0 0 0 cosp” 0 0 cosa” O

0 0 0 cosa’” 0 «cosB’ O 0 0 0 0 cosy’
cosa” 0 0 0 cosp” O 0 0 cosy” O 0 0

0 0 0 cosa” 0 <cospB” O 0 0 0 0 cosy”

0 cosy” O 0 0 0 cosp” O 0 cosa” O 0

0 0 cosy” O 0 0 0 cosp” O 0 cosa” O
cosa” 0 0 0 cospB" O 0 0 cosy” 0 0 0

0 cosy’ O 0 0 0 cosp’" O 0 cosa’" O 0

0 0 cosy" O 0 0 0 cosp’" 0 0 cosa" O

0 0 0 cosa” 0 cosB” O 0 0 0 0 cosy™l,

Se urmareste scrierea unei relatii ntre vectorii de stare din nodul k. Deoarece elementele vectorilor
de stare sunt cantitati proportionale cu deplasarile, rotatiile, momentele si fortele, matricea [u], trebuie
inlocuita cu o altd matrice [C] similara ca forma cu [u],. Se poate scrie relatia dintre vectorii de stare din

partea stanga si partea dreaptd din nodul k:

{a} = [Clilati.

(19)

Matricea patrata (12x12), numita [C] k, reprezinta matricea de tranzitie in nodul k. ESte 0 matrice rara.
Elementele matricei [C], sunt elementele matricei [u], fiecare cantitate tindnd seama de

caracteristicile geometrice ale elementelor conectate in nodul k.
Un element al matricei [C]k, spre exemplu Ce 4, Se poate scrie astfel:

3
aix,kEIZ,k "
cosa

Coa = —
' acy,k+1Esz,k+1



b pk’Ek’Gk’]k’ Ak lk+1’pk+l’Ek+1’Gk+]’Ik+]’Ak+1

Figura 3.1.9. Saltul de sectiune

Matricea de salt
Pentru un sistem de bare cu sectiune variabild in mai multe trepte, in nodul k unde apare o trecere
intre sectiuni (Figura 3.1.9), intre vectorii de stare din stnga si vectorii de stare din dreapta noduluik, {g}4
si {q}}, intre care se poate scrie relatia:

{q}; = [Bli{q}k. (20)

Matricea notata [B]k este o matrice patrata de tip (12x12) si, conform relatiei (20), este o matrice rara.
Se numeste matrice de trecere in sectiunea K. Pentru un sistem de bare omogene, elementele nenule ale
acestei matrice sunt:

Bi1=Bss=B;; =Bgg=1; Bzz—n 333—akber 344—akbkx» B66—ak'

Ay

— . — . — 212 . _ 3

BS,S - dk' BlO,lO - b ) B11,11 - akka' B12,12 - akbkz
kz

A af I i k .. . .
unde: a; = =2 =2 p = 222k 40 cagul sectiunilor circulare si dj =
Axz i+t Iz k+1 1 K1 Ipxzk+1
Ipxzkldk
— P22 52 in cazul sectiunilor dreptunghiulare.
Ipxz,k+11d,k+1

Indicii suplimentari specifica de-a lungul carei axe are loc deformarea.

Matrice de trecere peste o masda concentrata

Daca intr-un nod k exista o masa concentrata mg (Figura 3.1.10), cand se trece prin nodul k, apare o
forta suplimentara. Deci, Tntre vectorul de stare din stanga, {q}} si vectorul de stare din dreapta, {q}} se
poate scrie urmatoarea relatie matriceala:

{a}k = [D1i{qdi- (21)
unde, matricea patrata (12x12), notatd [D]k, este matricea de trecere peste masa concentrata in nodul K si
este o matrice rara.

k+1

k
VA S
. .\m

Figura 3.1.10. Masa concentrata in nodul k

Elementele nenule sunt:
D1,1 = Dz,z = D3,3 = D4,4 = D5,5 = D6,6 = D7,7 = Ds,s = D9,9 =1

My Ay . My ey . _ My Qiz

pAy, " T pAy T pAy,

D10,10 = D11,11 = D12,12 =1 D4,1 =

Deoarece elementele vectorilor de stare depind de caracteristicile geometrice si mecanice ale unui
element de sistem de bare, matricele speciale [C], [B], [D] actioneaza si ca niste filtre. Aceste matrice
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asigura trecerea printr-un nod, de la un element al sistemului de bare la altul, numai a deplasarilor, rotatiilor,
momentelor si fortelor.

Determinarea pulsatiilor proprii

Se porneste dintr-un punct terminal din stanga, O, si se trece prin tot sistemul de bare, element cu
element pana la punctul final din dreapta, n. In functie de configuratia sistemului de bare, pe traseu, intervin
matricea de transfer, [A] si matricele [C], [B], [D]. Se obtine relatia matriceala dintre vectorii de stare de la
sfarsitul elementului n, {q}4, si primul nod (punctul initial) {q}5:

{q}h = [Alp - [D]ic -+ [B; -+ [C]; -+ [Al{q}s = [Q1{q}b. (22)

Matricea patratica de forma (12x12), notata [Q], din relatia (22) se numeste matrice de transfer pentru
sistem. Indicii indica elementele (pentru matricea de transfer) sau nodurile. In functie de tipul de rezemare,
se scriu conditiile limita si se obtine un sistem algebric liniar si omogen. Se pune conditia ca sistemul sa
admitd o solutie nenuld. Se obtine astfel ecuatia pulsatiilor proprii (care de obicei este o ecuatie
transcendenta) care se rezolva numeric.

3.2. Aplicarea metodei in cazul unor sisteme de bare

Pentru verificare, metoda prezentata a fost aplicata in cazul concret al unui cadru de otel in forma de
,U” cu laturi inegale si puncte terminale fixe rigide (Figura 3.2.1). Cadrul din otel a fost impartit in 3
elemente. Au fost obtinute 4 puncte, numite noduri, care leaga 3 elemente.

Deoarece sistemul de bare (cadru) este dispus in acelasi plan (XOy), vibratiile de Incovoiere in planul
XOy cuplate cu vibratiile longitudinale sunt separate de vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu
vibratiile de torsiune. In felul acesta sunt separat, pentru fiecare element, 2 matrice de transfer si 2 matrice
pentru fiecare matrice speciala. Sunt de asemenea cate 2 vectori de stare pentru fiecare vector de stare din
(14).

265

a s Dy x Q@

) y \ z
« / . v 2 |y
S
o 3
N 1 ™~
N
L Ay @

©

— —
Z/ X

Figura 3.2.1. Aplicarea metodei propuse pe sistemul de bare testat

Astfel, rezulta 2 matrice de transfer [Q] pentru sistemul de bare: una pentru vibratiile de incovoiere
n planul xOy cuplate cu vibratiile longitudinale si alta pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate
cu vibratiile de torsiune.

Conditiile la limitd in nodurile O si 3 sunt:

pentru vibratiile de incovoiere in planul xOy pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz
cuplate cu vibratiile longitudinale cuplate cu vibratiile torsionale
vy =0 9, =0
Oz = 0 ) V, = 0 .
vy, =0 @, =0

The equation (22) will be:
- pentru vibratiile de incovoiere in planul XOy cuplate cu vibratiile longitudinale
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0 Q11 Q12 Q13 Q14 Q15 Q6] 0
— ZMZ Q2,1 Qz,z Q2,3 Q2,4 Q2,5 Q2,6 — ZMZ
2 El 2 E1
a”; z Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Q36 a”;, z
{ F = { _FEx 3 (23)
a3 El, Q41 Qa2 Qus3 Qss Qss 0Qup a3 El,
0 Q5,1 Qs,z Q5,3 Q5,4 Q5,5 Q5,6 0
B -Q6,1 Q6,2 Q6,3 Q6,4 Q6,5 Qs,s- Fy
\acyEszJ 3 kacyEszJ 0

- pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile torsionale

(0 ! (0 N
My Q11 Q12 Q13 Q14 Q15 Q6] My
OryGlpxz Q21 Q22 Q23 Q24 Q25 Q26| |¥rClpxz
0 1031 Q32 Q33 Qs34 Q35 Qs6|] ©
My Q41 Qa2 Qus3 Qsa Qus Qup My
aZEly Qs1 Qs2 Qs3 Qs4 Qss Usge aZEly

__ 5 Q61 Q62 Qo3 WQos Qo5 WQeel | _ _F2
\  a}ElJ 3 \  a},ElJ 0

Din conditia ca sistemul sa admita solutie diferita de zero
- pentru vibratiile de Tncovoiere 1n planul XOy cuplate cu vibratiile longitudinale

Q13 Q14 Q16
det|Qz3 Q24 Q26| =0, (27)
Qs3 Qs4 Ose

- pentru vibratiile de Incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile torsionale

Q12 Q15 Q16
det|Qs32 Q35 Q36| =0, (28)
Q42 Qs Qap

se obtin pulsatiile proprii.

Au fost efectuate experimente pe acelasi cadru de otel. Cadrul din otel a fost excitat in mai multe
puncte. De asemenea, raspunsul sistemului a fost masurat in mai multe puncte.

Au fost comparate frecventele proprii obtinute prin metoda teoreticd prezentatd mai sus (metoda
matricelor de transfer-MMT) cu cele obtinute printr-o metoda aproximativa (metoda elementului finit-
MEF) si cu rezultatele obtinute prin experimente. Dupd cum se aratd in Tabelul 1, rezultatele teoretice
obtinute cu metoda matricelor de transfer corespund aproximativ cu rezultatele obtinute cu metoda
elementului finit si cu rezultatele experimentale. Rezultatele obtinute cu metoda matricelor de transfer sunt
mai apropiate de valorile obtinute pe cale experimentala.

Tabelul 1. Primele sase frecvente proprii

Numar Rezultate teoretice Rezultate teoretice Rezultate Observatii

mod Metoda matricelor de | Metoda elementului | experimentale
propriu | transfer (MMT) (Hz) finit (MEF) (Hz) (Hz)
Mod 1 40.86 42,36 39.2 In planul cadrului
Mod 2 137.62 137,21 132 Perpendicular pe cadru
Mod 3 139.14 141,18 138 In planul cadrului
Mod 4 212.21 219,69 230 In planul cadrului
Mod 5 252.54 253,85 253 Perpendicular pe cadru
Mod 6 339,79 350,74 345 In planul cadrului
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Cazul sistemelor static nedeterminate

Figura 3.2.3. Tipuri de noduri

Tn cazul unui sistem de bare static nedeterminat, se imparte sistemul in mai multe cicluri si se introduc
matrice si ecuatii speciale in punctele de ramificare. Toate ciclurile trebuie sa inceapa de la acelasi nod
(punct), scris ,,0”. Punctele de inceput si de sfarsit ale ciclurilor trebuie s fie in punctele de legétura ale
sistemului cu exteriorul sau n punctele de capat libere ale barelor. Se pot identifica doua tipuri de noduri:
noduri cu o singurd intrare si mai multe iesiri, numite noduri de ramificare, (Figura 3.2.3.a) si noduri cu
mai multe intrari si mai multe iesiri, numite noduri de intalnire (Figura 3.2.3.b).

Tntr-un nod se considera un ciclu principal, de exemplu ciclul numarul 1. Celelalte cicluri sunt
cicluri secundare.

Tntr-un nod de ramificare se pastreazi barele din ciclurile principale si se Tnlocuiesc barele din
ciclurile secundare cu fortele si momentele de la capete din acest nod. Fortele si momentele de la capetele
barelor din ciclurile secundare intr-un nod de ramificare sunt necunoscute.

Din acest motiv, in toti vectorii de stare Se introduc linii noi corespunzatoare fortelor si momentelor
de la capetele barelor din ciclurile secundare in nodurile de ramificare. Numarul acestor noi linii este egal
cu numarul total al necunoscutelor din ciclurile secundare din nodurile de ramificare. De asemenea, in toate
matricele de transfer si matricele de trecere se introduc linii si coloane noi. Elementele nenule sunt egale
Cu unitatea si sunt situate pe diagonala principald. Numarul acestor linii si coloane noi este egal cu numarul
total de necunoscute din ciclurile secundare din nodurile de ramificare.

Tn aceste noduri se introduce o matrice speciald numiti matrice de ramificare si notata [R]..

Se considera, de exemplu, un sistem de bare plane ca in figura 3.2.4. Nodul 2 este un nod de
ramificare. Se imparte sistemul de bare in 2 cicluri. Ciclul 1 (0-1-2-4-5) si ciclul 2 (0-1-2-3). Nodul 2 este
un nod de ramificare. In acest nod ciclul 1 este principal.

Nodul de ramificare introduce 6 necunoscute: Fax?, F2y?, F2.%, Max?, M2y?, M2;? (Figura 3.2.5). Deci
trebuie sa fie introduse Tn vectorii de stare 6 linii noi. Numerele de la indicii superiori si inferiori arata
ciclul secundar si respectiv nodul de ramificare.

@ J (N A @

cycle 1
(0-1-2-4-5) 3
L~ 5
] cycle 2 -~
AN (0-1-2-3) m@
@
mmm
@

Figura 3.2.4. Sistem plan de bare care contine un nod de ramificare
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mtmm i
a) b)
Figura 3.2.5. Necunoscute introduse de nodul de ramificare

Vibratiile de incovoiere in planul XOy se cupleaza cu vibratiile longitudinale si pot fi separate de
vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile de torsiune, deoarece sistemul de bare este dispus
in acelasi plan (xOy). Tn acest fel sunt, separat pentru fiecare element, 2 matrice de transfer si 2 matrice
pentru fiecare matrice speciala. In fiecare matrice se introduc 3 linii si 3 coloane noi. Sunt, de asemenea, 2
vectori de stare pentru fiecare vector de stare din relatia (17).

De exemplu, matricele de transfer vor fi:

pentru vibratiile de Incovoiere in planul xOy pentru vibratiile de Incovoiere in planul yOz

cuplate cu vibratiile longitudinale cuplate cu vibratiile torsionale
Sy Ty Uy V, 0 0 00 07 P RO 0O O O 00O
V, S, T, U, 0 0000 —RP O O 0 0O0O00O
Ue Ve Sy T, 0 0000 0 05, T, U, 2 000
T, U, V, S, 0 0000 0 0V,S, T,U,000

[Alk=10 0 0 0 M N0ooO [Al,={0 0U,V, S, T,000
000 0-NMOOO 00T, U, V5,000
0 000 O0 0100 000 0 O0O0O1O00
0000 0 O0O0O1O0 000 0 O0O0OO01O0
L0 0 0 0O 0 00014 L0 00 0O 0 00014

Se introduc, de asemenea, 3 linii noi Tn vectorii de stare.

- pentru vibratiile de Tncovoiere in planul xOy cuplate cu vibratiile longitudinale:

2 2 2 T
M Fy Fy My, Fix Fy }
k

{v — £ _ — v
X ayx  afEl,  alEl; Y acyEAy;  aly Elyn @ Elyg GceyiEAxzy
- pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile torsionale:

T

2
{ My Px My F, M3y M3y _ F, }
k

@ z . 2 -3 2 3
Y ryGlpys Qiz QGELe  alEly Qryi1Glpxzy af, (Elxy  ab, Elyg

Pentru vibratiile de incovoiere in planul XOy cuplate cu vibratiile longitudinale se introduce matricea
de ramificare [R].. Este o matrice rard. Elementele nenule sunt:

-pentru ciclul 1: Rli=R3,=R};=Ri,=Ris=Ri¢=Rj,=Rig=Ris=1;
2 3
Rl _ aix‘lEIZ_l . R1 _ aix,lEIZ.l . R1 _ acy_lEAxZ,I
3,7 — 2 pr ! 4,8 — 3 pr 6,9 — EA .
Aixblz AixElz AcyLAxz



-pentru ciclul 2: Ri,=R3,=Ris=R7,=R3ig=R3o=1; R5,=Rig=R:s=—1

Pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile torsionale se introduce, de
asemenea, matricea de ramificare [R]2. Este o matrice rara. Elementele nenule sunt:

-pentru ciclul 1: Rii=R},=Ri;=Ri,=Ris=Ri¢ =R}, =Rig=Rjo=1;
2 3
R1 _ Ary,1Glpxz,1 . Rl _ aiz_1EIx,1 . R1 _ aiz_1EIx,1
2,7 — GI , 58 — 2pr ! 69 — 3 pr. "
AryGlpxz iz bly Qi Ely
= pentru CiClUl 2. R%,l = R§’3 = Ri‘l— = R%7 = REZ;‘S == Rg’g = 1; R§’7 = Rg’s = Ré,g = _1.

Pentru ciclul 2, in nodul de ramificare 2, intervine, de asemenea, matricea de trecere [C]3.
Pulsatiile proprii se obtin ca in cazul sistemului de bare static determinat.
Se obtine pentru ciclul 1 relatia matriceala:
{q}s = [Als[Cla[ALL[R]3[ALL[CL1 Al {q}s = [Q1"{q}; - (29)
unde [Q]* este matricea de transfer pentru ciclul 1. Indicele superior arati ciclul.
Pentru ciclul 2 se obtine relatia matriceala::
{q}s = [AL:[CI3[RI5[AL2[C11 (Al {q}s = [Q1* (a3 (30)
unde [Q]?este matricea de transfer pentru ciclul 2. Indicele superior indici ciclul.
Din relatiile (29) si (30) se obtine sistemul algebric sub forma matriceala:
[5)- g

In functie de tipul rezemarii se scriu conditiile la limitd si se obtine un sistem algebric liniar si
omogen. Se pune conditia ca sistemul sd admita solutie diferita de zero si se obtin pulsatiile proprii.

Pentru exemplul din figura 3.2.4, conditiile de rezemare in nodurile 0, 3 si 5 sunt aceleasi:
Ve =0; ¢,=0; Vy:O; (pyZO; v, =0; @r=0.

Tinand cont de aceste conditii, relatia (31) conduce la un sistem algebric liniar si omogen (in forma
matriceala):

- in cazul vibratiilor de incovoiere in planul xOy cuplate cu vibratiile longitudinale

N1 1 1 1 1 1 -
0 Qi3 0Qis Q16 Qi7 Q1 Q19
1 1 1 1 1 11 - M N7
0 Q23 Q24 Q26 Q27 Qs 029 aiyEly
Fx
a} El,
1 1 1 1 1 1 F.
0 Qs3 Oss Ose Qs7 Qsg Csg J
AcyEAxz
{ b= . M3 (s (32)
2
2 2 2 2 2 2 a? El
0 Qis 0Qis Qis 0Qi; Qig 0Qio e “1
_ By
ocfx’lEIZ,1
2 2 2 2 2 2 F?
0 Q33 Q34 Q36 Q37 Qg Qo | —2r
kacy,lEsz,lj 0
2 2 2 2 2 2
\0/ [Qi; Q54 Q3¢ Qi, Q3¢ Qi
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- in cazul vibratiilor de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile torsionale

N1 1 1 1 1 .
(0 Q1,2 Q1,5 Q1,6 Q1,7 Q1,8 Q1,9
1 1 1 1 1 i My '
0 Q32 Q35 Q36 Q37 035 Q39| aryGlpxs
M,
aZ,Ely
1 1 1 1 1 1 F,
0 Qiz CQas Qi6 Qa7 Qig CQao|| —=2
al Ely
R e (33)
2 2 2 2 2 2 GI
0 Qi, Qis Qis Qi; Qig Qio]|%™ prz'l
Mjx
at, \Elxa
2 2 2 2 2 2 2
0 Q32 Q35 Q36 Q37 Q35 Q39| |——T22—
k a’iz’lEIx’lj 0
2 2 2 2 2 2
\0/ Q32 Qs Qi Qa7 Qig Q4o

Din conditia ca sistemele sa admita solutii diferite de zero se obtin pulsatiile proprii.

Tntr-un nod de Tntalnire se pastreaza si barele din ciclurile principale. Se inlocuiesc barele din ciclurile
secundare, cu fortele si momentele de la capete din acest nod, dar numai pentru barele care parasesc nodul.
Aceste forte si momente sunt necunoscute. Barele din ciclurile secundare care vin in nod sunt inlocuite cu
fortele si momentele din capul ciclului 1n acest nod. Daca iesirea este comuna pentru un ciclu principal si
un ciclu secundar, se pastreazi doar iesirea pentru ciclul principal. Intr-un nod de intilnire sunt scrise ecuatii
speciale.

De exemplu, se considera un sistem de bare plane cain figura 3.2.6. Nodul 1 este un nod de ramificare,
iar nodul 4 este un nod de intalnire. Se imparte sistemul de bare in 2 cicluri. Ciclul 1 (0-1-2-3-4-5) si ciclul
2 (0-1-4-5). Ciclul 1 este principal.

Nodul de ramificare 1 introduce 6 necunoscute: Fi?, Fi,?, Fi2, M1d, My?, M1 (Figura 3.2.7).
Trebuie sa fie introduse Tn vectorii de stare 6 linii noi. Indicele superior si indicele inferior arata ciclul
secundar si respectiv nodul de ramificare.

Vibratiile de incovoiere in planul xOy cuplate cu vibratiile longitudinale ar putea fi separate de
vibratiile de incovoiere in planul yOz cuplate cu vibratiile de torsiune, ca in exemplul anterior. Ca si in
exemplul anterior vor fi, separat pentru fiecare element, 2 matrice de transfer si 2 matrice pentru fiecare
matrice speciala. In fiecare matrice se introduc 3 linii si coloane noi ca in exemplul anterior. De asemenea,
ca si in exemplul anterior, sunt 2 vectori de stare. Se introduc, de asemenea, in toti vectorii de stare 3 linii
noi. Tn nodul 1 se introduce matricea de ramificare [R]1, ca in exemplul anterior. Tn nodul 4 se introduce o
matrice de intalnire speciald [RF"M], scrisd numai pentru forte si momente. Se poate scrie Tn nodul 4:

3

@ = ©)

5 cycle 1
~ /(0-1-2-3-4-5) —

6
] /V cycle 2 j\ 5
NEEARIY

mm /i
Figura 3.2.6 Sistem de bare plane care contine ramificatii si noduri de intalnire

(@) = {a1y" — [RPM13{q)" = [Qla_a{qYy — [RFMIZ1Q13_u{q}y =
15




([Q15-4 — [R™MZ[Q15-{a}s - (34)

Tinand cont de elementul 5 se poate scrie scrie:
{a}s = [Als{q}h = [Als([Q15-4 — [RPM13[Q15-D {35 = [Q1'{a}s

unde, matricea patratd [Q]' se numeste matrice de transfer pentru sistem pentru ciclul principal (ciclul 1).
Numarul de la indicele superior arata ciclul.

(35)

©)
'//4
3 M2
3 )/ 52 4xM2
Z - 4
O o0 o/ ‘%
2 2 2 -’
A T =
F2 FZ $ -~ 4z 2
Ix (D< Ix \_" »@ ZMIf} Jmmm
2
‘Mz F4§‘ E;X P -]'MzF;Z
1 B 2 2 2 M N
NN A Ve N
©, ® ©
mmm mm /mm
a) b)

Figura 3.2.7. Necunoscute introduse de nodul de ramificare si de nodul de intalnire
Matricea [R™]2 poate fi obtinuti din matricea de trecere [C]k:
[RPM]E = [CIZ[17M], (36)

Unde, mumirul de la indicele superior arati ciclul si [17"™] este matricea unitate dar numai pentru forte si
momente. Matricele [17M] vor fi:

pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz
cuplate cu vibratiile torsionale

pentru vibratiile de incovoiere in planul XOy
cuplate cu vibratiile longitudinale

00000000 07 00000000 0
00000000O00O 010000000
001000000 000000000
000100000 000000000
00000000O0O 000010000
000001000 000001000
00000000O0O 0000000O0O0
00000000O0O 0000000O0O0
00000000 0 00000000 O
Matricele [C]Z vor fi:

pentru vibratiile de Incovoiere in planul yOz
cuplate cu vibratiile torsionale

pentru vibratiile de incovoiere in planul XOy

cuplate cu vibratiile longitudinale
2

16

€1 0 0 0 Cs 0 00 Op €1 0 0 Cipa O 0 00 O
0 C,, 0 0 0 0 000 0 Cp 0 0 Cps O 000
0 0 C33 0 0 0 000 0 0 C33 0 0 0 000
0 0 0 Cyu 0 Cug000 Car O 0 Cyy 0 0 00O
Cs; 0 0 0 Cs5 0 000 0 Cs, 0 0 Cs5 0 000
0 0 0 Cesu 0 C46 000 0 0 0 0 0 C4000
0O 0 0 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0 100
0O 0 0 0 0 0010 0 0 0 0 0 0010
Lo 0 0 0 0 0 001, 0 0 0 0 0 0 001,



Tn nodul 4 deplasirile pe ciclul 1 sunt egale cu deplasirile pe ciclul 2. Tn acest caz se introduce, pentru
ciclul secundar (ciclul 2), o matrice de intalnire speciald [RP]3 scrisd doar pentru deplasari (deplasari,
rotatii).

Matricea [RP]% poate fi obtinutd din matricea de trecere [Ck:
[RP]Z = [CIZ[1"], (37)

unde, numarul indicelui superior arati ciclul, numarul indicelui inferior aratd nodul si [1°] este matricea
unitate, dar numai pentru deplasari.

Matricele [1°] vor fi:

pentru vibratiile de incovoiere in planul xOy pentru vibratiile de incovoiere in planul yOz
cuplate cu vibratiile longitudinale cuplate cu vibratiile torsionale
10000000 01 10000000 07
010000000 000000000
000000000 001000000
000000000 000100000
000010000 000000000}
000000000 000000000
000000000 000000000
000000000 000000000
00000000 0- L0000000O0 O
Plecand de la relatia
[RP1Ha}i™ = [1° )™
se poate scrie [RP121Q15-4{q}5 = [1°1[Q15-4{als
Sau
{0} = ([RP14[Q16-4 — [1P11QI5-D{a}s = [R1u{a}s (38)

[RP], este matricea de intAlnire pentru deplasiri in nodul 4. Numirul de la indicele superior arati
ciclul.

Din relatiile (35) si (38) se obtine sistemul algebric sub forma matriceala:
{q}é} [ [Q]* ]
{a}o. (39)
{ {03 JL[RPLLI TP

In functie de tipul de rezemare se scriu conditiile la limita si se obtine un sistem algebric. Se pune
conditia ca sistemul sd admita solutie diferita de zero si se obtin pulsatiile proprii.

Pentru exemplul din figura 3.2.6, conditiile la limita in nodurile O si 5 sunt aceleasi: v, = 0; ¢, =
0; vy =0; ¢,=0; v, =0; ¢, =0.Deci, relatia (39) conduce la un sistem algebric liniar si omogen
(in forma matriceala)

Pulsatiile proprii se obtin din conditia ca sistemul sd admita solutii diferite de zero:

pentru vibratiile de incovoiere in planul xOy pentru vibratiile de Incovoiere in planul yOz

cuplate cu vibratiile longitudinale cuplate cu vibratiile torsionale
N1 1 Nl 1 pn1 ol - -0l nl_ 1 1 n1 ol -
Q1,3 Q1,4 Q1,6 Q1,7 Q1,8 Q1,9 Q1,2 Q1,5 Q1,6 Q1,7 Q1,8 Q1,9

1 Nl 1 n1 pl Pl 1 0l ol Pl 1 N1

Q23 Q24 Q26 Q27 Q28 Q29 Q32 Q35 Q36 Q37 Q38 U39

1 g1 pl pl pl Pl 1 0l ol Pl 1 N1

Q53 Q54 Q56 057 Q58 Uso Q12 Qis Qis Qa7 Qs Qa9

det|pp gp, gb. gD, RP, RP,|T % €f|gp, gp gp gp g o | =0

13 R1a Rie Ry7 Rig Rig 12 Ris5 Rie Ry7 Rig HRig

D pD pD pD_ pD pD D pD pD pD pD pD

R23 Rz4 Rz Rz7 Rzg Roo Rz, R3s Rz R37 R3g R3o

D pD pD pD pD pD D pD pD pD_ pD pbD
[Rs3 R54 Rse R57; Rsg Rsol Rz Ris Rie Riy Rig Ryl
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Metoda propusa mai sus da rezultate bune, este flexibila si poate fi aplicata cu usurinta pe diferite
tipuri de sisteme de bare plane sau sisteme de tevi.

Aceastd metoda este indicata pentru a fi utilizata in inginerie computationala, in special pentru
sistemele complicate de bare.

Urmatorul pas va fi aplicarea metodei pentru sistemele de bare spatiale.

Pentru sistemele complexe de bare plane si spatiale, in viitor, aceasta metoda va fi aplicatd asociata
cu teoria grafurilor, deoarece este dificil de identificat ciclurile si tipurile de noduri.

3.3. Aplicarea metodei matricelor de transfer n cazul barelor curbe

Metoda matricelor de transfer pentru sisteme de bare drepte de sectiune constanta poate fi aplicata
si in cazul studiului vibratiilor barelor curbe. Acestea pot fi aproximate printr-o inlantuire a unui numar
mare de bare drepte (coarde). Evident ca, pentru o buna aproximare, numarul de bare drepte (coarde) trebuie
sa fie suficient de mare.

Metoda a fost aplicata, pentru verificare, in cazul unei bare curbe plane in forma de semicerc, cu
diametrul de 500 mm si grosimea barei de 10 mm (Figura 3.3.1)

Figura 3.3.1. Cadrul semicircular aproximat cu un sistem de bare drepte.

S-a considerat ca acest cadru semicircular este incastrat la capete. Asa cum s-a considerat la metoda
matricelor de transfer axa longitudinald a barelor drepte este axa Oy, iar barele sunt continute in planul XOy.
Axa Oz este perpendicular pe planul cadrului.

Fiind un sistem de bare plan, vibratiile de Incovoiere in planul cadrului semicircular (adica pe
directia OX) se vor cupla cu vibratiile axiale (in lungul axei Oy) si se separd de vibratiile de incovoiere
perpendicular pe planul cadrului (adica pe directia Oz) care se vor cupla cu vibratiile torsionale (in jurul
axei Oy). Aceste vibratii se vor studia separat. Dintre matricele speciale de trecere in calcule intervine
matricea de schimbare a directiei de parcurgere, in punctele de conexiune a doud bare drepte.

Aplicand metoda matricelor de transfer pentru vibratiile de incovoiere in planul cadrului
semicircular cuplate cu vibratiile axiale, scriind conditiile la limita, se obtine relatia matriceala intre vectorii
de stare de la capete

r 0 3! 0 N\
0 Q11 Q12 Q13 Q14 Q15 Q16] 0
— ZMZ Q2,1 Qz,z Q2,3 Q2,4 Qz,s Qz,s — ZMZ
ai El a: EI
! R ? L Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Q36 < T ? \
- a3 El, Q41 Qa2 Qa3 Qua Q45 Que| |~ a3 Ely ’
0 Q5,1 Qs,z Q5,3 Q5,4 Q5,5 Q5,6 0
_B -Q6,1 Qe,z Q6,3 Q6,4 Q6,5 Q6,6- Fy
\ acyEAys ) 3 \acyEAxz) )
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Procedand analog si aplicind metoda matricelor de transfer pentru vibratiile de incovoiere
perpendicular pe planul cadrului cuplate cu vibratiile torsionale, scriind conditiile la limita, se obtine relatia
matriceald intre vectorii de stare de la capete

(0 ! (0 T
My Q11 Q12 Q13 Q14 Q15 Q6] My
UryGlpxz Q21 Q22 Q23 Q24 Q25 Q26| |¥vClpxz
0 Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Qs6|) O
3 0 ; 0 -
M, Q41 Qa2 Qa3 Qsa Quss Qup M,
aZEly Qs1 Qs2 Qs3 Qs4 Qss Osge aZ,El

__ 5 Q61 Q62 Qo3 Qssa Qo5 Qo Fy
a,Elx) o \ alELJ)

Conditiile ca sistemele sa admita solutii nenule sunt

- pentru vibratiile de incovoiere in planul XOy cuplate cu vibratiile longitudinale

Q13 Q14 Q16
det|Qz3 Q24 Q26| =0,
Qs3 Qs4 Ose

- pentru vibratiile de incovoiere din planul yOz cuplate cu vibratiile de torsiune

Ql,Z
det Q3_2
Q4,2

S-au obtinut astfel frecventele

Q15 Q16
Q35 Q36| =0,
Q45 Qap

proprii ale vibratiilor. Numadrul de bare drepte, care alcatuiesc

sistemul ce aproximeaza bara semicirculara, a fost variat de la 2 la 100. Cu cat numarul de bare drepte din
sistemul echivalent era mai mare cu atat valorile frecventelor proprii erau mai apropiate de o valoare fixa.

1BI:":| | T | | | | | | T
L S S S I SR S

1400

1200

—
=
=
=

800

Frecyenta [Hz]

KO0

400

200

a
a 10 20 30 40 50 B0 70 80 a0 100
Yibratii in planul cadrului. Nurmarul de elermente drepte ce alcatuiesc bara in forma de semicerc

Figura 3.3.7. Comparatie intre variatiile primelor 5 frecvente proprii cu numarul de elemente drepte
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Pentru exemplificare a fost studiata variatia frecventelor proprii in functie de numarul de elemente
din sistemul echivalent.

Se poate vedea ca, pentru o buna precizie, numarul de bare drepte care aproximeaza bara in forma
de semicerc trebuie sa fie mai mare de 30. Daca numarul de bare drepte este mic (de exemplu sub 10) erorile
de calcul sunt foarte mari.

Pentru a verifica precizia rezultatelor obtinute aproximand o bard semicirculard cu un sistem
echivalent de bare drepte prin aplicarea metodei matricelor de transfer, rezultatele obtinute au fost
comparate cu rezultatele obtinute prin aplicarea altei metode aproximative si anume metoda elementului
finit.

Au fost studiate vibratiile unei bare plane semicirculare care are la ambele capete cate o bara dreapta
de aceeasi grosime cu cadrul semicircular si orientatd pe directia diametrului. Diametrul semicercului este
500 mm, lungimea fiecarei bare din capete este 100 mm. Grosimea barei este 10 mm, ca in figurd. Cadrul
este Tncastrat la capete. S-a considerat ca sistemul de bare drepte echivalent are 100 de elemente. In total
cadrul are deci 102 elemente.

Figura 3.3.8. Cadrul pentru verificarea rezultatelor obtinute aproximand cadrul circular cu un
sistem de bare drepte.

Tabelul 2. Primele cinci frecvente proprii pentru bara curba

Vibratii de incovoiere in planul cadrului Vibratii de Incovoiere perpendicular pe planul
cuplate cu vibratiile axiale cadrului cuplate cu vibratiile de torsiune
Nr. Metoda Metoda Eroarea Metoda Metoda Eroarea
mod | matricelor de elementului [%] matricelor de elementului [%]
transfer (MMT) finit (MEF) transfer finit (MEF)
(Hz) (Hz) (MMT) (Hz) (Hz)
1 110,21 109,79 0,38 38,55 39,09 3,93
2 256,17 265,00 3,33 123,01 116,45 5,63
3 287,77 291,50 1,28 264,72 256,29 3,29
4 305,86 321,50 4,86 411,79 403,24 2,12
5 539,07 529,84 1,74 522,04 520,24 0,34

Dupa cum se poate observa valorile frecventelor proprii obtinute aplicind metoda matricelor de
transfer pentru un sistem de bare drepte echivalent conduce la rezultate apropiate de cele obtinute prin
aplicarea metodei elementului finit. Eroarea este sub 5%, la unele moduri proprii eroarea este sub 1%.
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Metoda matricelor de transfer oferd rezultate bune, este flexibild si poate fi aplicatd cu usurinta pe
diferite tipuri de sisteme de bare plane sau sisteme de conducte. Aceastd metoda este indicata pentru a fi
utilizata in ingineria computationala, in special pentru sistemele complicate de bare.

3.4. Aplicarea metodei matricelor de transfer in cazul barelor drepte cu sectiune variabila

Barele cu sectiune transversala variabila apar in multe probleme curente din constructia de masini
si constructii industriale.

Cu ajutorul metodelor aproximative poate fi abordata problema determinarii frecventelor proprii
si a modurilor proprii de vibratii de incovoiere (transversale) pentru o bara privitd ca mediu continuu, cu
sectiune plina, variabila liniar.

Aproximarea barei cu sectiune continuu variabila cu o bard cu sectiune variabila in trepte si
aplicarea metodei matricelor de transfer este una dintre metodele aproximative in studiul vibratiilor de
Tncovoiere.

Pentru metoda aproximativa propusa se pot utiliza programe de calcul incat sd se obtina valorile
numarului dorit de pulsatii proprii si modurile proprii de vibratie corespunzatoare pulsatiilor dorite. Metoda
propusa va fi aplicatd in cazul concret al unei bare cu sectiune transversala continuu variabila.

Rezultatele obtinute prin metoda aproximativa propusa sunt comparate cu rezultatele obtinute prin

alta metoda aproximativa si anume metoda elementului finit.
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Figura 3.4.1. Aproximarea barei drepte cu sectiune continuu variabila cu o bara dreapta cu
sectiune variabild in trepte

Metoda de fata consta in aproximarea barei drepte cu sectiune continuu variabila cu o bara dreapta
cu sectiune variabild in trepte. Bara dreapta conicd se mparte in bare (elemente) cilindrice cu sectiune
constantd. Numarul de elemente cu sectiune constantd care inlocuiesc bara tronconica depinde de utilizator.
Influenta numarului de elemente cu sectiune constanta, in care se discretizeaza bara tronconica, asupra
rezultatelor calculelor va fi studiata mai jos.

Punctele de pe fibra medie, care separa doud elemente se numesc noduri. Nodurile se numeroteaza
plecand de la numarul O de la extremitatea din stdnga. Numaratoarea elementelor incepe cu numarul 1 din
partea stanga.

k-1 K
. y
="

Figura 3.4.2. Alegerea axelor

Pentru un element al barei, de sectiune circulara constanta, care executa vibratii de incovoiere, cu
axele alese ca in figura 3.4.2, intre vectorii de stare de la capetele elementului k, {q}} la stinga si {q}%_,
la dreapta, se poate scrie relatia matriceala

{q}fc = [Al{q}-1-
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S-au folosit notatiile (cunoscute deja din paragrafele anterioare):
Saltul de sectiune apare la trecerea de la un element la altul. Se introduce o matrice de salt. Intre
vectorii de stare din stanga si din dreapta nodului k se poate scrie relatia matriceala:

{q¥; = [Bli{q}k.

Matricea patrata (4x4), notata [B]k, din relatia de mai sus se numeste matrice de salt in sectiunea k.
Este o matrice rara. Elementele nenule ale acestei matrice sunt:

. 4 [Igy1 Ag . A I 4| A} Iy
B1,1 =1, Bz,z = | B3,3 = ) B4,4 = 3
Iy Akt Ak+1 Tk+1 A1 Ik
n care:

- Ay, I sunt aria sectiunii transversale, respectiv momentul de inertie al sectiunii pentru elementul k;
Ars+1, Ixyq sunt aria sectiunii transversale, respectiv. momentul de inertie al sectiunii pentru
elementul k+1.

Se scriu relatii din tipurile de mai sus pentru fiecare element si pentru fiecare nod in care apare salt
de sectiune.

Se inlocuiesc succesiv si se obtine o relatie matriceala intre vectorii de stare din nodul n (punctul
de sosire), {q}}, si nodul 0 (punctul de plecare), {q}5:

{q}h = [Ql{q}}

Matricea patratd (4x4), notatd [Q], se numeste matrice de transfer pentru bara cu sectiune variabila
n trepte.

Tn functie de tipul de rezemare a barei conice, se scriu conditiile la capete si, din conditia ca
sistemul algebric obtinut sd admita solutii nenule, se obtine ecuatia pulsatiilor proprii care se rezolva
numeric. Se obtin astfel frecventele proprii.

Desi este o metodd aproximativa, aceasta metoda sigur este buna. Este interesant de studiat care este
numarul minim de elemente cu sectiune constanta in care trebuie divizata bara tronconica astfel incat
eroarea de calcul sa se situeze la un nivel scazut.

Pentru a verifica metoda aproximativa propusd, aceasta a fost aplicata in cazul concret al unei bare
drepte cu sectiune continuu variabila. De asemenea, pentru a verifica corectitudinea rezultatelor si pentru a
putea face comparari complete a rezultatelor teoretice, a fost aplicata si metoda elementului finit (FEM).
Datele tehnice ale barei: bara este executati din otel, cu densitatea p = 7800 Kg/m3; modulul de
elasticitate longitudinal E = 21 x 10°N/m?; lungimea [ = 0.5 m; diametrul mare (in nodul 0) d, =
0.03 m, diametrul mic (in nodul 1) d; = 0.005 m. Conicitatea este in acest caz a« = 0.05 (5%).
Studiul a fost efectuat in doua situatii: bara incastrata la ambele capete si bara incastratd la un capat
si libera la celalalt capat.
Bara tronconica incastrata la ambele capete
Pentru bara Incastrata la ambele capete conditiile la limita sunt:
x=0,Y=0, ¢ =0;
x=1,Y=0, ¢=0.
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Figura 3.4.3. Bara tronconica incastratd la ambele capete

Au fost calculate primele 5 frecvente proprii de vibratie.

Aplicand metoda aproximativa bazata pe metoda matricelor de transfer (cu 100 de elemente) s-au
obtinut pentru frecventele proprii valorile din tabelul de mai jos:
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Tabelul 3. Primele cinci frecvente proprii pentru bara incastrata la ambele capete

Modul propriu de Metoda matricelor de Metoda elementului
vibratie transfer cu 100 de finit [Hz]
elemente [Hz]
Modul 1 293.38 297.16
Modul 2 781.93 790.52
Modul 3 1509.88 1539.75
Modul 4 2477.77 2510.24
Modul 5 3686.45 3743.95
Bara a fost impartita in 2, 3, 4, ...., 99, 100 de tronsoane (elemente) cu sectiunea (diametrul)

constanta. Pentru fiecare caz au fost calculate primele 5 frecvente proprii de vibratie. Se observa ca atunci
cand bara conica a fost divizata intr-0 succesiune de bare cilindrice cu sectiune constanta.

Numarul de elemente de la care valorile frecventelor proprii aproape cd nu mai variaza este Insa
mai mare decat In cazul barelor curbe. La valori mici ale numarului de elemente cilindrice, valorile

frecventelor proprii variaza foarte mult.

T T T 1 T T T T
40

30

20

10

Eroarea [%]

-10

ol
a 10 20 30 a0 50 B0 70 a0 a0 100
Mumarul de elemente ce alcatuiesc arborele cu sectiune variabila in trepte

Figura 3.4.9. Eroarea de calcul a primelor 5 frecvente proprii in functie de numarul de elemente

Tn figura 3.4.9 este prezentata variatia erorii de calcul ce apare prin aproximarea barei tronconice
cu o bara cu sectiunea variabild in trepte, pentru primele 5 frecvente proprii. Se poate observa ca eroarea
de calcul este sub 2 % daca numarul de elemente (tronsoane) este mai mare de 20. Dacd numarul de
elemente (tronsoane) este mai mare de 50, eroarea de calcul scade sub 1 %.

Se poate observa si aici cd, daca bara tronconica se aproximeaza cu o bara cu sectiunea variabila in
trepte, iar numarul de tronsoane este mic, riscul de a obtine erori foarte mari este ridicat.

Bara tronconica incastrata la un capat i libera la celalalt capat

Se considera ca bara este incastrata la capatul din stanga (unde diametrul este mai mare) si libera
la capatul din dreapta (Figura 3.4.11). In acest caz, conditiile la capete sunt:

- in capatul din stanga deplasarea si rotatia sectiunii sunt egale cu zero (v, =0, ¢, =0);
- in capatul din dreapta momentul incovoietor si forta taietoare sunt egale cu zero (M, =0, F, =0).
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Figura 3.4.11. Bara tronconica incastrata la un capat si libera la celalalt capat

La fel ca in cazul barei incastrate la ambele capete, a fost aplicata metoda aproximativa de calcul.
Bara a fost de asemenea Tmpartita in 2, 3, 4, ...., 99, 100 de tronsoane cu sectiunea constanta. Pentru
fiecare caz au fost calculate primele 5 frecvente proprii de vibratie. A fost aplicata si metoda elementului
finit. Rezultatele sunt trecute in tabelul de mai jos.

Tabelul 4. Primele cinci frecvente proprii pentru bara incastrata la ambele capete

Modul propriu de Metoda matricelor de Metoda elementului
vibratie transfer cu 100 de finit [Hz]
elemente [Hz]

Modul 1 162.52 161.11
Modul 2 457.38 455.43
Modul 3 962.91 968.78
Modul 4 1698.90 1713.36
Modul 5 2671.46 2687.34

La fel ca in cazul barei incastrate la ambele capete, se poate observa cd, de la un numar de
tronsoane in sus, valorile frecventelor proprii calculate cu metoda aproximativa se stabilizeaza ca valoare
(aproape ca nu mai variaza) si sunt apropiate de valorile calculate cu metoda elementului finit. Totusi, spre
deosebire de bara incastrata la ambele capete, numarul limitd de tronsoane de la care eroarea de calcul se
incadreaza in limite acceptabile este mai mare.
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80 0 100

Figura 3.4.17. Eroarea de calcul a primelor 5 frecvente proprii in functie de numarul de elemente
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Numarul de elemente de la care valorile frecventelor proprii aproape cd nu mai variaza este Insd,
ca si in cazul barei Incastrate la ambele capete, mai mare decat in cazul barelor curbe. La valori mici ale
numarului de elemente cilindrice, valorile frecventelor proprii variaza foarte mult.

Tn figura 3.4.17 este prezentata variatia erorii de calcul ce apare prin aproximarea barei tronconice
cu o bard cu sectiunea variabila in trepte, pentru primele 5 frecvente proprii. Se poate observa ca eroarea
de calcul este sub 2 % daca numarul de elemente (tronsoane) este mai mare de 40. Daca numarul de
elemente (tronsoane) este mai mare de 60, eroarea de calcul scade sub 1 %.

3.5. Aplicarea metodei matricelor de transfer in studiul vibratiilor unui arbore cotit fisurat

In vederea aplicarii metodei matricelor de transfer prezentate mai trebuie introduse citeva matrice
de trecere specifice configuratiei si functionarii arborelui cotit.

Matricea de trecere peste un reazem elastic

Se refer la vibratiile de incovoiere in planurile Oxy si Oyz si la vibratiile longitudinale. Intre
vectorii de stare stanga si vectorii de stare din dreapta ai sectiunii K poate fi scrsa relatia matriceala:

r |
{ak =[E]a (1)
unde, matricea patrata (6x6), notata [E]x este matricea de trecere peste un reazem elastic Tn nodul k .

Elementele nenule ale acestei matrice sunt:
-pentru vibratiile de incovoiere in planul Oxy cuplate cu vibratiile longitudinale:

K K
11 = F2.2 33 = E44 = Esp 6,6 a1 oEl 6,5 o EA,
-pentru vibratiile de incovoiere in planul Oyz cuplate cu vibratiile torsionale:
KZ
E1,1 = Ez,z = E3,3 = E4,4 = E5,5 = Ee,s =1; E6,3 =73 )
aEl,

unde: Ky, Ky, K; sunt constantele elastice ale lagarelor respectiv pe directiile Ox, Oy, Oz.

Matricea de trecere peste un disc
Daca intr-un nod k existd un disc cu masa concentratd Mk si momente de inertie Jx, Jy (Jp), J; fata
de axele sistemului de referinta, alese atunci cand a fost prezentatd metoda, atunci intre vectorii de stare
stanga si dreapta nodului k poate fi scrisa relatia matriceala:

|
{af =[Dl{al ¥
unde, matricea patrata (12x12), notata [D]k, este matricea de trecere peste disc. Este o matrice rara,
elementele nenule fiind:

D1,1 = D2,2 = D3,3 = D4,4 = D5,5 = Da,e =
D7,7 = Ds,a = D9,9 = D10,10 = D1111 = D12,12 =1,

J.a? m, &, m J,a,
D3,2 - _ e : D411 — kZix : DG,S - _ kP ex : D8,7 —___P7y :
Phq PA. PA. Pl
J.a® m,a;
D —_ : D — _k™7iz ]
1110 ,DAXZ 12,9 pA(Z

Matricea de trecere peste o contragreutate

Specific pentru arborii cotiti sunt contragreutatile . Daca arborele cotit are contragreutati trebuie
construitd o matrice speciald de trecere peste contragreutate (Figura 3.5.1). Se considera ca contragreutatea
este prinsa de un brat al arborelui cotit. Se face reducerea sistemului fortelor de inertie in centrul de masa
al contragreutatii. Se calculeaza reactiunile In punctul bratului in care se considera ca este fixata rigid
contragreutatea. Se calculeaza elementele matricei de trecere peste contragreutate.
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Figura 35.1. Contragreutate

Se noteaza matricea de trecere peste contragreutate cu [G]k. Este o matrice rara (12x12). Relatia
matriceala in nodul k, unde este contragreutatea cu masa me, va fi:

{af =[Gl gk (3)
Elementele nenule ale matricei [G]« sunt:
Gl,l :Gz,z :Gs,s :G4,4 :Gs,s :Ge,s = G7,7 = Gs,s = Gg,g = Glo,lo = Gl],ll = G12,12 =1;

G _ mcnaii _ JOZaIX G JOYZal’yG _ mCaIX . G mCaIX . _ mcé/al’zyG .
31 32 37 ZEI 41— ’ 4,2 — ’ 47 — .3 EI
PA, PA, paiEl, PA PA P
G _ mcacy G m galz . . G _ mcé”aiiEl L .G = ‘]oyzaleI ‘G _ ‘]oyary .
6,5 ’ 6,10 81 GI ’ 8,2 — GI 187 T I ’
prz cyprz ary pxyprz ar pxyprz P pxz
mag, | m.pas, Joi | My, . m,7et,

GlL5:m1 Gngz_ oA v B1110 T T ;)),XAXZIZ 1 D109 —ﬁ1 GlZ,10= DA

Matricea de trecere peste o fisura transversala
Se considera un arbore cu raza R si o fisur transversald de adancime a (Figura 2.4.2). In sectiunea fisurii,
arborele este incarcat cu forta axiala Py, fortele taietoare P2 si Ps, momentele incovoietoare P4 si Ps si
momentul de torsiune Ps. Pe baza celor expuse in subcapitolul 2.4 si utilizand aceleasi notatii se
calculeaza coeficientii de flexibilitate locali Cij datorati fisurii:

c ﬂu
T aP apﬁp

jJ Ma; i,je 2.6} (4)

Folosind relatiile de mai sus pentru coeficientii de flexibilitate locali se pot exprima deplasérile
liniare si unghiulare intre partea stdnga si partea dreapta a fisurii. Astfel, matricea de transfer peste fisura
transversala, [C], , se poate scrie:

10 0 C, 0 0O 0C, 00 0 0
0o1¢, 0 0C, 0 0 00C, O
00 1 0 0 0 0O 0 00 0 O
00 0 1 0 0 0 0 00 0 O
00C, 0 1C, 0 0 00C,, O
00 0O 0 0 1 0 0 00 0 O
(10)
o0 0 C,0 0 1C, 00 0 Cp
00 0 0 0 0 0 1 00 0 0
00 0 0 0 0 0C, 10 0 Cy
00 Cgq O O0Cys 0 0 01 Cppy O
00 0 0 0 0 0 0 00 1 0
00 0 0 0 0 0 0 00 0 1 |

unde elementele matricei sunt urmatoarele:
Cou=—CraEl,; Cpg = Cp, Gl

pxz :
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Cs .o, EA, aZEl,
— . _ 51%"cz Z . _ 45
C, 3 =CssttyEl, Copo=——""—",Cyp=-

aix aix

Css= _ClsaiiElx; Cs,e =Cot, BA; Cspy = ClA“izzElx

3 . _ . _ 3
C7,4 =—CeEl, ; C?,a = CsearyGI C7,12 = —Cg;, El,

pxz?

Cos = Cae, GIpXZ;CQ‘12 —Cy,2,, EI
a E| C40, EA,
__ CysoEl, _ Cyy .
Clos= o ; Croe = OC: o C10,11 Caq0%i, El

1z 1Z

Prin urmare, relatia dintre vectorul de stare din stdnga si vectorul de stare din dreapta ai unei
. . [ . . r - <
sectiuni fisurate K, {q}k , Sl respectiv {q}k , are urmatoarea forma:

|
{af =[Clal (11
Metoda prezentata aici a fost aplicata in cazul concret al unui arbore cotit al unui motor cu ardere
interna (Figura 3.5.2 si Figura 3.5.3).

8 9 11 121516 17 23 .24
\15//16 22\ (23

|
12345 6 7 10131418192021 2225
Figura 3.5.3. Aplicarea metodei propuse la arborele cotit testat

Este un arbore cotit cu patru coturi in linie. Se studiaza cazul unui arbore cotit liber la ambele capete
si echipat cu volant. Arborele cotit este rezemat elastic cu manivelele asezate in plan vertical.

Deoarece manivelele sunt dispuse in acelasi plan, care contine axa longitudinala a arborelui cotit,
vibratiile de incovoiere in planul XOy cuplate cu vibratiile longitudinale sunt separate de vibratiile de
incovoiere in plan yOz cuplate cu vibratiile de torsiune.

Arborele cotit studiat este montat elastic in cinci lagare radiale si doua lagare axiale care corespund
zonei de rezemare mediana. Se considera ca in fiecare lagar radial sistemul de forte elastice se reduce la o
fortd rezultanta unica situata intr-un plan median al fusului de rezemare perpendicular pe axa longitudinala
a arborelui cotit. Aceasta forta elastica ce rezulta este proiectata in acest plan pe doua directii perpendiculare
Ox si Oz.

In cazul lagarelor axiale se considera cd sistemul de forte elastice se reduce la o fortd unica,
rezultanta. Se aplica pe axa longitudinala a arborelui cotit intr-o sectiune transversald mediana a fusului
central de rezemare.

Din literatura de specialitate, pentru constantele elastice ale lagarelor au fost alese valorile Ky
=2x108 N/m; Ky =2x10® N/m; K, = 2x108 N/m.

Apoi a fost studiata prezenta unei fisuri transversale intr-un fus palier al sistemului. S-a presupus ca
fisura transversald este deschisa. Pentru diferite valori ale adancimii fisurii si locatiilor de-a lungul
sistemului, s-au obtinut, coeficientii locali de flexibilitate.

Apoi primele cinci frecvente naturale fyj (pentru vibratiile de incovoiere in planul xOy) si f; (pentru

vibratii de incovoiere in planul yOz), j =15, ale vibratiilor de incovoiere au fost determinate prin metoda

matricelor de transfer descrisa in paragrafele de mai sus. Se observa in figurile 3.5.4-9 pentru toate cazurile,
ca prezenta unei fisuri transversale conduce la scaderea frecventelor proprii. Dupa cum era de asteptat,
aceastd scadere este mai mare odatd cu cresterea adancimii fisurii.
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Figura 3.5.4. Variatia frecventelor proprii de incovoiere, fx , cu adancimea fisurii in nodul 24

De asemenea, se observa ca frecventele naturale fyj au scazut mai mult decat f; din cauza formei si
pozitiei fisurii.

In fig. 3.5.4 5i 3.5.5 a fost reprezentata variatia frecventelor naturale cand a fost prezenta fisura in
nodul 24 (fus palier 1anga volant). Se poate observa o diminuare ampla a tuturor frecventelor naturale atunci
cand adancimea fisurii creste. Cele mai mari reduceri au loc la a doua si a patra frecventa proprie.

In fig. 3.5.6 si 3.5.7 variatia frecventelor naturale a fost reprezentata atunci cand fisura a fost
prezenta In nodul 4 (cel mai indepartat fus palier de volant al arborelui cotit). Tot Tn acest caz toate
frecventele scad, dar reducerile sunt mai mici decat in cazul nodului 24.

1400 . . . . . . .
—_ £~
1200}
—_
G £y
w1000 -
.z
]
g £
S enp fa
L
&
= GO0t
3 £,
2400 AN
fl\
200 - - - - - - -
0 01 02 03 04 05 07 04

06
Relative crack depth a/R

Figura 3.5.5. Variatia frecventelor proprii de incovoiere, f;, cu adancimea fisurii in nodul 24
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Figura 3.5.6. Variatia frecventelor proprii de incovoiere, fx , cu adancimea fisurii Tn nodul 4
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Figura 3.5.7. Variatia frecventelor proprii de incovoiere, f;, cu adancimea fisurii Tn nodul 4

Avand in vedere unele locatii si adancimi pentru o fisura deschisa transversala, frecventele proprii
sunt stabilite prin metoda matricelor de transfer. Au fost reprezentate doar variatiile frecventelor proprii ale
vibratiilor de incovoiere observand ca o fisura se plaseaza in zona cu momentul incovoietor maxim (fusul
palier de langa volant) si conduce la cea mai mare variatie relativa a frecventelor proprii.

In baza acestor observatii s-ar putea realiza o metoda de identificare pentru detectarea aparitiei unei
fisuri Intr-un sistem arbore cotit-volant.

3.6. Aplicarea metodei matricelor de transfer in studiul vibratiilor centrifugelor cu tamburul in
consola

Tn acest subcapitol este abordat un domeniu de cercetare avansati: studiul vibratiilor centrifugelor
industriale prin aplicarea metodei matricelor de transfer. Este stabilit un model de studiu considerand
arborele ca mediu continuu. Sunt studiate vibratiile de incovoiere cuplate cu vibratiile axiale. Vor fi
construite matricea de transfer si matricea de trecere. Va fi dezvoltat cazul vibratiilor libere.
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In cele ce urmeaza vor fi folosite notatiile:
74 - torsor al sistemului fortelor de inertie, ale tamburului, in centrul de masa al tamburului;

F ™ - rezultanta sistemului fortelor de inertie;
—in —

Mc, Mci)n - moment rezultant al sistemului fortelor de inertie in raport cu centrul de masa, C si, respectiv,
n raport cu punctul de fixare al tamburului, O;

m - masa tamburului (inclusiv materialul de lucru);

a. - acceleratia centrului de masa al tamburului;

KC - momentul cinetic in raport cu centrul de masa al tamburului;

I. - vector de pozitie al centrului de masa al tamburului;

& n, ¢ - coordonate ale centrului de masa pe axele OX, Oy si respectiv Oz;

F", F" F'"- proiectii ale rezultantei sistemului fortelor de inertie pe axele Ox, Oy si respectiv Oz;

M io”x , M ci)”y , M Ci)"z - proiectii ale momentului rezultant al sistemului fortelor de inertie pe axele OX, Oy si
respectiv Oz,

Vy,V, - deplasari (deformatiile) pe axele Ox si respectiv Oy;

@, - rotatie a sectiunii transversale a arborelui in jurul axei Oz,

V,(y), Vv, (y), ®,(y) - simboluri pentru functii de y;

Jey s Jc,- momente de inertie mecanice in raport cu axele Cy si respectiv Cz;

JCXZ’ J

de masa al tamburului;
wy, - pulsatie proprie de ordinul n;
{a}, - vector de stare in nodul k;

cy2 - Produse de inertie mecanice in raport cu axele sistemului de coordonate cu originea in centrul

[A]k - matrice de transfer pentru elementul numarul k;

{q}L , {q }; - vectori de stare la stdnga si respectiv la dreapta nodului k;
[H], - matricele de trecere in nodul k;

[Q]- matrice de transfer pentru sistemul arbore-tambur;

M, - moment incovoietor;

F, - forta taietoare;

F, - forta axiala;

S, T, U, V — functii Krilov - Rayleigh;

M, N — simboluri pentru prescurtare;

|, - lungime a elementului numarul k;

p - densitate a materialului arborelui;

A - arie a sectiunii transversale a elementului numarul k;

E - modulul luiYoung (modul de elasticitate longitudinal);

I, - moment de inertie al sectiunii pentru elementul numarul K;

[B], - matrice de salt;

[E]k - matrice de trecere peste un lagar elastic in nodul k;

K., K, - constante elastice ale lagarelor pe directiile OX si, respectiv, Oy;
[D], - matricea de trecere peste tamburul fixat in nodul k;

(2 - viteza unghiulard a arborelui.

Centrifuga este un sistem mecanic compus dintr-un arbore flexibil si un tambur montat pe arbore
(Figura 3.6.1.a). Aceasta masina realizeaza procesul numit centrifugare. Acesta este un proces mecanic,
care permite separarea componentelor unui amestec eterogen.
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Figura 3.6.1. Centrifuga cu tamburul in consola

Centrifuga poate fi orizontalid sau verticald. In continuare este considerat cazul centrifugei
orizontale..

Acest subcapitol are ca obiectiv imbunatatirea studiului vibratiilor centrifugei cu tamburul in
consold. Modelul centrifugei in vederea studiului vibratiilor este arbore flexibil considerat a fi mediu
continuu asezat pe doud lagare si un tambur fixat pe arbore. Arborele poate sa efectueze vibratii de
incovoiere Tntr-un plan care contine centrul de masa al tamburului si axa longitudinala a arborelui (Figura
3.6.1.b) si vibratii axiale Tn lungul acestei axe (Figura 3.6.1.c). Alegand sistemul de axe prezentat in figura
3.6.1, cu axa Oy axa in lungul arborelui, vibratiile de incovoiere vor fi in planul xOy (Figura 3.6.1.b) si
vibratiile axiale vor fi in lungul axei Oy (Figura 3.6.1.c). Tn acest subcapitol va fi utilizatd metoda matricelor
de transfer.

Scopul studiului vibratiilor este acela de a calcula frecventele proprii ale centrifugei. Cunoscand
aceste frecvente proprii, si de asemenea turatiile critice, va fi evitata functionarea centrifugei la aceste turatii
sau in vecinatatea acestor turatii.

Fiecare centrifuga are un tambur. Se considera ca tamburul este fixat pe arbore in punctul O (Figura
3.6.2).

In cazul centrifugelor, tamburul nu poate fi considerat un disc subtire si punctul de fixare al
tamburului nu poate fi in centrul de masa al tamburului.

Figura 3.6.2. Tamburul

Se aplica principiul lui d’ Alembert. Mai Intai reducerea sistemului fortelor de inertie ale tamburului
va fi facuta in centrul de masa al tamburului (Figura 3.6.2.a):

in ﬁin:_ma-:c
VT @
dt
—in —in

Apoi, utilizand relatia Mo =Mc +1 x F™™ momentul rezultant al sistemului fortelor de inertie

este calculat in raport cu punctul de fixare al tamburului, O.
Depunerile neuniforme ale materialului de lucru pe peretii tamburului constituie motivul pentru care
centrul de masa al tamburului (incluzand si materialul de lucru) nu este plasat pe axa de rotatic a centrifugei.
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Vor fi studiate vibratiile de incovoiere 1n planul care include centrul de masa al tamburului si axa de rotatie

(¢ =0) (Figura 3.6.1.b)
De asemenea, datorita rigiditatii mari, amplitudinea rotatiei sectiunii transversale ¢, are valori mici.

o’ a fost neglijat in raport cu &, . In aceste conditii expresiile rezultantei si ale momentului rezultant al
fortelor de inertie pot fi scrise (Figura 3.6.2.b):

F" = mo’v, —mno’e,

F," =mao’v, + méa’p, (4)
F"=0

Mg, =0

Mg, =0 : ®)
MY = (cha)2 +mEw® +mn’o’ )(oz —mnpw®Vv, +méa’v,

Tn expresia (4) a lui F™ pe directia vibratiilor axiale, pe axa Oy, apare termenul méw’p, care este
un rezultat al vibratiilor de incovoiere. Vibratiile de incovoiere excita vibratii axiale. Deci vibratiile de
incovoiere si vibratiile axiale trebuie studiate impreuna. Aceste doua tipuri de vibratii au unele frecvente
proprii comune.

Din expresiile rezultantei (4) si a momentului rezultant (5) al fortelor de inertie rezulta ca vibratiile
axiale si vibratiile de incovoiere sunt cuplate. Deci se considera ca arborele este alcatuit din elemente drepte
de sectiune constanta care efectueaza vibratii de incovoiere Tntr-un plan care contine centrul de masa al
tamburului si axa longitudinala a arborelui si vibratii axiale in lungul acestei axe.

Sistemul arbore-tambur este impartit in elemente drepte care au sectiune constanta si care nu sunt
actionate de forte concentrate sau momente.

Elementele obtinute sunt numerotate in ordine pornind cu numarul 1 de la primul element din partea
stanga (Figura 3.6.3). Sistemul va fi traversat de la stdnga la dreapta pe fibra medie.

Asa cum s-a aratat in subcapitolele precedente, pentru fiecare nod j (j=0,1,...,n) se scrie un vector
de stare (matrice coloana) {q}j . Pentru fiecare element k (k=1, 2,..., n) este scrisa matricea de transfer

[A], . Relatia matriceala pentru un element k este:

R {q}k = [A]k {q}k—l ' (6)
R In vectorii de stare pentru nodurile de la capetele sistemului, 0 si n, vor aparea conditiile la limita.
In nodurile interioare, 1, 2,---, n-1, pot interveni: salt de sectiune, tambur, lagare elastice. Deci, intr-un

nod k pot fi definiti un vector de stare la stanga {q}L si un vector de stare la dreapta {qf; . Relatia
matriceald intr-un nod k poate fi scrisa:
|
af =[H] i ()
[H ], este matricea de trecere in nodul k si poate fi una dintre matricele: matrice de salt, matrice de trecere

peste tambur, matrice de trecere peste un reazem elastic.
Asa cum a fost prezentat, pot fi scrise relatiile matriceale pentru fiecare nod si relatiile matriceale
pentru fiecare element. Inlocuind succesiv este obtinuta relatia matriceala intre vectorii de stare de capete

de la elementul n, {q}! si de la primul (punctul de start) {ql;:

{af, =[Qliak. (8)
[Rl=[AL[H], .- [Als[H] Al [HLIAL.

Matricea [Q] este matricea de transfer pentru sistemul arbore-tambur.

unde, se scrie

Relatia matriceala intre vectorii de stare de la capetele unui element k, {q }Lfl si respectiv {q }L ,
poate fi scrisa:
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v, Vy
Ll . - P:
. S TUV 0 0 .
M, VS TU 0 0 M,
Bl UV s T 0 0] o, o
KR [ jtuv s o of Kk
Bl 1o 0 0 0 M N|| @Ek
Vy _ Vy
¢ 0000 N M| P
a.EA |, o EA, H
unde: S =[cosh(el, )+cos(el, )]/2, T =[sinh (1, )+sin(el, )]/2, U = [cosh(el, )—cos(el, )]/ 2,

V =[sinh (g, )—sin(e], ))/2; M =cosel,, N=sinal,; « —\/_/pAk a, —a)\/7

Relatia matriceala (9) poate fi scrisa ca relatia (6):

ol =[Al {a}- (10)

Matricea patrata (6x6), notata [A]k , este matricea de transfer pentru elementul numarul k al
arborelui. )
In unele noduri este posibil s intervind matrice speciale. Intre vectorul de stare din stanga si vectorul de
stare din dreapta sectiunii K, {q}:< si, respectiv, {q}L , poate fi scrisa relatia (7).

Matricea patrata (6x6) [H ], poate fi una dintre matricele:
- matrice de salt, [B], , cand ntr-un nod k apare un salt de sectiune. Elementele nenule ale acestei matrice
au fost prezentate intr-un subcapitol precedent.
- matrice de trecere, [E],, peste un lagar elastic intr-un nod k. Elementele nenule ale acestei matrice sunt:

. Kx . Ky
E1,1 = Ez,z = E3,3 = E4,4 = E5,5 = Ee,e =1, E4,1 = _ai3E|_k ) E6,5 = a, EA, :

Ky si K, sunt constantele elastice ale lagarelor pe directiile OX si respectiv Oy. Daca lagarul elastic este

radial elementul Eg este zero. Daca lagarul elastic este radial-axial atunci elementul E; ; este diferit de
zero (Figura 3.6.4).
- matrice de trecere, [D],, peste un tambur fixat intr-un nod k. Elementele nenule ale acestei matrice sunt:

: mna; . Jo, +m&* +mp’
D111:D2'2 :D3,3:D4,4:D5,5:D6,6:li D3,l:_ n : D32 :_( C h :

PA ' PA
mgaiz . m(Zi . m7705i2 . méaiac . mac

Ds,s = , D4,1 = ) D4,2 = ) D6,2 = ) De,s == .
PA PA PA PA PA

Daca se ia in considerare si momentul giroscopic, se va modifica numai elementul D3 >:
- pentru precesia directa:
3

D,, =—(—ch%+ch +mé&? +m772jpa;\k ;

- pentru precesia inversa:
3

D,, = —(ch9+ J, +mé? + mnzj %
@ PA

Matricea de transfer pentru centrifuga, notata [Q], este 0 matrice patrata (6x6). In functie de tipul

de rezemare sunt scrise conditiile la limita si se obtine un sistem algebric liniar si omogen. O solutie nenula

a acestui sistem exista daca si numai daca determinantul sau se anuleaza. Se obtine astfel o ecuatie

transcendenta. Rezolvand numeric aceasta ecuatie sunt obtinute frecventele proprii pentru vibratiilor libere.
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Metoda prezentata este aplicatd in cazul concret al unei centrifuge (Figura 3.6.5). Centrifuga este
alcatuitd dintr-un arbore si un tambur. Arborele a fost impartit in 2 elemente (1 si 2). In aceasta aplicatie
arborele centrifugei nu are salt de sectiune. Au fost obtinute 3 noduri (0,1,2). Tamburul este fixat pe arbore
in nodul numarul 2. Centrifuga este rezemata elastic. Lagarul din nodul 1 este radial. Lagarul din nodul 0
este radial-axial.

5@ / ® \@|c
e =
é]{x N‘%N\Kx

Figura 3.6.5. Aplicarea metodei propuse la o centrifuga

in nodul numdrul 0, la stinga (inainte de lagar): M, =0; F, =0; F, =0;
in nodul numdrul 2, la dreapta (dupa tambur): M, =0; F, =0; F, =0;
Tinand seama de conditiile la limita, vectorii de stare {qf, si {q}(') au forma:
ah=la. 6. 00 a, Offsilaf={a, ap 0 0 g, Of"

Dupa inlocuiri, se obtine un sistem algebric liniar si omogen:

0= Qs,lql,o + Qs,zqz,o + Qs,sqs,o
0= Q4,1q1,o + Q4,2q2,o + Q4,5q5,o :
0= Qe,lql,o + Qe,zqz,o + Qe,sqs,o

Conditia ca sistemul sa admita solutii nenule (A =0) conduce la ecuatia transcendenta:

Q3,1Q4,2Q6 5 Q3,1Q4,5Q6 2 Q3,2Q4,1Q6 5T Q3,2Q4,5Q6 it Q3,5Q4,1Q6,2 - Q3,5Q4,2Q6,1 =0.

Rezolvand numeric aceastd ecuatie au fost determinate primele opt frecvente proprii.
Valorile lor au fost comparate cu acelea obtinute prin neglijarea vibratiilor axiale.

Tabelul 1. Primele opt frecvente proprii

Numar Frecvente proprii [Hz]
mod Vibratii de incovoiere Vibratii de incovoiere cuplate cu
(se neglijeaza vibratiile axiale) vibratii axiale
Precesie Precesie Precesie Precesie Precesie Precesie
inversa neglijata directd inversd neglijata directa

Mod 1 118.33 133.50 150.32 118.33 133.49 150.33
Mod 2 393.19 396.75 401.06 393.19 396.75 401.05
Mod 3 - - - 746.15 746.16 746.16
Mod 4 1193.33 1194.06 1194.84 1193.31 1194.06 1194.85
Mod 5 2421.78 2423.30 2424.91 2421.78 2423.37 2424.92
Mod 6 - - - 3263.26 3263.26 3263.26
Mod 7 3470.30 3475.60 3480.93 3469.92 3475.71 3480.96
Mod 8 4685.87 4689.35 4696.31 4684.00 4692.39 4696.31

Folosind modelul de studiu in care vibratiile de incovoiere sunt cuplate cu vibratiile axiale, au fost
obtinute noi frecvente proprii (Tabelul 1): frecventele proprii numerele 3 si 6. Aceste valori nu pot fi
obtinute cand este neglijata cuplarea vibratiilor. Diferentele intre valorile obtinute pentru frecventele
proprii, neglijand sau nu cuplarea vibratiilor, sunt foarte mici (mai mici de 0.07%).

Obiectivul acestei studiu este sa afle influenta cuplarii vibratiilor asupra frecventelor proprii ale
centrifugei. Obiectivul este sd afle dacd cuplarea vibratiilor duce la aparitia de noi moduri proprii de
vibratie. Acesta este motivul pentru care au fost calculate opt moduri proprii de vibratie. Este adevarat ca
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valorile frecventelor proprii de ordin superior sunt mari. Dar, noua frecventa proprie numarul 3 poate duce
la aparitia unei turatii critice in domeniul de functionare a centrifugei.

In general, influenta momentului giroscopic asupra frecventelor proprii este mai mare cand
vibratiile de incovoiere sunt cuplate cu vibratiile axiale. Influenta momentului giroscopic asupra noilor
valori ale frecventelor proprii, obtinute prin metoda prezentata in aceasta lucrare (cand sunt considerate
vibratii cuplate), este aproape nula (746.15 / 746.16 / 746.16 Hz si 3263.26 / 3263.26 / 3263.26 Hz).

Metoda prezentata in acest subcapitol, in care se tine cont de cuplarea vibratiilor de
incovoiere cu vibratiile axiale, poate fi consideratd mai completa decat metoda in care este neglijata
cuplarea vibratiilor, deoarece da posibilitatea obtinerii mai multor frecvente proprii de vibratie. Metoda
propusa este flexibila si poate fi usor aplicata pentru diferite tipuri de centrifuge.

3.7. Metoda matricelor de transfer aplicata in studiul vibratiilor barelor drepte incarcate cu forte
axiale

Se studiaza influenta fortei axiale asupra frecventelor proprii ale barelor care executa vibratii de
Tncovoiere. Mai intai se face un studiu teoretic, apoi se aplica in cazul concret al unei bare. Se construieste
matricea de transfer si matricea de salt pentru studiul vibratiilor de incovoiere ale sistemelor de bare
actionate de forte axiale.

Exista cazuri cand un sistem de bare executa vibratii de Tncovoiere in conditiile Tn care barele sunt
si nu sunt actionate de forte axiale. De exemplu, pentru sistemul de bare din figura 3.7.1, daca se neglijeaza
greutatea barelor, atunci eforturile in bare sunt egale cu zero. Daca asupra sistemului actioneaza fortele Fj,
F, atunci numai o parte dintre eforturile din bare este diferita de zero. Eforturile in barele 1 si 5 raman egale
Cu zero.

VA
Figura 3.7.1. Sistem de bare actionate partial de forte axiale

Problema este daca si cum influenteaza fortele axiale frecventele proprii ale vibratiilor de incovoiere
ale barelor.

Se considera un element dintr-o bara dreapta, de sectiune constanta, care este solicitata la incovoiere
n planul xQy, ca n figura 3.7.2. Bara este actionata de forta distribuitd p [N/m] si forta axiald constanta

de Intindere N.

y+dy

Figura 3.7.2. Element de bara cu forta axiala supus la incovoiere
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Yy

Figura 3.7.3. Bara cu forta axiala care executa vibratii de Tncovoiere

Se obtine ecuatia cu derivate partiale pentru vibratiile barelor drepte de sectiune constanta si
actionate de forte axiale constante:

0y N 0%y

pA 3%y
dx* EIZ dx2

El, 0t2 =0, (6)

unde: p este densitatea materialului, E este modulul de elasticitate longitudinal, A este aria sectiunii
transversale, I; este momentul de inertie al sectiunii transversale

Se cauta solutii de forma y = Y (x) cos(wt — lp) si rezulta

YV (x)— Y”(x) —w?Y(x) = 0.
Se noteazd a* = 24 w2, 26 = N Rezulta
El, El,

(7)

Y(x) = Cych(yx) + Cysh(yx) + C3 cos(6x) + C, sin(6x) (8)
— (B VFEa; 6= g =

Se considera o bara de lungime | incastrata la ambele capete. Conditiile la limita

unde

x=0; y—Oandgo———O & Y=0andY' =0

x=1; y—Oand(p———O © Y=0andY' =0
onduc la sistemul algebric liniar si omogen

{ [ch(yD) = cos(8DIC, + [sh(yD) — Lsin(6D|C; =0 -
[ysh(yl) + 8sin(8D)]C, + y[ch(yl) — cos(8D)]C, =0
Din conditia ca sistemul (9) sa admita solutii nenule (A = 0) se obtine ecuatia pulsatiilor proprii
a? —y2ch(ylcos(81) + Bsh(yDsin(61) =0 . (10)
Pentru cazul concret al unei bare de lungime egala cu 1 m si diametru 0.03 m (E=2.1 x 101! N/m?;
1=3.9761x 10~8 m*; I=1m). a

2.
4: |=1m). Daci bara se incilzeste de la temperatura de 10° la 40° atunci va apirea 0
forta axiala de compresiune de 53438 N. In acest caz prima frecventa proprie scade cu 9.7%

Din relatiile

(y Y (x) cos(wt — )

—= = Y!(x) cos(wt — )
—~ELS Ly

—ELY"(x) cos(wt — )
= —EL[Y"(x) -

[
{l § (11)
\F

2BY1(x)] cos(wt — )
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Figura 3.7.5. Element de bara actionat de forta axiala

generalizand pentru un element, k, de bara aflat intre punctele (nodurile) k-1 si k (figura 5), intre vectorii
de stare din nodurile k-1 si k se poate scrie relatia matriceala:

(@ = = [41la}is (13)

unde {q}%_, si {q}} sunt vectorii de stare in nodurile k-1 (In stanga) si k (in dreapta). [A], este matricea
de transfer pentru elementul k:

l l
T _ Pk-1 My, . Fk—1} i LT _{ Pk My _Fx } i
{ade=, = {yk_l a a?El, a3El,_,’ lake =« a a?El, a3ELS, "
s T, U, &V
a a —
1 1 1 55
()
V;V1 S, al, a?U,
[A]k - y252 1
2 U1 ;VZ SZ aT1
12 y252 Y6
=T. —U, =V S
312 a2 1 a 1 1 1

S-au folosit notatiile:

g - 5%ch(yx) + yzcos(Sx)_ _— ysh(yx) + dsin(x)

1 2 4 1 2 )
ch(yx) — cos(8x) 6sh(yx) — ysin(6x)
U1 = ) V1 = )
2 2
y2ch(yx) + §%cos(8x) y3sh(yx) — §3sin(6x) 53sh(yx) + y3sin(6x)
S2 = 2 ;o Vo= 2 ; T = > .

Daca intr-un nod k apare un salt de sectiune atunci, intre vectorii de stare din stanga si din dreapta
nodului k, se poate scrie relatia matriceala

{a}. = [Bli{a}k (14)

unde {q}% si{q}} sunt vectorii de stare la dreapta si la stinga nodului k . [B], este matricea de salt 4x4
n nodul k. Este o matrice rara. Elementele nenule se determina pe baza relatiilor de continuitate: y; =
yi oL =@k ML =ML, FI =FL Aufostscrise in subcapitolele precedente. Elementele matricei de
salt nu depind de forta axiala.

4. Studiu, bazat pe metoda matricelor de transfer, pentru vibratiile mediilor continue
unidimensionale cu sectiune continuu variabila

4.1. Vibratii de incovoiere

Se considera o bara dreaptd cu sectiune transversald variabild si lungime [ (Figura 4.1.1a).
Diametrul barei, aria sectiunii transversale, si momentul de inertie al sectiunii transversale la capetele barei
(notate cu “0” la x = 0 i “1” la x = [) sunt do, Ao, lo, si respectiv di, A1, l1,. Ecuatia cu derivate partiale a
barei Euler-Bernoulli pentru vibratii de incovoiere este:

%y (x,t)

a2 92y (x,t)
7 [E10 =552 = pat) =532 = 0 €
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unde E este modulul de elasticitate longitudinal, p este densitatea materialului, t este timpul, A(x), 1(x)
sunt aria sectiunii transversale si momentul de inertie al sectiunii transversale la distanta X de capat,
respectiv, y(x, t) este deplasarea fibrei medii a barei la distanta x de capat, la momentul t.

0 ! X
2) b) o[ (x=0) (x=I) |
Y :
0
M
0
5| 249 A Y,
N AN\ %
/ * )
A(/"](} [
y y

Figura 4.1.1.a) Bara conica b) Element de bara conica

In vederea obtinerii solutiei pentru vibratii libere de incovoiere este utilizatia metoda separirii
variabilelor:

y(x,t) =Y (x)cos(wt — @) )
unde @ este pulsatia proprie.

Tn cazul unei bare drepte conice, conicitatea este definita:

a=2 (3)
In aceste conditii aria sectiunii transversale si momentul de inertie al sectiunii transversale variaza
astfel:
A(x) = A, (1—diox)2; 1) = I (1—%x)4. (4)
Ecuatia cu derivate partiale (1) devine:
& (1_%,()4%]_%(1_%,5)21/:0 )
unde Wy = a_lg %. (6)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (5) va avea forma:

Y(x) = —= [61]2 ()1 /1 — ix) +C,Y, (,1 /1 — ix) + Csl, (/1 /1 —ix> + C,K, (A /1 —ix)] 7)
1o do do do do
where:
/1:3\/2:2%1\/5 4 [pAo
a | wg do—d, Ely’

Jo(u) si Y, (u) sunt functiile Bessel de ordinul 2 de prima si a doua speta, I, (u) si K, (uw) sunt
functiile Bessel modificate de ordinul 2 de prima si a doua speta si C;, C5, C3, C, sunt constante de

integrare sau, daca se utilizeaza notatia
s= /1 - Zx,
do

Y(x) = Y(5) = 5 [C2(A5) + CoYo(A5) + C3lo(A) + C4Kp (A5)] ®)

Avand in vedere proprietatile functiilor Bessel, se poate scriee
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Y(X) = Clazjz(AS) + Czﬂ,zYZ(/‘{S) + C3a2]2 (AS) + C4a2K2(AS)
@(x) =Y'(x) = CrasJ3(As) + Ca3Ys5(As) — C3a3l3(As) + Cha3K5(As)

M(x) = _El(x)Y”(x) == Cla4]4(/15) + C2a4Y4_(AS) + C3a4_14().5) + C4_a4K4_(/15) (9)
\F() = ~ L [EIG)Y" ()] = Cias)s(A5) + Coas¥s(As) = Caasls(As) + C4asKs(As) — 22 M(x)
where:
dy

Y (x)-deformatia (deplasarea); ¢ (x) = — —deformatia unghiulara (rotatia sectiunii); M (x) —momentul
Tncovoietor; F(x) —forta taietoare in sectiunea X.
Din ecuatia (9) poate fi scrisa relatia matriceala:

{q} = [H(As){C} (10)
unde, vectorul de stare Intr-o sectiune la distanta x este
{3={01 92 93 @} ={(x) o) M) Fx)} (11)
. 1, al a?A?s*, a323s3
S1 azzs—z, as :m; a4:—Elow, a5:—Elow,

matricea coloana a constantelor de integrare este:

{C}:{C1 C; Cs C4}t

si

[H(As)] =
[ a/,(4s) a,Y,(4s) a,l,(4s) aK,(As) 1
| as/3(4s) azYs(4s) —asl3(4s) azK3(4s) |
l as)s(4s) aY,(4s) asly(4s) asK,(4s) '
[as Us1s) = 21a(s)| a5 [vs(s) = £ 14(s)| —as [15(s) + £ L(As)|  as [Ks(As) — 1K, (As)]J

(12)
Folosind conditiile la limita (Ia x = 0, [, Figura 4.1.1b) in relatia (10), pentru vectorul de stare in
sectiunea 0 (x = 0), {q},, si vectorul de stare in sectiunea 1 (x = [), {q};, se obtin expresiile:

(@) = HODICY i, respectiv, a3 = [ (2 [2)] €3 (13)

Matricea coloand a constantelor de integrare poate fi scrisa:
{C}=[H)] Hq}o ,unde det[H(A)] # 0. (14)

Atunci, inlocuind matricea coloana {C} (14) Tn expresia vectorului de stare {g},, (13), se obtine
urmatoarea relatie matriceald intre vectorii de stare din sectiunile 0 and 1:

{a}1 = [Hlo-1{q}0, (15)

unde matricea patrata [H],_; se numeste matrice de transfer pentru elementul 0-1.
(Hlo-s = [1 (22t (19)

Ecuatia (15) da o legaturd intre marimile mecanice (deplasare, rotatia sectiunii, momentul
incovoietor, forta taietoare) de la capetele barei conice. Cu aceasta relatie bara conica studiata poate fi legata
de alte bare conice sau cilindrice.

Aplicand asa-numita metoda ,,exacta”, frecventele proprii ale vibratiilor libere de incovoiere pentru
grinda cu sectiune transversala variabild sunt obtinute prin rezolvarea numerica a unei ecuatii transcendente
obtinuta prin folosirea conditiilor la limita la capetele grinzii (15).

Pentru a aplica metoda matricelor de transfer propuse pentru studiul vibratiilor libere de incovoiere
ale unei structuri complexe de grinzi (Figura 4.1.2), trebuie construite mai multe matrice specifice. De
exemplu, intr-o sectiune (nod) k pot aparea mai multe discontinuitati precum: un lagar elastic, sau o masa
concentratd. Prin urmare, intr-un anumit nod, existd doi vectori de stare definiti, unul pe partea stinga, {q}%,
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si celalalt pe partea dreapta, {q}}, @ sectiunii (nodului) k . Relatia matriceala intre acesti vectori de stare se
scrie:
{a¥; = [Nl {a} (21)
unde matricea patrata [N];, numitd in mod obisnuit matrice de transfer Tntr-un punct (matrice de trecere).
Relatiile prezentate in (15) sau (17) pot fi utilizate pentru fiecare element, iar relatiile prezentate in
(21) pentru fiecare nod. Dupa efectuarea succesiva a mai multor substitutii, se obtine o relatie matriceala
ntre vectorii de stare din nodul n (punctul final), {¢},, si nodul 0 (punctul de plecare), {q3,:

{@}n = [Ql{go. (25)

Matricea patratd (4x4), notatd [Q], se numeste matrice de transfer corespunzitoare structurii
sistemului de bare. Se scriu conditiile de limita si de incarcare la capete ale grinzii, din relatia (25). se
extrage un sistem algebric liniar si omogen cu urmatoarea forma: [Ql,q{q}rea = {0}. O solutie a acestui
sistem liniar exista daca si numai daca determinantul sdu se anuleaza. Prin urmare, ecuatia cu valori proprii
poate fi scrisa astfel:

det[Qlreqa = 0. (26)

care se rezolva numeric pentru a obtine frecventele proprii.

In comparatie cu metodele cu elemente finite si fari retea, metoda matricelor de transfer are
urmatoarele avantaje: 1) ordinul matricei de transfer pentru intreaga structura este intotdeauna 4x4, deci
este independent de complexitatea structurii grinzii; ceea ce nu este valabil in celelalte metode. De exemplu,
ordinul matricelor depinde de numarul de noduri si de gradele lor de libertate in metoda elementului finit
si de numarul de particule si de numarul de functii de forma in metodele fara retea (Rayleigh-Ritz) 2)
Variabilele de stare in metoda matricelor de transfer sunt deplasarea, unghiurile (pantele), momentele
incovoietoare si fortele tdietoare, iar in celelalte metode, acestea sunt de obicei masuri cinematice
(deplasari, viteze, acceleratii). Prin urmare, in unele probleme practice de inginerie metoda matricelor de
transfer pare sa fie mai eficienta.

Ca exemplu pentru acest studiu este adoptata o bara conica in doua tipuri de conditii la limita (doua
tipuri de rezemare) (Figura 4.1.4). Bara este din otel cu densitatea p = 7800 Kgm™~3, modulul de
elasticitate longitudinal E = 210 MPa, lungime [ = 0.5m, diametru mai mare (nodul 0) d, = 0.03m,
diametru mai mic (nodul 1) d, = 0.005 m. Conicitatea este atunci a« = 0.05 (5%). Frecventele proprii de
vibratie ale fiecarei bare conice au fost determinate numeric prin: a) Metoda matricelor de transfer folosind
functii Bessel b) metoda matricelor de transfer folosind grinzi cilindrice pas cu pas (bara cu sectiune
variabild in trepte). In metoda matricelor de transfer folosind bare cilindrice cu sectiune variabila in trepte
bara conica dreapta (Figura 4.1.5) este impartita in N=100 bare (elemente) cilindrice cu sectiuni constante.

Pe langa calculele numerice, s-au determinat experimental frecventele proprii ale grinzii conice in
consold (incastratd la un capat si libera la celdlalt capat). A fost proiectat sistemul de masurare, care consta
dintr-o bara conica de otel (p = 7800 Kgm™3, E = 210 MPa). Bara conica (Il = 0.5 m) a fost fixata pe un
bloc de otel 1a un capat si lasata libera la celalalt capat (Figura 4.1.6). Bara avea un diametru mare de d, =
0.03m la capatul fixat si un diametru mic de d, = 0.005m la capatul liber. Configuratia a inclus un
accelerometru tipic (B&K 4507, Bruel&Kjaer Danemarca), un sistem de achizitie (NI-DAQ 9233, National
Instruments, Austin, TX) si un computer personal. Datele culese au fost inregistrate si post-procesate
folosind software-ul de analiza modala (ABFA Suite 4.9).

b)

2N %
=500

Figura 4.1.4. Bara conica cu diferite conditii la limita a) incastrata - libera, b) incastrata -
incastrata

a)

4
=500 _
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Bara in consola (incastrata la un capat si libera la celalalt capat)

Pentru cazul barei in consola (Figura 4.1.4a), conditiile limita la capetele grinzii conice sunt:
- la capatul din stanga (x = 0) deformatia si rotatia sectiunii sunt nule (Y = 0, ¢ = 0);
- la capatul din dreapta (x = 1), momentul incovoietor si forta taietoare sunt egale cu zero (M = 0, F = 0).

Au fost comparate valorile primelor cinci frecvente proprii de vibratie obtinute cu metoda matricelor
de transfer (MMT) folosind functii Bessel, cu metoda matricelor de transfer cu variatie in trepte a
diametrului si cu cele misurate experimental (Tabelul 1). In general, frecventele proprii prezise de ambele
metode au fost apropiate de rezultatele experimentale. Erorile rezultatelor pentru frecvente obtinute cu
metoda matricelor de transfer folosind functiile Bessel au fost de obicei mai mici decat erorile
corespunzatoare rezultatelor obtinute cu metoda matricelor de transfer pentru bara cu sectiune variabila in
trepte. Tn timp ce un numir crescut de elemente (trepte) poate creste acuratetea abordarii in mai multe trepte,
creste si efortul de calcul. Prin urmare, metoda matricelor de transfer care utilizeaza functiile Bessel pare a
fi mai eficient decat metoda matricelor de transfer clasica pentru bare cu sectiune variabila in trepte. De
altfel, in capitolul 3 s-a aratat ca eroarea de calcul este cu atat mai mica cu cat numarul de trepte (elemente
in care este divizata bara) este mai mare.

Tabelul 1. Frecvente proprii ale barei conice in consola

MMT folosind MMT folosind Rezultate
Mod functii Bessel elemente cilindrice | experimentale
propriu (eroare) (eroare) [Hz]
[Hz] (%) [Hz] (%)

Mod 1 160.7 (1.1) 162.5 (2.2) 159.0
Mod 2 455.5 (3.0) 457.4 (3.4) 442.2
Mod 3 962.8 (7.3) 963.0 (7.3) 897.5
Mod 4 1702.0 (6.9) 1699.0 (6.7) 1592.1
Mod 5 2679.1 (7.0) 2671.5 (6.7) 2504.0

Pe baza rezultatelor discutate mai sus, se contureaza o metoda de control al frecventei proprii de
incovoiere a barelor cilindrice in consola. De exemplu, pentru a reduce aceastd frecventa proprie (de
exemplu, pentru a evita aparitia rezonantei intr-un anumit interval de frecventd), o bara cilindrica ar putea
fi transformati intr-0 bara conica prin reducerea diametrului capatului liber. In mod evident, bara conic in
consold obtinuta ar trebui sa poata rezista la sarcinile la care poate fi supusa in timpul functionarii sale.

Bara incastrata la ambele capete
Pentru bara de otel incastrata la ambele capete (d, = 0.03 m, d; = 0.005m,l = 0.5m) (Figura
4.1.4b) conditiile limita sunt:
x=0,Y=0, ¢ =0;
x=1,Y=0, ¢=0.

(27)

Valorile primelor cinci frecvente proprii de vibratie calculate prin metoda barei cu sectiune variabila
n trepte sunt usor mai mici decat valorile corespunzatoare calculate prin aplicarea metodei matricelor de
transfer pe baza functiilor Bessel (Tabelul 5).

Tabelul 5. Frecventele proprii de vibratie pentru bara conica incastrata la ambele capete

41

MMT folosind MMT folosind
Mod functii Bessel elemente cilindrice
propriu [Hz] [Hz] (%)
Mod 1 294.0 293.4
Mod 2 784.3 781.9
Mod 3 1515.1 1509.9
Mod 4 2486.8 2477.8
Mod 5 3700.4 3686.5
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Figura 4.1.8. a) Structura cu bare (elemente) cilindrice si conice. b) Structura cu bare
(elemente) conice Tnlocuite cu bare (elemente) cilindrice

Metoda matricelor de transfer pentru grinzi conice, propusa aici, a fost aplicata in cazul unei
structuri de bare care contine doud parti conice (2 si 4) si trei parti cilindrice (1, 3 si 5) (Figura 4.1.8a).
Structura a fost discretizatd in 5 elemente si 6 noduri si au fost scrise relatiile matriceale pentru fiecare
element:

{a}1 = [Rli{q}o: {a}2 = [H]2{q}1: {q}s = [R]3{q}2: {q}s = [R]4{q}s: {q}s = [R]s{q}4, (28)

unde [R] and [H] sunt matrice de transfer corespunzatoare elementelor cilindrice si, respectiv, conice.
Dupa substitutii succesive, matricea de transfer a intregii structuri se scrie astfel:

{a}s = [R]s[H]4[R]3[H];[R]:{q}0; {q}s = [Ql{q}o (29)
[Q] = [R]s[H]4[R]5[H].[R]s

Se scriu conditiile limita la capetele structurii (nodurile 0 si 5):

{als={0 a2 0 qugi{alo=1{0 g2 0 qulf (30)
si apoi ecuatia frecventelor proprii derivata
{0 = Q12920 + Q14" qap
0=032"q20+ Q34" qao’

Q12034 — 01403, =0, (31)

Frecventele proprii ale barei au fost comparate cu valorile corespunzatoare obtinute cu metoda
matricelor de transfer clasice pentru grinzi cilindrice, cand bara cu tronsoane conice a fost modelata ca o
bara cu sectiune variabila in trepte (Figura 4.1.8b). Dupa cum se poate observa (Tabelul 7), atunci cand
barele (tronsoanele) conice au fost inlocuite cu elemente cilindrice, erorile pentru frecventele proprii au fost
de peste 7% pentru primul mod si de peste 11% pentru al doilea mod.

Tabelul 7. Frecventele proprii ale structurii

Structura cu Structura cu bare

Mod | bare cilindrice si | conice Tnlocuite cu
propriu conice [Hz] bare cilindrice [HZz]
Mod 1 121.7 130.4
Mod 2 413.4 460.5
Mod 3 1190.7 1159.8
Mod 4 1990.6 2015.8
Mod 5 3137.6 2914.8
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4.2. Vibratii de longitudinale (axiale)

In continuare este abordati problema vibratiilor axiale ale barelor drepte cu sectiune continuu
variabild. Este propusa o metoda de studiu, sub forma matriceald, bazata pe utilizarea functiilor Bessel.
Formele matriceale fac posibila crearea metodelor computerizate pentru determinarea frecventelor proprii
si a modurilor proprii de vibratie pe baza metodelor prezentate. Rezultatele teoretice, obtinute prin aplicarea
metodei prezentate, sunt comparate cu rezultatele experimentale. Obiectul de studiu este influenta factorilor
geometrici asupra valorilor frecventei proprii fundamentale.

Multe probleme curente din inginerie mecanica si constructii industriale au bare sau conducte cu
sectiune transversala variabild. Uneori aceste bare pot sa efectueze vibratii axiale (Figura 4.2.1a). Vibratiile
axiale se pot cupla cu vibratiile de incovoiere (Figura 4.2.1b). In cazul arborilor care au discuri montate in
consold, sau in cazul centrifugelor (Figura 4.2.1c), datoritd excitatiilor care apar in lungul arborelui,
vibratiile de incovoiere se cupleaza cu vibratiile axiale. Daca arborele are tronsoane cu sectiune transversala
variabila atunci acestea vor efectua vibratii de incovoiere cuplate cu vibratii axiale. In general in literatura
tehnica nu este abordat subiectul vibratiilor axiale ale barelor drepte cu sectiune continuu variabila.

Vibratiile transversale care apar in aceste bare au fost studiate in multe lucrari. Determinarea
frecventelor proprii si a modurilor proprii de vibratie pentru o bara consideratd ca mediu continuu, de
sectiune solida liniar variabild, se poate face prin metode exacte sau aproximative.

In cele ce urmeazi este dezvoltati o metodd matriceala care utilizeaza functiile Bessel. Se scriu
matricea de transfer, vectorii de stare si matricele de trecere pentru situatii speciale. Pentru verificarea
metodei matriceale propuse se aplicd la cazul specific al unor bare cu sectiune transversald continuu
variabild. Rezultatele obtinute prin metoda matricelor de transfer sunt comparate cu rezultatele
experimentale si cu rezultatele obtinute printr-o metoda aproximativa.

shaft

a) basket

Ve

a) c)
Figura 4.2.1. a) Bara dreapta cu sectiune transversald continuu variabila.
Vibratii de incovoiere cuplate cu vibratii axiale: b) la un sistem de bare; (c) la o centrifuga
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Vibratiile axiale ale unei grinzi drepte cu sectiune continuu variabila sunt investigate folosind atat
abordari numerice, cit si experimentale In acest studiu. Investigatia numerica folositd este o metoda a
matricelor de transfer care este descrisa in sectiunile urmatoare.

Se considera o bara dreapta cu sectiune transversald variabila si lungime | (Figura 2a). Diametrul
barei, aria sectiunii transversale si momentul de inertie la capetele sale (notat cu “0” atx = 01 “1” lax =
[) sunt do, Ao, lo, si respectiv di, Ag, l1.

Ecuatia cu derivate partiale pentru vibratiile axiale pentru o bara cu sectiune transversala circulara

plana liniar variabila (Figura 4.2.2b) este
1 9 oulx,t)] _ 1 8%u(x,t)
woar AT = 5552 (1)

where ¢ = \E; E is the modulul de elasticitate longitudinal; p este densitatea materialului; t este timpul,

u(x,t) este deplasarea (deformatia) axiala (in lungul axei x) la pozitia X si momentul t; A(X) este aria sectiunii
transversale la distanta X de la capat.

F ad,
%)
&

N, i fm—— | N, "

gd,
Q

Figura 4.2.2. a) Bara conica; b) Element de bara conica
Pentru obtinerea solutiei pentru vibratii axiale libere, se foloseste metoda separarii variabilelor:

u(x,t) = U(x)cos(wt — @) 2
unde @ este pulsatia proprie.

Conicitatea este definita in literatura tehnica astfel:

a=""0 )
In aceste conditii aria sectiunii transversale variaza astfel:
2
A(x) =A0(1 —diox) (4)
Ecuatia cu derivate partiale (1) devine:
d a \%du w? a \?
a (1—d—ox) E __c_z(l_d_ox) U. (5)

Solutia generala a ecuatiei diferentiale (5) se scrie:

UCx) = 1_1lx{61]§ VA(1-£x)] +enlVa(i- dix)]} (6)
unde: K
_ w?dd

c2a?’

J1(u) si Y1(u) sunt functiile Bessel de ordinul 1/2 de prima si a doua speta; C; si C, sunt constante de
2 2

integrare.
Folosind notatias = 1 — di x relatia (6) se scrie
0
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U(x) =U(s) = % [CJ%(\/ZS) + CZY%(\/ZS)] ©)

sau, tinand cont de egalitatea Y1 (\/Zs) =—J 1 (\/Zs)
2 2
U(x) =U(s) = % [C]jl(\/%s) — Czj_l(ﬁs)] . (8)
2 2
Avand in vedere proprietatile functiilor Bessel, se poate scrie

U(x) = Cyay)1(VAs) — Cyay]_1(V2s)

(9)
N(x) = EAQ) 2 = C1ay)3(VAs) + Cyay)_3(Vas)
2 2
unde:
U — deplasarea axiala (deformatia axiald); N — Forta axiala in sectiunea aflata la distanta X.
Au fost folosite de asemenea notatiile:
1 1 1 wEA wEA wEA 3
_ 1 _ =57z — @WEA _ =222 63, 10
a; =z = s =g e —s2 (10)
Din relatiile (9) si (10) se poate obtine relatia matriceala:
{g)x = [H(V2s)](C} (11)
unde:
- vectorul de stare 1n sectiunea X este
{x={0 @}F={UK N} (12)

- matricea coloand a constantelor de integrare este:
{c}=1{G Cz}t (13)

adl(ﬁs) —all_l(ﬁs)
afs(Vs) @) s(Vas) |

Folosind conditiile la limita (la x = 0, [, Figura 4.2.2b) in relatia (11), se obtine urmatoarea relatie
matriceald intre vectorii de stare din sectiunile O si 1:

{a}1 = [Hlo-1{q}0. (15)

- si [H(VAs)] = (14)

. . 1 _d . o
unde {q}, este vectorul de stare in sectiunea 1 (x = [,s =1 — Z_ = d—l) (la stanga sectiunii 1):
0 0

- a4
(@ = [0 (VIZ)] ()
si {q}, este vectorul de stare in sectiunea 0 (x = 0, s = 1) (la dreapta sectiunii 0):

{a}o = [H(VD)]{C}.

Se obtine matricea coloana a constantelor de integrare:
-1
{c} = [H(VA)] {q}o, pentru det[H(A)] # 0.

Matricea patrata [H],_; se numeste matrice de transfer pentru elementul 0-1.

[Hlo-s = [# (VAL)] [HVT)] (16)

Ssau
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|an(VR) - (ViR)| [@n0) - "
= (L) ey (72 | |0 a6 0
unde
a =1,ad = wECAO, al = (Z—;)_E, al = %AO(Z—;)E. (18)

-2

Aplicand agsa-numita metoda “exactd” frecventele proprii ale vibratiilor axiale libere pentru bara cu
sectiune transversala variabild se obfin prin rezolvarea numerica a unei ecuatii transcendente rezultate prin
utilizarea conditiilor la limita la capetele barei (15).

Daca se calculeaza [H (\/Z)]_l si se folosesc relatiile:

J1(2) =\/%sinz; ] 1(2) =\/%cosz; J3(2) = é(Sizz—cosz) 3(2) = —f(51nz+cojz)

Expresia matricei [H],_, poate fi scrisd in forma:

o os 2 - L i &t te_in @t
H dq c wdg c nTwEdydq Sin c 19
[ ]0—1 _E (d _ d ) (J.)_l+ C2a2+w2d0d1 i (J.)_l ﬂ i _+ w_l] ' ( )
ca(d, 0) COS — . sin_| lon sin — + cos—
Relatia matrlceala intre vectorii de stare din sectiunile O si x este:
{a}x = [Hlo-x{q}o (20)
unde
L [aa(Vas) —ays(Vas)| [adi(VA)  —adf_a(VA )N
= [HWAS)|[HWA)] =| *? 2 (21)
x [ ( )][ ( )] azjg(\ﬂs) azj_g(ﬁs) azjg(\/_) azj_%(\/_)
sau
5 [cosx = S sin 4] o
[H]o—x _ mEdy c2a’+w?d3s . w c . (22)
[ca(s — 1) cos= —x+ w—dosm?x] S [a)dos sm X + cos— x]
Dacid d, < d; atunci
a—dll ;A= A0(1+—x); s=1+dix. (23)
0

Daca sunt studiate vibratiile axiale cuplate cu vibratiile de incovoiere, in relatia (15) matricea de
transfer este 6x6 si are forma
[[H]8_1 [OJW] (24)
[0l2xa  [HIG-1
unde:
- [0],x4 si [0]4, sunt matrice nule 2x4 si, respectiv, 4x2;
- [H]$_, este matricea de transfer 2x2 pentru vibratii axiale data de relatia (17) sau (19);
- [H15_, este matricea de transfer 4x4 pentru vibratii de incovoiere (subcap. 4.1)
Vectorii de stare in sectiunile 0 si 1 sunt:

{adh=r ¢ M F U N {g}o={Y ¢ M F U Nk (25)
unde Y-deplasarea la incovoiere (deformatia la incovoiere); ¢ = % —deformatia unghiulara (rotatia
sectiunii); M —momentul incovoietor; F —forta taietoare in sectiunile 1 si, respectiv, O .

Rezolvarea problemei vibratiilor cuplate pentru bara cu sectiune transversala variabila este similara.
Frecventele proprii ale vibratiilor axiale cuplate cu vibratiile libere de incovoiere sunt obtinute prin
rezolvarea numerica a unei ecuatii derivate prin folosirea conditiilor la limita la capetele barei.
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Pentru a putea aplica metoda matricelor de transfer propuse in studiul vibratiilor axiale libere ale
unei bare de configuratie complexa (Figura 4.2.3), trebuie create unele matrice speciale. De exemplu, intr-
o sectiune (nod) pot aparea o serie de discontinuitati, cum ar fi: un salt de sectiune, un suport elastic axial
sau 0 masa concentrati. Prin urmare, in fiecare nod exista doi vectori de stare definiti, unul in stanga, {q}}si
celdlalt in dreapta, {q}}, sectiunii (nodului) k. Relatia dintre acesti vectori de stare se scrie astfel:

{a}k = [N]i{q}k (30)
unde matricea patrata [N],, numita in mod obisnuit matrice de trecere prin puncte (matrice de trecere).
Daca sunt studiate vibratiile axiale cuplate cu vibratiile de incovoiere, matricea de trecere, [N], ,
din relatia (30) esteis 6x6 si are forma:
_| iR [0]ax2
=1 00 o %)
where:
- [N]% este matricea de trecere 2x2 pentru vibratiile axiale data de relatiile (31), (32);
- [N1% este matricea de trecere 4x4 pentru vibratiile de incovoiere prezentata in subcap. 4.1.
Relatiile (15) sau (26) pot fi scrise pentru fiecare element, iar relatiile (30) pot fi scrise pentru fiecare
nod. Dupa aplicarea succesiva a mai multor substitutii, poate fi scrisa o relatie matriceala Tntre vectorii de

stare ai nodului n (punctul final), {q},, si nodului 0 (punctul de plecare), {q}, , astfel:

{a3n = [Ql{q}o. (34)

Matricea patrata (2x2) pentru vibratiile axiale, sau (6x6) pentru vibratiile cuplate (incovoiere si
axiale), notata [Q], se numeste matrice de transfer corespunzatoare structurii grinzii. Aplicand conditiile
de rezemare la limita si de incarcare la capetele grinzii, din ecuatia (34) se poate extrage un sistem algebric
liniar si omogen cu urmatoarea forma: [Q],¢4{q}rea = {0}. O solutie a acestui sistem liniar exista daca si
numai daca determinantul sdu se anuleaza. Prin urmare, ecuatia pulsatiilor proprii poate fi scrisa astfel:

det[Qlrea =0 (35)
care este rezolvata numeric pentru obtinerea frecventelor proprii.

Ca exemplu pentru acest studiu, s-a ales o bara conica in doua tipuri de conditii la limita (Figura
4.2.5). Bara are lungimea [ = 0.5 m, diametrul mai mare (nodul 0), d, = 0.03 m, diametru mai mic (nodul
1), d; = 0.005 m. Conicitatea este deci @ = 0.05 (5%). Bara este realizata din otel cu densitatea p =
7800 K gm~3, modulul de elasticitate longitudinal E = 210 MPa. Frecventele proprii pentru vibratii axiale
ale fiecarei bare conice au fost determinate numeric pentru fiecare bara conica prin: a) metoda matricelor
de transfer folosind functii Bessel; b) metoda matricelor de transfer considerand bare cu sectiunea variabila
n trepte (pas cu pas); ¢) metoda elementelor finite (pentru a compara rezultatele). In metoda matricelor de
transfer folosind bare cu sectiunea variabild in trepte (pas cu pas) bara dreapta conica (Figura 4.2.6) este
impartita in N=100 bare (elemente) cilindrice cu sectiuni constante.

S S

[/
30

a3

=500 =500

y ¢ a) y ‘ b)

Figura 4.2.5.Bara conica cu diferite conditii la limita. a) incastrata la ambele capete; b) in consola

Bara incastrata la ambele capete

S-au studiat mai intai vibratiile barei conice incastrate la ambele capete (Figura 4.2.5a). Conditiile
la limita sunt: la capatul din stdnga (x = 0) si la capatul drept (x = [) deformatia este zero (U=0).

Valorile primelor cinci frecvente proprii de vibratie, obtinute prin metoda aproximarii barei conice
cu o bara cu sectiunea variabila in trepte, confirma ca rezultatele obtinute prin aplicarea metodei matricelor
de transfer pe baza functiilor Bessel sunt corecte (Tabelul 1).

Primele frecvente proprii ale barei conice fixate la ambele capete (Figura 4.2.5a) au fost comparate
cu datele corespunzatoare ale unei bare cilindrice al carui diametru este egal cu diametrul unui capat al
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grinzii conice (Tabelul 1). Dupa cum se poate observa, valorile frecventelor proprii ale barei conice sunt
practic identice cu valorile frecventelor proprii ale barei cilindrice cu aceeasi lungime ca si bara conica.

Tabelul 1. Frecventele proprii ale vibratiilor axiale pentru grinda conica incastrata la ambele capete

Frecvente proprii [Hz]
Bara cilindrica Bara conica
Mod d=dy,=0.03m a = 0.05 (5%)
propriu | 1 |
sau MMT folosind functii | MMT folosind elemente

1 d =d; =0.005m i Bessel cilindrice (sectiune

1 | variabila in trepte)
Mod 1 5188.69 5188.76 5188.81
Mod 2 10377.39 10378.52 10377.56
Mod 3 15566.09 15566.28 15566.31
Mod 4 20755.04 20755.04 20755.06
Mod 5 25943.74 25944.67 25943.76

Bara in consola (incastrata la un capat si libera la celalalt capat)

Conditiile la limita la capetele barei pentru cazul barei incastrate la un capat si libera la celalalt
capat (bara in consola) (Figura 4.2.5b) are:

- la capatul din stanga (x = 0) deformatia este zero (U = 0);
- la capatul din dreapta (x = [), forta este egala cu zero (N = 0).

Pulsatiile proprii pentru bara conicd in consold au fost de asemenea determinate experimental,
folosind o bari conica din otel (p = 7800 Kgm™3, E = 210 MPa). Bara conica (I = 0.5 m) are diametrul
mai mare de d, = 0.03 m la capatul incastrat, pe un bloc de otel, si diametrul mai mic de d; = 0.005 m
la capatul liber (Figura 4.2.7). Configuratia a inclus un accelerometru tipic (B&K 4507, Bruel&Kjaer
Danemarca), un sistem de achizitie (NI-DAQ 9233, National Instruments, Austin, TX) si un computer
personal. Datele culese au fost inregistrate si post-procesate folosind software-ul de analiza modala (dBFA
Suite 4.9).

Au fost comparate valorile primelor cinci frecvente proprii de vibratie obtinute cu metoda matricelor
de transfer folosind functii Bessel, cu metoda matricelor de transfer pentru bara cu sectiunea variabila in
trepte si cu cele determinate experimental experimental (Tabelul 2). in general, frecventele proprii obtinute
cu ambele metode teoretice au fost apropiate de datele experimentale. Erorile de frecventa pentru metoda
matricelor de transfer folosind functiile Bessel au fost de obicei mai mici decat erorile corespunzatoare
obtinute cu metoda matricelor de transfer pentru bari cu sectiunea variabila in trepte. In timp ce un numar
crescut de elemente (pasi) poate creste acuratetea abordarii in mai multi pasi, ele cresc, de asemenea, efortul
de calcul. Prin urmare, metoda matricelor de transfer care utilizeaza functiile Bessel pare a fi mai eficienta
decét metoda matricelor de transfer pentru bare cu sectiunea variabila in trepte.

Tabelul 2. Frecventele proprii pentru vibratiile axiale ale barei conice in consola

Frecvente proprii [Hz]

Bara cilindrica Bara conica
Mod d=dy,=0.03m a = 0.05 (5%)
propriu i ...................................... ] E__i::::i:’
sau MMT folosind MMT folosind Rezultate
d=d; =0.005m | functii Bessel (%) | elemente cilindrice experimentale

(sectiune variabila
n trepte) (%)

Mod 1 2594.35 4382.9 (5.4) 4403.50 (5.9) 4158
Mod 2 7783.04 9008.6 (L.7) 9034.44 (2) 8855
Mod 3 12971.99 13859 (5.6) 13882.20 (5.8) 13120
Mod 4 18160.69 18843 (2.4) 18861.11 (2.5) 18400
Mod 5 23349.39 23899 23913.04 | -
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