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In cele ce urmeaza, prezentam structura acestei teze si rezultatele originale obtinute in
cadrul acesteia.

In Capitolul 1, Operatori pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici pe L?(R"™),
studiem o subclasa a unei clase de operatori pseudo-diferentiali generalizati
SG-hipoeliptici pe LP (R") ;1 < p < o0, introdusa de Camperi in [5]. Mentionam faptul
ca acest studiu a fost realizat in conexiune cu lucrarea lui Viorel Catana [7].

Rezultatele din acest capitol se regasesc in lucrarea originala [§8], intitulata
Essential spectra and semigroups of perturbations of generalized
SG-hypoelliptic pseudo-differential operators on LP(R"), publicata in J.
Pseudo-Differ. Oper. Appl. 13, 25 (2022), la care autorul acestei teze este coautor
alaturi de Viorel Catana.

In Sectiunea 1.1, vom aminti cateva definitii si rezultate importante referitoare la
clasa de simboluri SG7's (R"), unde m = (mq,ma), p = (p1,p2), 0 = (61, 02) sunt din
R%0 < 4; < p; < 1,5 =1,2, si definim operatorii SG-pseudo-diferentiali cu simbolurile

in aceasta clasa dupa cum urmeaza (vezi [5]).

Definitia 1. (vezi [5]) Clasa SGJ5 (R"),m = (mi,ma),p = (p1,p2),0 = (61,02) In
R?,0 < §; < p; < 1,5 = 1,2, se defineste ca fiind multimea tuturor functiilor o(z,¢) €

C> (R?") care satisfac inegalitatea
|02070(,6)] < Caplg)™ —rIeltorlAl (gyme=reliltoalel,

pentru orice o, f € N, (z,£) € R*", unde C, s este o constantd pozitiva care depinde
doar de a, fsi (€) = (1+ |6, (2) = (1 +[2])'"”.
Numim elementele din clasa SG}s (R™) simboluri globale de ordinul m si de tipul

p, 0.

Anumite clase de simboluri globale in cazul in care p; = ps = 1,07 = d5 = 0 au fost

studiate de Wong si Dasgupta in [12] si de Nicola si Rodino in [20]. In teza noastra vom
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considera clasa de simboluri cu p; = 1,00 =0, 0 < ps <11 0 <9; <1, deci vom lucra
intr-un cadru mai general.
Daca m; < mj, pi < p;,d; < 0%, = 1,2, atunci SG7'5 (R™) C SGZ}:(S, (R™).
Definim
SGT (R") = Nyere SGs (R") = S (R*) |
SG™ (BY) = U, cp SG15 (RY)

unde S (R?") este spatiul Schwartz.
Fie o € SG}5 (R"). Definim operatorul pseudo-diferential T, = o(x, D), folosind
formula standard

(Tou) () = o(z, D)u(zr) = (ZW)"/2/ ¢ o, £)u(€)dg, (1)

n

pentru toate functiile v din S (R"), unde

u(§) = (2%)_"/2/ ey (z)dr, £ € R,

n

Notam cu OPSG}'s (R™) spatiul tuturor operatorilor de forma (1) cu simbolurile din
SGTs (R™).

Definitia 2. (vezi [5]) Fie o € SG}'5 (R") un simbol. Spunem cd o se numeste simbol
hipoeliptic daca exista doua constante pozitive R, Cy, Cp a5 si m = (m}, m}) € R? astfel
incat
|o(2,£)] > Co(&)™ ()™ (2)
si
|DgDYo(w,6)| < Coaplo(e, &)(€) 1Pl () mraldlozled (3)
pentru orice o, 3 € N" i (z,€) € R*" cu |z| + [£] > R.

Vom nota cu HS GZ?(’gm/ clasa simbolurilor hipoeliptice de ordin (m,m').

Definitia 3. (vezi [5]) Fie 0 € SG7'; (R") un simbol. Simbolul o se numeste eliptic

daca satisface relatia (2) pentru m’ = m.

Remarca 1. Se poate observa cu usurinta faptul ca orice simbol eliptic este hipoeliptic,

deoarece relatia (2) pentru m’ = m implica (3).

In Sectiunea 1.2, definim spatiile LP— Sobolev H*"*?>® de ordinul si, s, impreuna
cu anumite proprietati ale acestor spatii, enuntand si demonstrand mai apoi doua

rezultate de marginire si compacitate referitoare la operatorii SG-pseudo-diferentiali
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(vezi Teoremele 1, 2). La finalul Sectiunii 1.2 enuntam si demonstram doua rezultate ce
implica stabilirea unor estimari de tip Sobolev (vezi Teorema 3 gi Corolarul 1).
In cele ce urmeaza, prezentam definitiile si rezultatele din cadrul acestei sectiuni.

Fie s1,s9 € R. Definim operatorii pseudo-diferentiali 7, unde

51,897

Ts1.52(2,§) = (2} (6)" € SG17 (g0 (R")

este un simbol SG-eliptic si T, : S(R) — S(R) este un izomorfism care se poate

81,89

extinde la un izomorfism pe &'(R) cu inversul 7, unde

O—s1—s27

O s (T, &) = (2)"2(§)"™ € SGE?Q ),(0,0) (R").

Ca atare, dacd notam simbolic o, s, (z, D) = (z)%(D)*, atunci o_s, _s,(x,D) =
(D)~ {z)~.

Definitia 4. Pentru 1 < p < 00, —00 < 81,82 < +00, definim spatiul L”— Sobolev

H#v%2P de ordinul sq, sy astfel:
e (RY) = {u € 8 (RY) ;) (D) € IP (R")}.
Atunci, H**>? (R™) este un spatiu Banach in care norma este definita de relatia

||U’||81,527p = ||<Zl§'>52 <D>Slu||LP(Rn) ,U € H817S27p (Rn) 9

unde || - || p&n) este norma in L? (R™).
Observam ca H%O? (R") = L? (R").
In plus,

N mr@Ey=s@). |J #=r@)=5®).
(s1,52)€R? (s1,82)€R?
Teorema 1. Fie 0 € SG 1p2) (61.0) (R™),0 < py < 1,0 < 61 < 1 un simbol de tip global

st 1 < p<oo.

Atunci, T, : LP (R™) — LP (R") este un operator liniar marginit.

Teorema 2. Fie 0 € SG's,m = (my,ma),p = (p1,p2),0 = (61,02) in R* astfel incdt
p1=1,0=0,0<p<1,0<6, < 1.

Atunci, pentru (s1,s2) € R? i 1 < p < 0o,T, : H*"2P (R") — H& —mus27m2p (RN)
este un operator liniar marginit.

In plus, operatorul T, : H¥52P (R™) — H™"W'2P (R") este compact pentru orice $; —

t1 > mq, Sg — tg > Mo.
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Teorema 3. Fie T, € OPSG;%W (R"),m" <m (ie. m} < my,j = 1,2, daca m =
(my,m2) st m' = (m},m))), un operator pseudo-diferential SG-hipoeliptic. Presupunem
ciueS (R"), T,ue H? (R"),s = (s1,89) in R?, 1 < p < o0.

Atunci, w € H*T™P (R™) si, pentru orice t < s +m, obfinem cd

lilstmes < C (ITullp + lulles) (4)
pentru o constanta pozitiva C' care depinde de s.

Corolarul 1. Fie T, € OPSG;%M (R™) un operator pseudo-diferential SG- hipoeliptic,
unde m’ = (m/, mb) este o pereche de numere intregi pozitive.

Atunci,

> [l«"D%ul, <€ (Tl + o)

la<m)
|B|<m

unde C' este o constanta poziliva.

La Inceputul Sectiunii 1.3, asociem operatorilor SG-pseudo-diferentiali de ordine
pozitive pe L? (R™),1 < p < oo, operatorii minimali si maximali corespunzatori. De
asemenea, enuntam gi demonstram un analog al estimarii Agmon-Douglis-Nirenberg
din [1] pentru operatorii pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici (vezi Teorema 4). Folosind
aceasta estimare, demonstram un rezultat referitor la incluziunile dintre domeniile
extensiilor minimale gi maximale ale operatorilor pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici si
alte spatii L? (R™)-Sobolev de ordine s1, 89,1 < p < 00, —00 < 81, 83 < 0o (Teorema 5).
Utilizand o versiune particulara a inegalitatii lui Erhling (vezi [23]), demonstram
cateva rezultate de perturbare privind inegalitatea Agmon-Douglis-Nirenberg pentru
operatorii pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici (vezi Teoremele 6, 7, 8). In plus, enuntam
o conjectura referitoare la o versiune a inegalitatii lui Erhling (vezi Conjectura 1).

Prezentam in continuare definitiile si rezultatele din cadrul acestei sectiuni.

Fie 0 € SG}'5,m > 0. Putem sd privim aplicatia liniara si continua 75, : S (R") —
S (R™) ca un operator liniar T, : D (T,,) C LP? (R™) — LP (R™) cu domeniul dens D (7,) =
S (R™), unde 1 < p < 0o. Se poate arata ca aceasta este o extensie inchisa in L? (R").
Notam cu 7, cea mai mica extensie de acest fel si o0 vom denumi operatorul minimal al
lui 7.

Domeniul D (T, ) al lui T, o este format din toate functiile v din L? (R™) pentru care
existd un sir {¢y},o, din S (R") astfel incat ¢, — win L? (R") si T, — f pentru f din
LP (R") cand k — oc. In plus, daci u € D (T50), se poate arata ca limita f nu depinde

de alegerea sirului {¢y},-; din S (R™) si putem astfel sa definim T, ou = f.
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Consideram urmatorul operator:

T,1: D (To,l) cL? (Rn) — LP (Rn) s Tg,lu = f, u €D (TUJ) ,

)

si f din LP (R") daca si numai daca

(u, T;0) = (f,0), ¢€SER"),

unde

(u,v) = / u(z)o(z)de,
pentru toate functiile masurabile u si v pe R", presupunand ca integrala exista si ca T
este adjunctul formal al lui 7,,. Se poate demonstra ca T, ; este un operator liniar inchis
din LP (R™) in L? (R™) cu domeniul D (7,,) si S (R") C D (T, 1).

In plus, T, u = T,u, pentru orice u din D (T,,) = {u € L? (R") : T,u € L” (R™)}.
Numim 7 ; operatorul maximal al lui 7,,. Operatorul T, ; este cea mai mare extensie
inchisa a lui T, In sensul in care daca B este o alta extensie inchisa a lui T, astfel incat
S (R™) € D (BY), atunci T, este o extensie a lui B, unde B’ este adjunctul adevarat al

lui B.

Teorema 4. Fie c € HS Z(;m/ (R™),0 <m' < m, un simbol SG-hipoeliptic.

Atunci, exista constantele pozitive Cy si Cy astfel incat
Cillllm p < 1 Toully, + lullop < Collullmp, v € H™ (R). (5)

Remarca 2. Estimarea (5) este rezultatul analog inegalitatii Agmon- Douglis- Nirenberg
din [1], in cazul nostru avand loc pentru operatorii pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici.

Asadar, o vom denumi inegalitatea SG-Agmon-Douglis-Nirenberg.

Teorema 5. Fie o € HSGZZ’;m/ (R™),0 < m' < m, un simbol SG-hipoeliptic.
Atunct,

H™ (R") € D(T,5) C D(T,1) C H™? (R"). (6)

Conjectura 1. Fie 1 < p < oo $i 0 < s; < t;,5 =1,2. Atunci, pentru orice numar

pozitiv € existd o constanta pozitiva C. astfel incat
[llsy s < €llullines + Cellulloop, u € H2P (R).

Teorema 6. Fie o € HSGZfém,,O <m < m,m = (my,mz),m" = (m},m)), un simbol
hipoeliptic si V' o functie masurabila pe R™ astfel incat exista o constanta pozitiva C
pentru care

Vellop < Cllellsp, v €S, (7)
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unde 0 < 51 <mf,s0 <0,1 <p<oo.

Atunci, existd constantele pozitive Cy si Cy astfel incat

Cullelmws < ITo + V) @llo, + lllop < Coll@llmg, @ €S. (8)

Teorema 7. Fic 0 € HSG)J™,0 < m/ < m,m = (my,ma),m' = (m},mj) din R*, un

simbol hipoeliptic si V' o functie masurabila pe R™ astfel incat operatorul de multiplicare

V:S(R") CD(V)C LP(R") — LP (R"),
D(V) = {u€ LP(R");Vu € LF (R")},

satisface relatia
Vellop < Cliellssop e € S (R,

unde 0 < s; < mj, s < 0,1 <p < oo. Atunci, exista constantele pozitive Cy,Cy astfel
incat
Cillllm p < [[(To + V) ullg, + llullop < Collullmp, u € H™ (R").

Teorema 8. Fic o € HS ;’?(;m/ (R™),0 < m’ < m, un simbol SG-hipoeliptic si V' un
operator SG-pseudo-diferential T, cu simbolul T € SG,5 (R"), s <m’ (i.e. s; <mjj,j =
1,2, dacd s = (s1,59) sim’ = (my,m})).

Atunci, exista constantele pozitive C, Cy astfel incat
Cillllm p < [[(Te + V) ullg, + llullop < Collullmp,  we H™ (R").

In Sectiunea 1.4, enuntam si demonstram cateva rezultate referitoare la spectrul
esential al perturbarilor operatorilor pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici cu potentiali
singulari pe LP (R™),1 < p < oo, introdusi si studiati in [21] (vezi Teoremele 9, 10). Un
rezultat de perturbare a operatorilor pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici cu potentiali
singulari pe L? (R™) in cazul in care simbolul acestora nu depinde de = in R" este, de
asemenea, enuntat si demonstrat (vezi Teorema 11). In finalul acestei sectiuni,
demonstram un rezultat privind semigrupurile tare continue de contractii generate de
operatori pseudo-diferentiali SG-hipoeliptici pe LP (R"),1 < p < oo (vezi Teorema 12).

Prezentam in cele ce urmeaza teoremele obtinute in cadrul Sectiunii 1.4.

Teorema 9. Fie 7 € SGJ';(R"),m = (mi,mz) € R2, un simbol de tip global, fie
s = (s1,82) € R? astfel incat m; < s;,7 = 1,2, si fie V o functie mdsurabild pe R™.

Presupunem cd M, ,(V) < oo pentru un numar real o care satisface

0<a<p(s;—m),
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unde 1 < p < o0.
Atunct,

VTrelloop < Cllellsisop, ¢ €SRY).
Asadar, H**>? (R") C D (VT}).
In plus, daca V' satisface relatia
/ |V (z)[Pdx — 0 cand |y| — oo,
lz—yl<1
atunci VT, este un operator compact de la H**>? (R™) la LP (R™).

Teorema 10. Fie o € HSGZ?(’;m/, 0 <m' < m, un simbol hipoeliptic, fie T; € SG%, 1<
Jj<r, fieV;,1 <35 <r, functic masurabile pe R", fie

V;:D(V;) Cc LP(R") — LP (R")

operatorul de multiplicare corespunzitor si fie 7 = (3{, 3‘;) in R? astfel incat m? < s/ <

/ i J J ’_ / / J
m',m’ = (ml,mz),m = (m},m}), sy < 0.

Presupunem ca

M%p(Vj)<oo, 1<j<r,
unde
0<a;<p(si—mi), 1<j<r
§t

/ |V;(2)|P de — 0 cand |y| — 00,1 <j<r,1<p<oo.
lz—y|<1

Atunci, operatorul

L:S[R")CL(R") = LP(R"), L=T,+>» VT,

j=1
este preinchis in LP (R™). In plus, daca Lo reprezinta inchiderea sa, atunci
H™ (R") C D (Ty0) =D (Lo) € H™ " (R") (9)

s1 Lo — T, este T, compact.
Asadar, Y. (Lo) = >..(Tno), unde am notat cu ) (T) spectrul esential al

operatorului T in sensul Schechter. In particular, daca o nu depinde de x in R™, atunci

De (Lo) = 220 (Too) = 22 (Trp) = {0(§); € € R}
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Teorema 11. Fie o un simbol real ca in Teorema 10, care nu depinde de x din R™, si fie
P = Z]T.Zl VT un operator simetric care satisface ipotezele Teoremei 10 pentru p = 2,
astfel incat 7;,7 = 1,2,...,r, nu depind de x din R". Fie L =T, + P un operator ca in

Teorema 10. Atunci, Lo este un operator auto-adjunct.

Teorema 12. Fie 0 € HSG::L;;”, (R"),m = (my,my),m" = (m),my),m; > m; >
0,7 = 1,2, un simbol SG-hipoeliptic astfel incat T, este generatorul infinitezimal al
unui semigrup tare continuu de contractii pe LP (R™),1 < p < oo,m} > «a/p, unde «
este o constanta pozitiva.

Fie V' o functie masurabila complexa pe R™ astfel incat Re V(x) < 0 pentru aproape
toate elementele x € R™ si M, ,(V) < co. Atunci, T,o+V este generatorul infinitezimal

al unui semigrup unu-parametric tare continuu de contractii pe LP (R™).

In Capitolul 2, Proprietati ale operatorilor minimali si maximali intr-un
cadru abstract, plecand de la articolul [22], construim un cadru abstract in care
studiem operatorii minimali gi maximali asociati unui operator A : D(A) C X — X cu
domeniul dens D(A), unde X este un spatiu Banach complex. In acest cadru abstract,
putem sa regasim spatii Lebesgue sau Sobolev, impreuna cu diferite clase de operatori
pseudo-diferentiali definiti pe aceste spatii, de exemplu operatorii pseudo-diferentiali
M-hipoeliptici (vezi [6], [7], [18]) sau operatorii SG-pseudo-diferentiali (vezi [5], [8], [12],
[13], [19], [20]). De asemenea, in cadrul nostru abstract regasim si clasa hibrida de
operatori pseudo-diferentiali din lucrarea [2].

Mentionam faptul ca rezultatele din acest capitol se regasesc in lucrarea originala
intitulata Some Properties of Minimal and Maximal Operators in an
Abstract Framework, publicata in U.P.B. Sci. Bull., Series A: Applied Mathematics
and Physics, Vol. 87, Iss. 1 (2025), la care autorul acestei teze este coautor alaturi de
Viorel Catana (vezi [11]).

In Sectiunea 2.1, introducem potentialii Bessel ponderati de ordine (s, s5) € R?
si, cu ajutorul lor, definim spatiile X-Sobolev. In continuare, introducem o clasi de
operatori liniari de ordine (m;,ms) € R? aflagi in conexiune cu spatiile X-Sobolev,
clasa care ar putea fi privita ca o abstractizare a clasei de operatori pseudo-diferentiali
hibrizi din [2]. In plus, demonstrim o proprietate suplimentard a potentialilor Bessel,
precum si a spatiilor pe care acegtia sunt definiti (vezi Propozitia 1). De asemenea, tot in
aceasta sectiune, amintim cateva notatii, definitii gi rezultate privind operatorii minimali
si maximali asociati operatorului A (vezi [22]).

In continuare, prezentam o sinteza a continutului acestei sectiuni.
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Fie X un spatiu Banach complex cu norma ||| si fie S un subspatiu dens al lui
X. Consideram ca S este un spatiu topologic in care topologia este definita de o familie
numarabila de semi-norme {| |; : j =1,2,...}.

Spunem ca un sgir {px} in S converge la un element ¢ din S dacd gi numai daca
lox — ¢l; — 0 cand k — oo pentru orice j = 1,2,. ...

Notam cu S’ spatiul tuturor functionalelor liniare si continue definite pe spatiul S si
notam cu (u, ) valoarea unei functionale v din S intr-un element ¢ din S.

O functionald u este continua daca gi numai daca (u, ) — 0 cand k — oo pentru
toate girurile {y,} convergente catre zero in S cand k — oc.

Spunem ca un gir {ug} in S’ converge catre un element v din S” daca gi numai daca
(ug, ¢) — (u, ) cand k — oo pentru orice ¢ din S.

Presupunem ca spatiile X gi X’ sunt scufundate continuu in 5’.

Definitiile si notatiile folosite mai sus sunt similare cu cele utilizate in teoria

distributiilor si sunt folosite si de catre Wong in [22].

Remarca 3. Putem particulariza spatiile X si S pentru a obtine cazuri concrete
netriviale. De exemplu, fie X = L? (R"),1 < p < o0, fie S = S (R") spatiul Schwartz al
functiilor cu descrestere rapida si fie S’ = S’ (R") multimea tuturor distributiilor
temperate.

Atunci, X' = L¢(R"), L +1 = 1§ S(R") C L* (R") C §'(R"),1 < p < 0.

1

p
In cele ce urmeaza, vom prezenta cadrul nostru abstract in care vom lucra. Trebuie

mentionat faptul ca acest cadru abstract este similar cu cel din articolul [22].

Presupunem ca exista o familie de spatii Banach reflexive X ﬁl , In care normele sunt

yS
notate cu |||s;.s0.4,x,—00 < 81,82 < oo, unde A : R* — R, este o functie pondere
pozitiva si, de asemenea, presupunem ca exista un grup biparametric de aplicatii liniare
si continue J» 1S — ', —00 < 51,59 < 00, care satisfac urmatoarele conditii:

51,52
(i) J3

1.5, duce S'in S, —00 < 51,87 < 00, 8 Jé}e : X — X este un operator compact

pentru orice numar pozitiv €.
(i) X2, ={ue s :JA _jueX} —o0<sy s <oo.
(iii)

—00 < 81, §9 < O0. (10)

[llsssonx = || T2 —ull ¢ 1 € X3,

(iv)
Fie Sj S tj, j = 1,2

Atunci, X}, € X2 _ s

$1,82 >

||UH81,S2,A,X < ||u||t1,t27A,X7 u < Xt/},tg' (11)
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(v) X2 ,, poate fi scufundat continuu in S’, —co < sy, 55 < 00.

(vi) S poate fi scufundat continuu in (X2 ) si (X2 ) poate fi scufundat continuu
in S, —o00 < 51,89 < 00.
(vii)

(u, ) = (p,u),u € X2 6 P €5, —00 < 81,89 < 00. (12)

S1,

Denumim JSA1,32 potentialele Bessel ponderate de ordine (sy,s9) € R? gi X ?1,52 spatiile
X-Sobolev de ordine (s, s9) € R

Definitia 5. Fie T': 8" — S’ o aplicatie liniara gi continua.

Presupunem ca exista o pereche de numere reale (m;, msy) astfel incat

T: X4 XA

51,52 §1—MmM1,52—m2

este un operator liniar marginit pentru orice (s, s3) € R2.

Spunem ca T este un operator de ordinul (m;,msy) daca m; si mg sunt cele mai mici

valori pentru care T : X2~ — XA este un operator liniar marginit.
Daca m; = my = —o0, atunci spunem ca 7" este un operator regularizant.

Definitia 6. Fie A : § € X — X un operator liniar astfel incat A duce S in S si
adjunctul sau formal A* duce continuu S in S.
Spunem ca A este un operator de ordinul (my, ms) daca operatorul A : " — S’ este

de ordinul (my,m2) (a se vedea relatia (14) pentru definitia operatorului A : 8" — 5’).

A

51,827

Remarca 4. Familia biparametrica X s1, 82 € R, de spatii X-Sobolev definegte un
cadru abstract biparametric in care putem sa regasim, in anumite cazuri particulare,
teoria operatorilor SG-pseudo-diferentiali (vezi [5], [8], [12]) sau teoria unei clase hibride

de operatori pseudo-diferentiali (vezi [2]).

Propozitia 1. Fie sy, $9,t1,t2 € (—00,00).

Atunci,

0 O7A L YA A T,
i) Iyt X& ey = Xosttysn i, €StE un operator unitar;
it) S este dens in X2 , .

Remarca 5. j) Din (i), (ii) si Propozitia 1, obtinem c& S C X C X{ si S este dens in
X{y- Deoarece S este dens in X, rezultd c& X = X§,.

ji) Din Proporzitia 1 i), obtinem cd J}} ,  este un operator de ordinul (—ty, —ts).

Vom prezenta cateva definitii, notatii si rezultate bine-cunoscute referitoare la teoria

operatorilor minimali si maximali (vezi [2], [6], [7], [8], [22]).
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Fie X un spatiu Banach complex, S un subspatiu dens al lui X si fie A un operator
liniar de la X la X cu domeniul S. Notam cu X’ spatiul tuturor functionalelor liniare si

marginite pe X si cu (2, ) valoarea unei functionale z’ in X’ intr-un element = din X.

Definitia 7. Fie D (A") multimea tuturor functionalelor 4’ din X’ pentru care exista o

functionala ' din X’ astfel incat
(v, Ax) = (2',z), wx€S. (13)

Putem demonstra ca pentru orice ¢ din X', exista cel mult o functionala z’ din X’
care verifica relatia (13).

t

Agadar, putem sa definim A'y’ = 2/, pentru orice y' din D (A"). A' se numeste

adjunctul adevarat al lui A.

Se poate demonstra faptul ca A’ este un operator liniar inchis de la X’ la X’ cu
domeniul D (A"). De asemenea, putem observa ca daca B este o extensie liniara a lui A,

atunci A? este o extensie liniara a lui B.

Definitia 8. Fie A un operator liniar de la X la X cu domeniul S. Operatorul A este

preinchis daca si numai daca
or €S0 —=>0In X, Appy > xn X = 2 =0.

In cele ce urmeaza, vom defini operatorul minimal asociat operatorului A.
Presupunem ca A este un operator preinchis. Putem sa construim o extensie liniara

inchisa Ay a operatorului A.

Definitia 9. Fie D (Ay) multimea tuturor elementelor = din X pentru care exista un gir
{pr}ie, din S astfel incat ¢ — = in X, Apy — y pentru y din X cand k — oo.
Putem defini Agx = y, pentru orice x € D (Ap).
Se poate demonstra ca definitia operatorului Ag nu depinde de alegerea particulara
a sirului {pg -, si, de asemenea, se poate demonstra ca Ay este cea mai mica extensie
liniara a lui A (i.e. daca B este o extensie liniara a lui A, atunci B este o extensie liniara

a lui Ag). Ap se numeste operatorul minimal asociat operatorului A.

Din acest moment, in cadrul acestui capitol, vom presupune ca X este un spatiu
Banach complex reflexiv.

Pentru a defini operatorul maximal, trebuie sa introducem notiunea de adjunct
formal. Presupunem ca spatiul X si dualul sau X’ se pot scufunda continuu intr-un

spatiu topologic Y. Asadar, spatiile X si X’ pot fi privite ca subspatii ale spatiului Y.
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De asemenea, presupunem ca exista un subspatiu S al lui Y astfel incat S este un
subspatiu dens al lui X si X'
In cadrul urmétoarelor definitii si rezultate, vom considera ca A este un operator

liniar de la X la X cu domeniul S.

Definitia 10. Adjunctul formal A* al operatorului A, daca exista, se defineste ca fiind

restrictia adjunctului adevarat A’ la spatiul S.

Din Definitia 10, observam faptul ca exista adjunctul formal A* daca si numai daca

S este continut in domeniul lui A’
Definitia 11. Definim operatorul liniar A; de la X la X folosind relatia A; = (A*)".

Fie ¢ € S. Din Definitia 11, obtinem ca (¢, A;x) = (A*p,z) pentru orice = din
D (Ay).

Din definitia adjunctului adevarat, o € D (A}) si Al = A*p.

In articolul [22] se aratd faptul c& A; este un operator liniar inchis de la X la X cu
domeniul D (A;) continand spatiul S, domeniul D (A}) al adjunctului adevarat al lui A,
contine spatiul S, A; este o extensie liniara a lui Ay gi, de asemenea, este demonstrat
faptul ca A; este cea mai mare extensie liniara a lui A, cu proprietatea ca spatiul S este
continut in domeniul adjunctului sau (i.e. daca B este o extensie liniara a lui A astfel
incat S C D (B'), atunci A; este o extensie liniara a lui B). Astfel, operatorul A; se
numeste operatorul maximal asociat operatorului A.

Fie A un operator liniar de la X la X cu domeniul S. Consideram ca A duce S in S
si adjunctul sau formal A* duce continuu S in S (i.e. daca {¢x} este un sir din S astfel
incat ¢, — 01n S cand k — oo, atunci Agyr, — 081 A*pr — 01n S cand k — o00).

Operatorul liniar A se poate extinde la spatiul S” dupa cum urmeaza.

Pentru orice u din S’, Au este un element din S” dat de relatia
(Au, ) = (u, Ap), €S (14)

Se poate arata ca A : S’ — S’ este o aplicatie liniara si continua.

In Sectiunea 2.2, am stabilit cateva ipoteze pentru a enunta si demonstra un analog
al inegalitatii Agmon-Douglis-Nirenberg pentru operatori pseudo-diferentiali in cazul
operatorului A : D(A) C X — X cu domeniul dens D(A) (vezi Teorema 13). Folosind
aceasta inegalitate, am determinat domeniul operatorului minimal si am demonstrat
faptul ca operatorii minimali si maximali sunt egali atunci cand sunt indeplinite anumite
ipoteze asupra spatiului Banach complex X si a operatorului A (vezi Teoremele 14,

15). Utilizand rezultatele obtinute, am putut enunta si demonstra un rezultat privind
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existenta si regularitatea solutiilor slabe ale ecuatiilor liniare de forma Au = f pe spatiul

Banach X (vezi Teorema 16).

Teorema 13. (inegalitatea Agmon-Douglis-Nirenberg [1]) Fie A un operator
liniar de la X la X cu domeniul S astfel incat A duce S in S si adjunctul sau formal
A* duce continuu S in S. Presupunem ca A are ordinul pozitiv (mq,ms) $i ca existda un

operator liniar B de ordinul (—my, —msz) de la X la X cu domeniul S astfel incat
BA=1+R, (15)

unde I este operatorul identitate si R este un operator regqularizant.

Atunci, exista douda constante pozitive Cy si Cy astfel incat

Cullzlmyman < 1A2ll00a + ll2lloon < Coll@llngman, @ € X

mi,m2°

(16)

Teorema 14. Fie A ca in Teorema 13. Atunci, D (Ap) = X2

mi,ma”

Teorema 15. Fie A ca in Teorema 13. Atunci, Ag = A;.

Definitia 12. Fie f € X. Un element u din X se numeste solutie slaba a ecuatiei liniare

de tipul Au = f daca (A*p,u) = (v, f), pentru orice p € S.

Teorema 16. Fie A: D(A) C X — X un operator liniar ca in Teorema 13 i fie f € X.

. . . v . . . . . A A
Atunci, orice solutie slabd u a ecuatiei liniare Au = f este in Xj, ..

Remarca 6. Teorema anterioara reprezinta un rezultat de regularitate in sensul in care
orice solutie slab# u a ecuatiei liniare Au = f se afld intr-un spatiu mai restrans X2

mi,m2?
deoarece XA C X¢o = X din (11).

mi,m2

In Sectiunea 2.3, am demonstrat doua rezultate de perturbare. Dintre acestea,
unul face referire la inegalitatea Agmon-Douglis-Nirenberg (vezi Teoremele 17 si 18), iar
celalalt rezultat se refera la semigrupul tare continuu de contractii generat de un operator
A considerat in Teorema 13 (vezi Teorema 19).

Prezentam in continuare rezultatele obtinute in aceasta sectiune.

Teorema 17. Fie A un operator ca in Teorema 13 si fie V : D(V) € X — X cu

S C D(V') un operator inchis pentru care existd o constantd pozitiva C astfel incat

||V90H0,0,A < CH90||81,S2,A7 Y e S? (17)

unde 0 < s1 < mq, 59 <0 < mao.

Atunci, existd constantele pozitive Cy si Cy astfel incit

Cllellmpman < MA+V)@llgon +llelloon < Collelmmn, ¢€5.  (18)
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Teorema 18. Fie A un operator ca in Teorema 13 i fie V : D(V) € X — X cu

S C D(V) un operator inchis care satisface estimarea

Vellooa < Cllellsssons v €5, (19)

unde 0 < s1 < mq, S < 0 < my.

Atunci, exista constantele pozitive Cy, Cy astfel incat
Cullullgman < (Ao + V) ullg o + llloon < Collullimg s € X, iy (20)

Teorema 19. Fie A un operator ca in Teorema 13 astfel incat A este generatorul
infinitezimal al unui semigrup tare continuu de contractii pe X .

Fie V:D(V) C X — X un operator mazimal disipativ cu S C D(V) astfel incdt

||V§0||0,0,/\ < OH§0||S1,S2,A790 S S> (21)

unde 0 < s1 < mq, S92 <0< my st C este o constanta pozitiva.
Atunci, Ag +V este generatorul infinitezimal al unui semigrup unu-parametric tare

continuu de contractii pe X.

In Sectiunea 2.4, am enuntat si demonstrat o teorema referitoare la spatiile X-
Sobolev (vezi Teorema 20) si, cu ajutorul acestei teoreme, am demonstrat faptul ca
operatorul minimal asociat operatorului A este Fredholm atunci cand sunt indeplinite

anumite ipoteze (vezi Teorema 21).

Teorema 20. Fie sy, s9,t1,ty € R astfel incat s; < t; §i s9 < ta.

: LA A
Atunci, scufundarea i : Xi, ,, — Xg, o, este un operator compact.

Teorema 21. Fie A: S C X — X un operator ca in Teorema 13 astfel incat AB = I+L,
unde B este operatorul din Teorema 13 si L este un operator reqularizant.

Atunci, operatorul liniar mdarginit Ay : X2 C X — X este Fredholm.

mi1,m2

In Capitolul 3, Asupra unei clase de ecuatii neliniare generalizate definite
de simboluri eliptice, introducem si studiem o clasa de ecuatii neliniare si nonlocale
de ordin infinit de tipul

f(=A(D))u = U(:, u) (22)

pe R”, in care f : R — R este o functie masurabila care satisface anumite conditii de
elipticitate , A : R® — R este o functie pozitiva si continua, astfel incat A(D) este un

multiplicator Fourier, unde D = (Dy, Dy, ..., D,),D; = —i%, 1<j5<n.
J
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Rezultatele obtinute in Capitolul 3 se regasesc in lucrarea originala [10] cu titlul On
a Generalized Class of Nonlinear Equations Defined by Elliptic Symbols,
publicata in Bull. Malays. Math. Sci. Soc. 47, 109 (2024), la care autorul acestei teze
este coautor alaturi de Viorel Catana si loana-Maria Flondor.

Rezultatele obtinute au avut drept punct de plecare lucrarea lui Bravo Vera [3] si
lucririle autorilor Gérka, Prado si Reyes (vezi [14], [15], [16], [17])). In aceste lucrari,
autorii au considerat un caz particular, mai precis acela in care operatorul f(A) este
definit folosind operatorul lui Laplace pe spatiul Euclidian R" sau pe o varietate Riemann
(M, g). In aceste cazuri particulare au fost obtinute rezultate de existenta si regularitate

a solutiilor ecuatiilor de tipul

f(A)u=U(u). (23)

Mentionam faptul ca ecuatii similare au fost studiate in [3], [15] si [14].
De asemenea, in lucrarea [4], Bravo, Prado si Reyes au studiat ecuatii

pseudo-diferentiale neliniare de forma
(a(=2) +1)"Pu=U(u), (24)

in care s > 0 si simbolurile a apartin unei anumite clase de simboluri. Studiul ecuatiilor
de acest tip a fost realizat in cadrul spatiilor Lebesgue L? (R") ;1 < p < oo, folosind teoria
multiplicatorilor Fourier. Observam faptul ca, in cazul in care s = 251 f(A) = a(—A)+1
in ecuatia (24), se obtine ecuatia (23).

Daca vom considera A(€) = |€[%, € € R™ (in acest caz 0 < o < 1), atunci A(D) = —A
(unde A operatorul lui Laplace din R™) i ecuatia (27) devine ecuatia (1.4) studiata in
[3] si [17]. Asadar, in cazul particular in care A(D) = —A, din rezultatele obtinute in
acest capitol vom regasi rezultatele obtinute de Gérka, Prado si Reyes in [17] si de Bravo
Vera in [3].

Ca atare, trebuie subliniat faptul ca in acest capitol al tezei noastre vom considera
un caz mai general decat cel considerat in [3] si [17].

De exemplu, in cazul particular in care A() = |2 + [£]*,€ € R™ (in acest caz
3 <0 <1), atunci A(D) = (=A)2 — A,

Pentru a prezenta cateva exemple concrete de ecuatii de forma (22), putem considera,
de exemplu, f: R = R, f(s) = —se*’.

In cazul in care A(€) = €] + |€%, € € R”, atunci A(D) = (—A)

Ca atare, obtinem ecuatia

((A - (—A)%) o(a-h) I> w=U(-u). (25)

—A.

N
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Un alt exemplu de ecuatie de forma (22) se poate obtine considerand aceeasi forma
a functiei f ca in exemplul anterior si A(§) = [£|*> + [€]*, € € R™.
Atunci, A(D) = —A + A? i obtinem ecuatia

((A — A2) AT2ATRAT 1) w=U(u). (26)

In Capitolul 3, enuntam si demonstram cateva rezultate privind existenta, unicitatea
si regularitatea solutiilor ecuatiilor de tipul (22), plecand de la observatiile si tehnicile
folosite in lucrarile autorilor mentionati mai sus.

In Sectiunea 3.1, definim clasele de simboluri G#*, 8 > 0, A : R — R o functie
continua si pozitivi cu anumite proprietati si spatiile Hilbert H#*(f) c L? (R™), unde
B >0si f eGP in care se vor cauta solutiile ecuatiei (22) si se va prezenta o formuls
a operatorului f(—A(D)). De asemenea, tot in cadrul acestei sectiuni, enuntam si
demonstram cateva rezultate referitoare la clasele de simboluri G#* si la spatiile
HPA(f). Unul dintre aceste rezultate face referire la anumite proprietiti ale claselor
GPA (vezi Propozitia 2), iar alte doud rezultate se refera la structura spatiilor H*(f)
(vezi Propozitiile 3 si 4).

Prezentam mai jos definitiile si rezultatele obtinute in aceasta sectiune.

Asa cum am precizat, In acest capitol vom studia ecuatiile neliniare de forma
f(=A(D))u(z) = U(z,u(z)), =€R", (27)

unde u se afli intr-un subspatiu H%*(f) C L? (R") si

A(D)u(z) = (QW)_S/ " A(E)Fu(§)dg = FH(A(E)Fu(§)) (@), (28)

pentru toate functiile u € L? (R™) astfel incat A(-)Fu(-) € L? (R™).

In (28) am notat cu F transformata Fourier si F ! corespunde transformatei Fourier
inverse.

Trebuie remarcat faptul ca operatorul A(D) este un multiplicator Fourier si
operatorul din (27) este, de fapt, o functie de multiplicatori Fourier.

In plus, A : R” — R este o functie pozitiva si continua care satisface urmatoarea
conditie:

A = Ci(1+6%)7,  [€] > Ri,6 R, (29)

pentru anumite numere reale pozitive C', R; si o.

Functia masurabila f : R — R cu care putem defini ecuatia (27) o vom denumi simbol
si functia A de mai sus reprezinta tipul simbolului f.

Asadar, in cele ce urmeaza, vom defini clasa de simboluri pentru care vom considera

ecuatiile neliniare de forma (27).



20 Horia-George Georgescu

Definitia 13. Fie A : R” — R o functie pozitiva gi continua gi fie § un numar real
pozitiv.

Atunci, o functie masurabila f : R — R se numeste simbol de ordinul 5 si de tipul A
daca gi numai daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

(i) f(—=s) > 0 pentru toate numerele reale nenegative s € R;

(ii) Exista numerele reale pozitive M, R astfel incat

B
2

M1+ AE))? < f(=AE), &> R,§ R (30)

Vom nota cu G#? clasa simbolurilor de ordinul 3 si de tipul A. O functie masurabila
f : R — R care apartine spatiului G%* se va numi G#*-simbol sau, pe scurt, simbol.
In cele ce urmeaza, fiecirui G#*-simbol f i vom asocia un spatiu vectorial HOA(F)

conform urmatoarei definitii.

Definitia 14. Fie f un G?"-simbol. Atunci, o functie masurabila de variabild reals
g : R" — R se afla in spatiul H#*(f) daca si numai daca exista transformata Fourier

F(g) a functiei g si
/n[l + F(=AMEOPIFg(§)dE < oo. (31)

Putem inzestra spatiul vectorial H%*(f) cu urmatorul produs scalar:

(91 )i = [ 11 NPT (OF eI (32)

pentru orice g1, go € HPM(f).

Asadar, spatiul vectorial H?*(f) inzestrat cu produsul scalar definit mai sus devine
un spatiu Hilbert.

Remarcam faptul ci, in cazul in care A(§) = [€]2,€ € R™, obtinem ca HAA(f) =
HP(f), unde HP(f) este spatiul Hilbert definit in [3] si [17].

In urma unui calcul formal, se observi faptul ca este convenabil sa definim

f(=A(D))u, pentru u € HAA(f),

F(=AD))u = FH(f(=AE)F (u)(€)). (33)

Operatorul
F(=A(D)) : HPM(f) — L (R™)

definit prin relatia (33), pentru orice u € H>*(f), este un operator liniar bine definit.

Propozitia 2. Urmatoarele doua afirmatii sunt adevarate.
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(i) Dacd f € GP* sig € GV, atunci f - g € GPHA ) unde B, sunt numere reale
pozitive fizate si A : R™ — R este o functie continua st pozitiva care satisface conditia
(29).

(i) Daca 0 < vy < (3, atunci GoA c grh,

(iii) Fie r un numar real pozitiv gi fie f, : R — R o functie astfel incat

N

fr(s) = (1 —s)z =1

Y

pentru orice s € R_, unde R_ reprezinta mulfimea tuturor numerelor reale nepozitive.

Atunci, f, € G5, pentru orice B < r.

Propozitia 3. Fie f un G#*-simbol. Atunci, urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate.

(i) Pentru orice s € R, s < Bo, are loc scufundarea HP(f) — H* (R™).

(ii) Pentru orice numdr intreg k > 1 astfel incdt 5 +k < s < Bo, are loc scufundarea
HIA(f) > C* (RY).

(iii) Pentru orice 0 < o < 1 astfel incit § + a = s < fBo, are loc scufundarea
HPA(F) — C*(R"), unde C* (R™) este spatiul Holder al functiilor continue de ordinul

Q.

Propozitia 4. O functie masurabild g : R® — R apartine spatiului H?(f), Bo > 5
daca si numai daca g = KJ‘} * g pentru g € L? (R™).

In plus, spatiul Hilbert HPA(f) inzestrat cu produsul scalar din relatia (32) este
izometric izomorf cu spatiul Hilbert L? (R™) si transformarea Ky @ L? (R") — H5A(f)

definita de relatia KCo(g) = KJ/} x g este un izomorfism izometric, i.e. este o bijectie si
[Fe3 *g”HB,A(f) = llgll 2 en).
In Sectiunea 3.2, studiem solutiile ecuatiilor liniare de forma
Lu=g, g¢€L?*R"), (34)
unde operatorul liniar L : H?A(f) — L? (R") este definit cu ajutorul relatiei
L= f(-A(D))+1. (35)

In relatia anterioars, f este un G#*-simbol si I : L? (R") — L? (R™) este operatorul
identitate.

In plus, operatorul liniar L este definit de relatia

Lu = F([1+ f(~AE)NFu(€),u € H¥(F). (36)
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Enuntam si demonstram un rezultat de existenta si unicitate a solutiilor ecuatiilor
de forma (34) (vezi Teorema 22) i, folosind aceasta teorema, demonstram in ce conditii
aceste ecuatii admit solutii real-analitice (vezi Teorema 23). Ca o aplicatie a Teoremei
23, demonstram un rezultat de real-analiticitate si regularitate a solutiilor ecuatiei liniare
generalizate a coardei bosonice (vezi Teorema 24). In plus, demonstrim doui rezultate
referitoare la regularitatea si invarianta la rotatii a solutiilor unice ale ecuatiilor de forma
(34) (vezi Proporzitiile 5 si 6).

Rezultatele originale obtinute in cadrul acestei sectiuni sunt prezentate mai jos.

Teorema 22. Fie f un G»*-simbol. Atunci, pentru g € L* (R™) existd o unicd solutie
u, € HPA(f) a ecuatiei liniare (34).

In plus, are loc egalitatea

[gllygen sy = Nlgll2n- (37)

Teorema 23. Fie f € [, GPN = GA (egalitatea este o notatie) un simbol
reqularizant, unde A : R" — R, tipul simbolului, este o functie continud $i pozitivd cu
simetrie radiald (i.e. AN(€) = A(|€]), pentru orice € € R™ ).

De asemenea, presupunem ca exista ¢ > 0 astfel incat

. CQm [e'e) 7,2m+n—1 B
LN TS T .

Atunci, solutia unica ug : R" — R a ecuatiei liniare
(f(=A(D)) + u = g,9 € L* (R") (39)
este real-analitica, i.e. u, € C* (R™).

Teorema 24. Fie A : R" — R o functie continud si pozitiva cu simetrie radiald (i.e.
A(E) = A(|€]) pentru orice € € R™) care satisface (29) pentru o = 1 si fie ug : R - R

solutia ecuatier liniare generalizate a coardei bosonice
(A(D)e™) 4 T)u=g,g € L*(R"), (40)

unde ¢ > 0 este o constanta pozitiva.

Atunci, uy, : R* — R este real-analitica in orice bila B(z,p) din R", cu centrul in
o

2mn2")

z € R" gi de raza p = 0 < p < min (Cy,c), unde Cy este constanta pozitiva din

relatia (29).
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Remarca 7. Daca f : R — R, f(s) = —se®’ s € R,A : R" — R satisface (29) pentru
oc=1/2¢ f € ﬂ6>0 GAA = G=>A (ie. f este un simbol regularizant de tipul A), atunci
rezulta ca f satisface ipotezele Teoremei 23.

De exemplu, dacd A(§) = [£]* + |¢],€ € R™, atunci solutia u, a ecuatiel
1 12
(8- o) s umgge @),

este real-analitica in orice bila B(z,p) cu centrul in z € R” gi de raza p = 525, 0 < p <

2mn2”?

C1, unde C este constanta pozitiva din (29).

Remarca 8. Fie f : R — R o functie masurabila si pozitiva si fie A : R” — R o functie
continud si pozitivi cu simetrie radiald (i.e. A(€) = A(€]),€ € R™ ), care satisface (29),
astfel incat

1+ (=AM 2 Ar)ect® (41)

pentru orice r € R*, unde ¢ > 0.

Atunci, solutia u, : R® — R a ecuatiei liniare
(f(=A(D)) + u=g,9 € L*(R") (42)
este real-analitica.

Propozitia 5. Fie f un GP*-simbol si fie Lu = g,g € L? (R™), ecuatia liniard definitd
de operatorul (36). Presupunem, in plus, cd g € H*(h), pentru 6 > 0 si h € G>*.
Atunci, solutia acestei ecuatii apartine intersectiei HOM(h) N HAA(F) VHPTSA(f - h).

Propozitia 6. Fie f un G%*-simbol si fie Lu = g,9 € L*(R"™), ecuatia liniard
corespunzatoare acestui simbol. Dacd g si A sunt invariante la rotalii (i.e. pentru orice
rotatie R € SO(n),g(Rx) = g(x) si A(RE) = A(&) pentru orice x,& € R™), atunci

solutia u a ecuatiei liniare Lu = g, g € L* (R"), este, de asemenea, invariantd la rotatii.

In Sectiunea 3.3, vom considera o forma neliniara a ecuatiei (22). Mai precis, vom

considera ecuatiile neliniare de tipul
F(=A(D))u(z) = Us(x,u(z)),z € R",u € HP (f), (43)
unde membrul drept al ecuatiei (43) este definit de relatia
Us(z,y) = —y + 6V (x,y), pentru orice x € R" i y € R. (44)

In relatia (44), V : R x R — R este o functie cu anumite proprietati si 0 este un

numar real nenegativ fixat.
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Din (43) si (44), reiese ca ecuatia neliniara considerata este echivalenta cu ecuatia
Lu(z) =6V (z,u(x)),z € R", (45)

unde L este operatorul definit in relatia (35).

Folosind Teorema de punct fix a lui Banach, enuntam si demonstram un rezultat de
existenta, unicitate si regularitate a solutiilor ecuatiilor de tipul (43) (vezi Teorema 25).
Ca o consecinta a Teoremei 25, enuntam si demonstram alte doua rezultate de unicitate,
real-analiticitate gi regularitate pentru solutiile ecuatiilor neliniare de forma (43) (vezi
Corolarele 2 si 3). La finalul acestei sectiuni, enuntam gi demonstram doua rezultate
referitoare la unicitatea, regularitatea gi real-analiticitatea solutiilor ecuatiilor neliniare
considerate (vezi Teorema 26 si Corolarul 4).

In continuare, prezentam rezultatele originale obtinute in cadrul acestei sectiuni.

Teorema 25. Fie f un GP*-simbol si fie Us : R* x R — R o functie definitd ca in (44),
unde & este o constantd pozitivd. Presupunem, in plus, cda V(-,0) € L? (R") si cd existd

o functie h € L>* (R") astfel incat are loc inegalitatea
IV (2, 91) = V (2, 92)| < [h(2)] |1 — w2l (46)

pentru orice x € R™ g1 y1,y2 € R.

Atunci, dacd & > 0 este suficient de mic, existd o unicd solutie u € H?*(f) a ecuatiei
(43).

Corolarul 2. Fie f € ﬂ,8>0 GPA = G=N un simbol regularizant, fie A : R* — R
o functie continud $i pozitiva cu simetrie radiala (i.e. A(&) = A([€]),€ € R™ ) si fie
Us : R" xR — R, > 0, functia definita in (44) astfel incat ipoteza Teoremei 25 este
adevarata. Presupunem, in plus, ca simbolul f : R — R satisface ipotezele Teoremei 23.

Atunci, exista o solutie real-analitica u € C¥ (R™) a ecuatiei (43).

Corolarul 3. Fie f,5,V si h ca in Teorema 25. Presupunem, in plus, ca exista un

numar real pozitiv r gi un intreg k cu o(r + ) > n/2 + k, astfel incat
V(u)e H (fr),

pentru orice u € HAM(f).

Atunci, solutia @ a ecuatiei neliniare (43) este in clasa C*(R).

Consideram multimea H*(f)a = {u € HP*(f) : pentru orice rotatie R € SO(n)
avem ci u(Rx) = u(z), pentru aproape toti z € R"}. Observam ci HA*(f);aq este o

submultime inchisa a lui H5A(f).
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Prin urmare, H”*(f)aq este un spatiu Hilbert.

In particular, (HP™(f)raas || - lsa(py) este un spatiu Banach.

Teorema 26. Fie f,3,V,0 ca in Teorema 25 si fie A : R® — R o functie continud,
pozitiva st invarianta la rotatii.
Presupunem, in plus, ca
Us:R" xR — R,

Us(z,y) = —y + 0V (r,y),z € R",y € R,

este invarianta la rotatit in raport cu variabila x.
Atunci, pentru & > 0 suficient de mic, existd o unicd solutie it € HP™(f)yea @ ecuatiei
neliniare (43).

Corolarul 4. Fie f € ﬂ5>0 GPA = G=°N un simbol reqularizant, fie Us : R"x R —
R,0 >0 si A : R" = R doua functii ca in Corolarul 2. In plus, presupunem ca Uy este
mwvarianta la rotatis in raport cu variabila x.

Atunci, ezistda o unica solutie real-analitica u € C¥ (R") a ecuatiei (43).

La finalul tezei noastre, am prezentat un abstract al lucrarii originale cu titlul
Generalized Fourier multipliers, publicata in Ann. Funct. Anal. 14, 34 (2023)
(vezi [9]), la care autorul acestei teze are contributii in calitate de coautor alaturi de
Viorel Catana si Ioana-Maria Flondor.

Mentionam faptul ca rezultatele obtinute in articolul [9] impreuna cu demonstratiile

acestora se regasesc in teza de doctorat a carei autoare este Ioana-Maria Flondor.
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