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Rezumat

Obiectiv general. Aceasta teza este motivata de dezvoltarea teoriei punctului fix in
cadre de lucru in care ipotezele clasice, precum contractivitatea sau nonexpansivitatea,
sunt prea restrictive. Lucrarea avanseaza in aceasta directie prin studierea unor cadre
metrice generalizate si a unor noi conditii contractive din punct de vedere structural, si
prin proiectarea unor scheme iterative eficiente si robuste, adecvate implementarii nu-
merice, din punct de vedere algoritmic. In particular, teza unificd mai multe directii
complementare de cercetare: rezultate de punct fix pentru contractii Istratescu in spatii
metrice generalizate, studiul schemelor iterative cu mai multi pasi pentru aplicatii non-
expansive generalizate, atat in spatii W-hiperbolice, cat si in spatii Banach. Pentru
aceste procese, stabilim proprietati fundamentale de convergenta, cu accent deosebit pe
monotonia Fejér, A-convergenta, slab convergenta si convergenta. In plus, propunem
un algoritm inertial in doi pasi, cu pasi auto-adaptivi, pentru problema realizarii de-
falcarii punctului fix comun pentru operatori demicontractivi in spatii Hilbert. In final,
versatilitatea proceselor cu mai multi pasi este ilustrata printr-o aplicatie in dinamica
complexa, unde structura TTP16-PR genereaza multimi fractale de tip Julia si Mandel-

brot si conduce la criterii practice de iegire.

e versatilitate. Pe parcursul tezei sunt investigate diferite clase de operatori neliniari,
inclusiv contractii Istratescu in spatii cu b-metrica extinsa si spatii cu b-metrica
extinsa noua, aplicatii care satisfac conditia (E), operatori Ly si operatori demi-
contractivi. Schemele iterative studiate in aceasta lucrare sunt dezvoltate In mai
multe cadre, variind de la Banach si spatii Hilbert pana la cadre geodezice neliniare,

precum spatiile W-hiperbolice.

e wvaloare instrumentala. Teza investigheaza algoritmii iterativi propusi cu mai multi
pasi ca instrumente eficiente de aproximare pentru probleme de punct fix. Pornind
de la estimari de tip Fejér, analiza conduce la A-convergenta si slab convergenta in
cadre generale si, sub ipoteze suplimentare asupra spatiului sau asupra operatorilor,

rezultate de convergenta adecvate calculului numeric.

4



Rezumatul tezei de doctorat 5

e aspecte calitative (stabilitate si dependenta de date). Proiectate pentru calcul de
precizie computationala, iteratiile prezentate favorizeaza un comportament stabil
gi mecanisme de control al erorilor (estimari de tip Fejér si de marginire, pasi
auto-adaptivi) pentru a preveni amplificarea erorilor de rotunjire - sustinand astfel

rezultate numerice fiabile.

Metodologie. Metodele utilizate pe parcursul tezei combina instrumente din analiza
neliniara cu tehnici din teoria algoritmilor iterativi. Rezultatele de existenta si unicitate
pentru puncte fixe sunt obtinute prin adaptarea inegalitatilor de tip contractiv la cadre de
spatii metrice generalizate. Analiza convergentei schemelor cu mai multi pasi studiate se
bazeaza pe monotonia Fejér, marginire si metode de regularitate asimptotica, impreuna
cu principiul de semiinchidere si proprietati geometrice ale spatiilor ambient, precum
convexitatea uniforma in cadrul geodezic. Rezultatele de convergenta sunt obtinute prin
introducerea unor mecanisme suplimentare de control algoritmic, inclusiv efecte inertiale
si pasi auto-adaptivi, precum si prin aplicarea unor leme adecvate de convergenta a
sirurilor. Partea numerica a tezei este sustinuta de criterii explicite de iegire in planul

complex si de experimente computationale implementate in MATLAB.

Contextul general. Teoria punctului fix ofera un cadru fundamental pentru abor-
darea unei game largi de probleme in analiza neliniara, optimizare si matematici apli-
cate. Diverse modele pot fi formulate in termenii ecuatiei de punct fix x = Tz, unde
T: X — X este o aplicatie neliniara definita pe un spatiu cu distanta. Un obiectiv
central in acest domeniu este identificarea unor ipoteze generale asupra operatorului si
asupra spatiului considerat care sa garanteze existenta (si atunci cand este posibil, uni-
citatea) punctelor fixe, pastrand in acelagi timp suficienta flexibilitate pentru a descrie
fenomene dincolo de cadrele clasice.

Odata ce existenta este asigurata, devine naturala investigarea modului in care aceste
puncte fixe pot fi aproximate in practica. Acest fapt motiveaza studiul procedurilor
iterative, in special al schemelor cu mai multi pagi, concepute pentru clase largi de
aplicatii de tip nonexpansiv generalizat. Analiza convergentei devine mai delicata in
afara structurilor liniare, deoarece multe metode clasice se bazeaza pe proprietati speci-
fice spatiilor normate. Cu toate acestea, anumite cadre geometrice neliniare pastreaza
suficienta convexitate pentru a sustine o teorie a convergentei semnificativa si pentru a
permite extinderea metodelor iterative la spatii fara structura liniara.

In aceastd teza, aceste doua directii sunt dezvoltate in paralel. Pe de o parte, stabilim

rezultate de punct fix pentru contractii Istratescu in cadre metrice generalizate, precum
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spatii cu b-metrica extinsa. Pe de alta parte, investigam scheme iterative cu mai multi
pasi in contexte geodezice neliniare, cu accent deosebit pe spatiile W-hiperbolice, unde
notiuni precum monotonia Fejér, A-convergenta si convergenta pot fi studiate intr-un
mod unificat. Mai mult, dezvoltam si analizam proceduri iterative in spatii Banach si
spatii Hilbert, inclusiv iteratia TTP16-PR pentru operatori Ly si un algoritm inertial
in doi pasi, cu pasi auto-adaptivi, pentru problema realizarii defalcarii punctului fix
comun pentru aplicatii demicontractive. In final, versatilitatea algoritmilor cu mai multi
pasi este ilustrata printr-o aplicatie in dinamica complexa, unde iteratia TTP16-PR este
utilizata ca regula alternativa de obtinere a orbitei punctelor pentru generarea de fractali
de tip Julia si Mandelbrot.

Descrierea tezei: structura si continut.

Capitolul 1, Contractii Istratescu pe spatii cu b-metrica extinsa ([31], [29],
[30]), este dedicat studiului mai multor clase de contractii Istratescu in cadrul spatiilor
cu b-metrica extinsa si al spatiilor cu b-metrica extinsa noua. Scopul principal al acestui
capitol este de a stabili rezultate de existenta si unicitate pentru punctele fixe ale unor
astfel de aplicatii, prin combinarea unor ipoteze precum continuitatea orbitala cu conditii
explicite asupra functiei de control 6.

Punctul de plecare al capitolului il constituie cadrul spatiilor cu b-metrica extinsa,
introdus de Kamran et al. [14], unde inegalitatea clasica a triunghiului este inlocuita de

o inegalitate mai slaba care implica o functie de control §: X x X — [1, 00).

Definitia 1 ([14]). Fie X o multime nevida si fie #: X x X — [1,00). O functie
d: X x X — [0,00) se numegte b-metrica extinsa daca, pentru orice x, y, z € X, sunt

satisfacute urmatoarele conditii:
(i) d(x,y) =0 daca si numai daca z = y;
(i) d(z,y) = d(y, z);
(il) d(z,2) < 0(z,z) [d(z,y) + d(y, 2)].
Perechea (X, d) se numesgte spatiu cu b-metrica extinsa.

Continutul capitolului este reprezentat de mai multe clase de contractii Istratescu, in-
clusiv contractii Istratescu de ordin 2, contractii Istratescu bilaterale, contractii Istratescu
de tip 2, contractii Istratescu de ordin k si o noua clasa introdusa aici, anume contractiile

Ciri¢-Istratescu.
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Definitia 2. O aplicatie T: X — X se numeste contractie Cirié—Istré@escu daca exista

h € [0,1) astfel incat, pentru orice x, y € X, are loc inegalitatea:
d(T%z, T?y) < h max{d(z,y), d(Tx, Ty),d(z, Tx),d(Tx, T*z),d(y, Ty), d(Ty, T*y)}.

Aceasta clasa extinde contractiile Ciri¢ clasice, contractiile Istratescu de ordin 2,
contractiile Istratescu bilaterale si contractiile Istratescu de tip 2.
Un rol esential in demonstratii il are continuitatea orbitala, care inlocuieste continu-

itatea In trecerea de la convergenta sirului lui Picard la existenta punctelor fixe.

Definitia 3 ([6]). O aplicatie 7": X — X se numeste orbital continua daca lim,, ., 7"z =

wimplica lim,, o, T'(T"x) = Tu, unde T™ denota compunerea de n ori a lui T" cu el insusi.

Instrumentele tehnice principale ale capitolului sunt criteriile care asigura faptul ca
sirurile Picard sunt siruri Cauchy in spatii cu b-metrica extinsa, formulate in Lema 1 si
Lema 2. Aceste rezultate se bazeaza pe marginiri explicite pentru distantele succesive

dintre iteratii si pe ipoteze de tip produs care implica functia de control 6.

Lema 1. Fie (X,d) un spatiu cu b-metrica extinsa, fie T: X — X o aplicatie gi
{z,} sirul iteratiilor Picard generat de un punct initial o € X, adica x, = T"xo,
pentru orice n > 0. Daca exista A € [0,1) astfel incat inegalitatea d(x,,x,11) <
VAP max{d(zo, z1),d(z1,22)} este satisfacuta pentru orice n > 0, si existd constan-
tele p < % g1 ng > 0 astfel incat inegalitatea Hg:n O(xi, Tnyp) < BI7FL este satisfacutd
pentru oricen > mng, p > 1 si j € {n,n+1,...,n+p— 1}, atunci {x,} este un gir
Cauchy.

Lema 2. Fie (X,d) un spativ cu b-metrica extinsa, fie T: X — X o aplicatie §i {x,}
sirul iteratiilor Picard asociat unui punct initial o € X. Daca exista A € [0,1) si un
numar intreg k > 2 astfel incat d(x,, Tpy1) < VAE M, pentru orice n > 0, unde
M = max{d(zo, x1),d(x1,22),...,d(xp_1,2%)} $i exista § < ’%ﬁ si ng > 0 astfel incat
inegalitatea []1_, 0(xs, x1p) < PI7"FL este satisfacutd pentru orice n > ng, p > 1 gi

je{n,n+1,....,n+p—1}, atunci {z,} este un sir Cauchy.

Pe baza acestor rezultate, prima parte a capitolului stabileste teoreme de punct fix

in spatii cu b-metrica extinsa complete pentru clasele de aplicatii introduse mai sus.

Teorema 1. Fie (X,d) un spatiu cu b-metrica extinsa complet si fie T: X — X o

contractie Istratescu de ordin 2, orbital continua, si fie xg € X. Notam x, = T"x

pentru orice n > 0. Presupunem ca exista < \/alﬂ st ng > 0 astfel incat inegalitatea

J
i=n

O(x;, Tpyp) < GBI este satisfacutd pentru orice n > ng, p > 1 si j € {n,n+

1,...,n+p—1}. Atunci T are un punct fix unic.
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Teorema 2. Fie (X,d) un spativ cu b-metrica extinsa complet si fie T: X — X o
contractie C’irié—[strd;fescu orbital continuda. Fie vq € X gi {x,} sirul Picard asociat.
Presupunem ca exista f < \/LE st ng > 0 astfel incat inegalitatea g:n O(zi, Tpip) <

I este satisfacutd pentru oricen > mg, p > 1 sij € {n,n+1,...,n+p— 1}.

Atunci T are un punct fix unic.

Teorema 3. Fie (X,d) un spatiu cu b-metrica extinsa complet, un numdr intreg k > 2,
st T: X — X o contractie Istratescu de ordin k, orbital continua. Fie vo € X si
rn, = T"xy pentru orice n > 0. Presupunem ca exista § < WW—MM st ng > 0
astfel incat inegalitatea []1_, 0(x;, xnip) < [77"H este satisfacutd pentru orice n > ny,

p>lsije{nn+1,....n+p—1}. Atunci T are un punct fix unic.

Aplicabilitatea acestor rezultate este ilustrata printr-un exemplu care arata ca ipotezele
Teoremei 1 sunt satisfacute de un operator definit pe un spatiu cu b-metrica extinsa care
nu este un spatiu b-metric, iar punctul fix unic este 0.

A doua parte a capitolului extinde analiza la clasa mai larga (in sensul incluziunii) a
spatiilor cu b-metrica extinsa noud, introdusa de Aydi et al. [2], unde functia de control

depinde de trei variabile.

Definitia 4 ([2]). Fie X o multime nevida gi #: X x X x X — [1,00). O b-metrica

extinsa noua este o functie d: X x X — [0, 00) astfel incat pentru orice z, y, z € X,
(i) d(x,y) = 0 daca si numai daca x =y,
(i) d(z,y) =d(y,z),
(iii) d(z,2) < 0(z,y,2) [d(z,y) + d(y, 2)].
Perechea (X, d) se numeste spatiu cu b-metrica extinsa noua.

In acest cadru, se deduc marginiri superioare analoge pentru distantele succesive ale
iteratiilor Picard pentru mai multe clase de contractii Istratescu, si se stabilesc criterii
care asigura proprietatea Cauchy a acestor siruri, impreuna cu rezultate de punct fix sub
ipoteze adecvate asupra functiei de control cu trei variabile.

Ulterior, se prezinta rezultate de punct fix analoge pentru aceste clase de contractii,
extinzand concluziile obtinute in cadrul anterior.

Astfel, in acest capitol se stabileste o teorie unificata a punctului fix pentru mai multe
clase de contractii Istratescu, atat in spatii cu b-metrica extinsa, cat si in spatii cu b-
metrica extinsa noua, aratand in particular ca orbital continuitatea impreuna cu ipoteze
de tip produs asupra functiei de control 6 sunt suficiente pentru a garanta existenta si

unicitatea punctelor fixe in aceste cadre generalizate.
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Capitolul 2, Operatori cu Conditia (E) in spatii W-hiperbolice ([31], [33]), este
dedicat studiului aplicatiilor care satisfac Conditia (E) in cadrul spatiilor W-hiperbolice.
Obiectivul principal este de a stabili rezultate de convergenta pentru procesul iterativ
SRJ in acest cadru, incluzand monotonie de tip Fejér, A-convergenta si convergenta. In
plus, capitolul contine un exemplu neliniar bazat pe un operator integral care arata ca
teoria se aplica operatorilor care satisfac Conditia (E) dar nu sunt nonexpansivi.

Capitolul debuteaza cu prezentarea aplicatiilor care satisfac Conditia (E), introdusa
de Garcia-Falset et al. [12], care contine strict clasa aplicatiilor de tip Suzuki ce satisfac
Conditia (C). In acest cadru, Conditia (E) conduce la o clasi de operatori suficient
de larga pentru a depasi aplicatiile nonexpansive, pastrand totodata o teorie eficienta
de aproximare a punctelor fixe. De asemenea, se arata ca orice aplicatie care satisface

Conditia (E) si admite un punct fix este cvasi-nonexpansiva.

Definitia 5 ([12]). Fie (X, d) un spatiu metric, C' o submultime nevida a lui X i g > 1.
O aplicatie T': C' — C satisface Conditia (E,) pe multimea C' daca

d(z, Ty) < pd(z, Tz) + d(z,y),

pentru toate x, y € C.
Mai mult, aplicatia 7' se spune ca satisface Conditia (E) daca exista o constanta

p > 1 pentru care T satisface Conditia (E,,).

Cadrul ambiental al capitolului este cel al spatiilor W-hiperbolice, introduse de
Kohlenbach [16], care oferd un cadru metric neliniar echipat cu o structura de con-

vexitate.

Definitia 6 ([16]). Un spatiu metric (X, d) se numeste spatiu W-hiperbolic daca exista
o aplicatie W: X? x [0,1] — X care satisface urmitoarele conditii pentru toate x, ¥, z,
we X ga, el01]:

(i) d(z, W(z,y,a)) < (1 = a)d(z,2) + ad(z,y),
(ii) d(W(z,y, ), W(z,y,B)) = | — Bl d(z,y),
(iii) W (2, y,a) = W(y,z,1—a),
(iv) d(W (2 0), W(y,w,a)) < (1 — a)d(z,y) + ad(z,w).

O parte substantiala a sectiunii preliminare este dedicata centrelor asimptotice si A-

convergentei in spatii W-hiperbolice uniform convexe. In acest cadru, folosim unicitatea
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centrelor asimptotice pentru siruri marginite gi unele rezultate tehnice care descriu com-
portamentul asimptotic al girurilor in spatiu. Acestea sunt utilizate ulterior in analiza
convergentei.

Procedura iterativa analizata in acest capitol este procesul SRJ, introdus initial de

Dashputre et al. [11], adaptat aici la cadrul spatiilor W-hiperbolice.

Algoritmul 1 Iteratia SRJ in spatii W-hiperbolice

Fie C' o submultime nevida, inchisa si convexa a unui spatiu W-hiperbolic (X, d, W) si
o aplicatie T: C' — C. Pentru un punct initial, ales arbitrar, x; € C, sirul {z,} este
definit prin

z2n =TW(xp, Txp, ),

Yn = T(W (20, T2, Bn)),

Tnp1 = TW (Y, TYns V), 12> 1,
unde {a,}, {Bn} st {7} sunt siruri in (0,1).

Prima proprietate importanta a sirului iterativ este stabilita in Teorema 4, care arata
ca iteratia SRJ este monotona in sens Fejér in raport cu multimea punctelor fixe a

aplicatiei considerate.

Teorema 4. Fie C o submultime nevida, inchisa s convexa a unui spativ W -hiperbolic
(X,d,W). Fie T: C — C o aplicatie care satisface Conditia (E), cu Fix(T) # (). Dacd
{x,} este definit prin Algoritmul 1, atunci {x,} este monoton in sens Fejér in raport cu
multimea Fix(T).

Un rezultat de caracterizare este apoi obtinut in Teorema 5, care leaga existenta

punctelor fixe de marginirea si regularitatea asimptotica a sirului generat.

Teorema 5. Fie C o submultime nevida, inchisa si convexd a unui spatiuv W -hiperbolic
complet uniform conver (X,d, W), cu modul de convexitate uniforma monoton, si fie
T: C — C o aplicatie care satisface Conditia (E). Daca {x,} este definit prin Algoritmul
1 cu o, € [a,b] C (0,1), atunci Fix(T) este nevida daca si numai daca sirul {x,} este

marginit §i lim, o d(x,, Tz,) = 0.

Unul dintre rezultatele principale de convergenta ale capitolului este urmatoarea teo-

rema de A-convergenta.

Teorema 6. Fie C' o submulfime nevida, inchisa si convexa a unui spatiu W -hiperbolic
complet uniform convex (X,d, W) cu modul de convezxitate uniformda monoton. Fie
T:C — C o aplicatie care satisface Conditia (E), cu Fix(T) # 0. Atunci sirul {z,}

definit prin Algoritmul 1 este A-convergent catre un punct fix al lui T.
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Analiza convergentei este completata de doua rezultate suplimentare ca mai jos.

Teorema 7. Fie C o submultime nevida, inchisa si convexd a unui spativ W -hiperbolic
complet uniform convex (X,d, W) cu modul de convezitate uniformd monoton si fie
T:C — C o aplicatie care satisface Conditia (E), cu Fix(T) # 0. Atunci sirul {x,}
definit prin Algoritmul 1 converge catre un punct fix al lui T daca si numai daca
liminf,, o D(z,, Fix(T)) =0, unde D(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

Definitia 7 ([32]). O aplicatie 7" definita pe o submultime C' a unui spatiu W-hiperbolic
(X,d, W) cu multimea punctelor fixe Fix(7") nevida se spune ca satisface Conditia (I)
daca exista o functie crescatoare f: [0,00) — [0,00) astfel incat f(0) = 0 si f(t) > 0
pentru orice ¢t > 0, iar

d(z,Tz) > f(D(z,Fix(T))),

pentru orice x € C.

Teorema 8. Fie C' o submulfime nevida, inchisa $i convexa a unui spatiu W -hiperbolic
complet uniform conver (X,d, W) cu modul de convezitate uniforma monoton si fie
T: C — C o aplicatie care satisface Conditia (E). Mai mult, presupunem ca T satisface
Conditia (1) si Fix(T) # 0. Atunci sirul {z,} definit prin Algoritmul 1 converge catre
un punct fix al lui T.

Partea numerica a capitolului include mai intai o comparatie intre procesul SRJ si
patru scheme iterative multi-pas reprezentative din literatura, anume: schemele Abbas-
Nazir [1], Thakur et al. [35], Piri et al. [26] si Kumar-Pathak [17]. Aceastd comparatie
este realizata pentru o aplicatie definita pe [0, 1] care satisface Conditia (E), dar nu si
Conditia (C), aratand astfel ca teoria din acest capitol prezinta un cadru care depaseste
in mod practic cadrul clasic Suzuki.

Datele numerice si graficele obtinute pentru mai multe configuratii de parametri arata
ca toate schemele considerate converg, in timp ce procesul SRJ atinge punctul fix mai
rapid decat celelalte metode considerate.

O contributie importanta a acestui capitol este un exemplu neliniar definit printr-
un operator de tip integral in L?([0,1]), introdus in aceasta lucrare, care ilustreaza in
mod netrivial faptul ca teoria se aplica operatorilor care satisfac Conditia (E) fara a fi
nonexpansivi. Acest exemplu extinde domeniul de aplicabilitate dincolo de cazul finit
dimensional si evidentiaza utilitatea procesului SRJ intr-un cadru functional neliniar.

Capitolul 3, Punct fix comun pentru operatori L, via TTP16-PR ([31], [27]),
este dedicat aproximarii punctelor fixe comune pentru doi operatori Ly in cadrul spatiilor

Banach uniform convexe. Clasa operatorilor Ly a fost introdusa de Latif, Postolache si
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Alansari [18] prin izolarea celei de-a doua parti a Conditiei (L) introduse de Llorens-
Fuster gi Moreno-Galvez [20]. Mai precis, daca C' este o submultime nevida, marginita si
convexa a unui spatiu Banach uniform convex (X, ||-||), o aplicatie T': C' — C' se numeste
operator Lo daca, pentru orice gir de puncte aproape fixe {x,} al lui 7" in C si pentru
orice x € C, are loc

limsup ||z, — Tz| < limsup ||z, — x| .
n—o0 n—oo

Obiectivul principal al acestui capitol este studiul problemei punctului fix comun
pentru doi operatori T: C' — C si S: C — (C din aceasta clasa. In acest scop, este
introdus un nou algoritm iterativ, inspirat din iteratia TTP16 introdusa de Thakur et
al. [35], dar adaptat cadrului cu doi operatori. Schema propusa, numita iteratia TTP16-
PR, pastreaza structura iterativa a procedurii originale, incorporand al doilea operator

la pasul intermediar.

Algoritmul 2 Algoritmul TTP16-PR

Fie C' o submultime nevida, inchisa gi convexa a unui spatiu Banach (X, ||-||). Pentru
doua aplicatii T: C — C'gi S: C — Csixy € C, sirul {x,,} este generat in trei pasi prin
regulile:

zn = (1= Bp)xy, + BTy,
Yn =T((1 — ) Sy + anzy),
Tpt1 = Tym n=>1,

unde {«,} si {f,} sunt giruri reale in (0, 1).

Un prim pas important in analiza consta in demonstrarea faptului ca iteratiile ge-
nerate constituie un gir monoton in sens Fejér fatd de multimea Fix(T") N Fix(S) si ca
mai multe giruri asociate converg catre aceeasi limita. Aceste proprietati sunt stabilite

n Lema 3.

Lema 3. Fie C' o submultime nevida, inchisa si convexd a unui spativ Banach (X, |-]]),
warT, S: C — C aplicatii cvasi-nonexpansive, s10 < A < ay,, 5, < B < 1, pentru orice
n>1. DacaT si S au un punct fix comun, atunci:

1. {x,} st {yn} sunt siruri monotone in sens Fejér fata de Fix(T) N Fix(S);

2. Pentru orice punct fix p € Fix(T) NFix(S), sirurile {||z, — pll,.}, {I|Txn —pl|,,} st

{[|Sx, — p||,,} converg catre acelasi numar real.

Pe baza acestor rezultate preliminare, Teorema 9 ofera o caracterizare a problemei

punctului fix comun in termeni de marginire si regularitate asimptotica a sirului generat.

Teorema 9. Fie C' o submultime nevida, inchisa si convexd a unui spativ Banach uni-

form convez (X, ||||), si fie T: C — C §i S: C — C doi operatori. Pentru un x; € C,
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sirul {x, } este generat prin Algoritmul 2, unde {c,} si {5,} sunt siruri de numere reale
infa,b], cu0 <a<b< 1. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1. Daca S si T sunt cvasi-nonexpansivi i Fix(T) N Fix(S) # 0, atunci {x,} este
marginit gi lim, . ||z, — Tz,| = lim, ||z, — Sz,|| = 0.

2. Daca {x,} este marginit, lim, o ||x, — Tx,|| = lim, oo ||2n — Szn]| =0 $i T i
S sunt operatori Lo, atunci Fix(T) N Fix(S) # 0.

Analiza slab convergentei este realizata apoi sub ipoteza suplimentara ca spatiul
Banach uniform convex satisface proprietatea Opial. In aceasta directie, Lema 4 ofera

un rezultat de tip Principiul de semiinchidere pentru doi operatori Ls.

Lema 4. Fie T: C — C, §: C — C operatori Ly definiti pe o submultime C' a unw
spatiu Banach (X, ||]|) care satisface proprietatea Opial. Dacda {x,} C C' converge slab
catre z € C g1 lim, o0 ||Tx, — || = limy, o0 ||STy — || = 0, atunci z este un punct

fix comun al lui T si S, adica Tz =5z = z.

Combinand acest rezultat cu marginirea si regularitatea asimptotica obtinute ante-

rior, se stabilegte teorema principala de slab convergenta.

Teorema 10. In cadrul unui spatiuv Banach uniform convex (X, ||-||) care satisface pro-
prietatea Opial, fie T: C' — C si S: C' — C doi operatori Lo definiti pe o submulfime
nevida, inchisa si convexd C' a lui X. Presupunem ca T si S au cel putin un punct fix
comun. Atunci, pentru orice punct initial z1 € C, sirul {z,} generat de Algoritmul 2

converge slab catre un punct z € Fix(T) N Fix(S).

Capitolul contine de asemenea doua rezultate de convergenta. Primul este obtinut

sub ipoteze de compacitate asupra multimii C'

Teorema 11. Fie C o submultime compacta, nevida si convexd a unui spatiu Banach
uniform conver (X,||-||) si fie T, S: X — X operatori Ly cu Fix(T) N Fix(S) # 0.
Pentru un x; € C, sirul {x,} este generat prin Algoritmul 2, unde {c,} si {5,} sunt
siruri de numere reale in [a,b], cu 0 < a <b < 1. Atunci {x,} converge catre un punct

fix comun al lui T si S.

O a doua cale de a obtine convergenta este bazata pe Conditia (I), fara a necesita
ipoteza de compacitate. In acest cadru, Propozitia 1, Lema 5 si Teorema 12 furnizeaza

argumentele necesare.

Propozitia 1. Daca T este un operator Ly, atunci Fix(T) este o multime inchisa.
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Lema 5. Fie C' o submultime inchisa, nevida si convexda a unui spatiu Banach uniform
convex (X, [|]]) si fie T: C — C ¢i S: C — C operatori Ly cu Fix(T) N Fix(S) # 0.

Daca sirul {x,} generat prin Algoritmul 2 satisface
lim inf ||x,, — Fix(T)|| = liminf ||z, — Fix(S)| = 0,
n—oo n—oo

atunci {x,} converge catre un punct fix comun al lui T $i S.

Teorema 12. Fie C' o submultime inchisa, nevida si convexd a unui spativ Banach
uniform convezr (X, ||-||) sifieT: C — C §i S: X — X operatori Ly cu Fix(T)NFix(S) #
0. Pentru un xy € C, girul {x,} este generat prin Algoritmul 2, unde {c,} si {B,} sunt
siruri de numere reale in [a,b], cu 0 < a < b < 1. Daca T i S satisfac Conditia (1),

atunci {x,} converge catre un punct fix comun al lui T §i S.

Ultima parte a capitolului este dedicata unei comparatii numerice intre iteratia
TTP16-PR propusa si mai multe scheme clasice si recente pentru doi operatori, i anume
procesul Das-Debata [10], iteratia lui Liu et al. [19], procesul de tip Mann al lui Khan
et al. [15], iteratia Y introdusa de Yadav [36] si iteratia N propusa de Navascués [24].

Pentru realizarea comparatiei, in acest capitol este utilizat operatorul neliniar de tip
integral introdus in capitolul precedent, format din doi operatori Lo neliniari definiti pe
L*(]0,1]) prin nucleele:

1+ cos(7(t — s))
5 ;

0.(t, s) = Oa(t, s) = e~ 2009,
Aceste nuclee genereaza operatorii T: L?([0,1]) — L*([0,1]) i S: L*([0,1]) — L*([0,1]),
care au punctul fix comun u = 0.

Rezultatele numerice obtinute pentru acest exemplu arata ca toate schemele consi-
derate converg, in timp ce metoda TTP16-PR propusa atinge punctul fix comun intr-un
numar mai mic de iteratii si necesita un timp de calcul mai scurt fata de metodele
considerate in cazurile testate.

Capitolul 4, Problema realizarii defalcarii pentru operatori demicontractivi
([31], [21]), este dedicat studiului problemei realizarii defalcarii punctului fix comun in
spatii Hilbert reale pentru operatori demicontractivi. Contributia principala a aces-
tui capitol consta in introducerea unui nou algoritm inertial in doi pasi, cu pasi auto-
adaptivi, pentru rezolvarea problemei realizarii defalcarii punctului fix comun, impreuna
cu o teorema de convergenta catre solutia de norma minima. In plus, abordarea pro-
pusa combina efecte inertiale cu mecanisme de control adaptiv intr-un cadru unificat,

permitand atat accelerarea, cat si stabilitatea procesului iterativ. Un avantaj important
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al metodei este faptul ca analiza convergentei nu necesita calculul explicit al normei
operatorului liniar marginit, care este adesea dificil de estimat sau chiar inaccesibil in
anumite aplicatii practice.

Capitolul incepe prin prezentarea problemei realizarii defalcarii, care consta in deter-
minarea unui punct

x € C astfel incat Az € Q,

unde C' gi ) sunt submultimi nevidé, inchise si convexe ale spatiilor Hilbert H; si Hs, iar
A: H; — H, este un operator liniar marginit. Aceasta formulare apare in mod natural in
aplicatii in care constrangerile sunt impuse in spatii diferite legate printr-o transformare
liniara, cum ar fi procesarea semnalelor, reconstructia imaginilor sau problemele inverse.
Atunci cand multimile C' i () desemneaza multimi de puncte fixe ale unor operatori
neliniari, se ajunge la problema realizarii defalcarii punctului fix comun (SCFP), si anume

determinarea unui punct
x € Fix(9) astfel incat Az € Fix(T),

unde S: H;y — Hy si T: Hy — H, sunt operatori neliniari. Multimea solutiilor asociata
este
Q={ze€ H :xeFix(9) gi Az € Fix(T)}.

Pentru formularea precisa a problemei si dezvoltarea unei teorii de convergenta, in
capitol se reaminteste clasa aplicatiilor demicontractive, care joaca un rol central in
analiza. Mai precis, daca T: H — H este un operator cu multimea punctelor fixe

nevida, atunci 7' se numeste S-demicontractiv, cu 0 < g < 1, daca
|72 — ull® < lle — ull® + Blle — Ta?,

pentru orice u € Fix(T) i « € H. Aceasta clasa extinde in mod strict mai multe clase
cunoscute de operatori neliniari, inclusiv aplicatii de tip nonexpansiv, si ofera un cadru

flexibil pentru studiul problemelor realizarii defalcarii in spatii Hilbert.

Capitolul discuta si abordarile anterioare pentru problemele privind realizarea de-
falcarii, incepand cu algoritmul CQ clasic al lui Byrne [4], continuand cu extinderile
datorate lui Censor si Segal [5], Moudafi [23], Cui si Wang [7], Boikanyo [3], Dang et
al. [9], Cui et al. [8] si Suparatulatorn et al. [34]. Aceste metode incorporeaza treptat
clase mai generale de operatori i mecanisme de convergenta imbunatatite. Totusi, o
dificultate comuna in multe dintre aceste abordari este dependenta alegerii pasului de

norma operatorului liniar, ceea ce poate fi dificil sau nepractic in aplicatii. Acest fapt
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motiveaza studiul unor scheme auto-adaptive care evita astfel de cerinte. In acelagi timp,
metodele inertiale inspirate de Polyak [28] si Nesterov [25] sugereaza ca accelerarea poate
fi obtinuta prin incorporarea informatiei din iteratiile anterioare in regula de actualizare,
conducand la o convergenta mai rapida in practica.

Motivat de aceste dezvoltari, in acest capitol se introduce un nou algoritm inertial in
doi pasi pentru SCFP, care combina pasi auto-adaptivi cu un termen inertial de ordin
doi. Metoda propusa realizeaza un echilibru intre stabilitate gi accelerare, asigurand in
acelagi timp convergenta catre solutia de norma minima sub ipoteze naturale. Totodata,
aceasta evita calculul explicit al normei operatorului liniar, ceea ce constituie un avantaj

practic semnificativ. Metoda este formulata in Algoritmul 3.

Algoritmul 3 Algoritm inertial in doi pasi pentru SCFP

Initializare: Fie & > 0, & > 0, a € (0,1], 0 <y < 1, A € (0,1 — ky) si 1, o,
x1 € H; arbitrare. Presupunem c& sirurile {8,} C (0, %) {e1n}, {€2n} sunt siruri
pozitive astfel incat:

[e.e]
. . €1,n . €2.n
lim g, =0, E Bp =00, lim —— =0, lim —— =0.
n—00 - n—oo 3, n—oo 3,
n=

Pasi iterativi: Se calculeaza x,., astfel:

Pasul 1.
tn =x,+ gl,n($n - zn—l) + fQ,n(xn—l - xn—2)7
Un = Bn(l - Oé)l'n + (1 - Bn)tna
Zn = Uy — TR A (I = T) Avy,

unde

(1 = T) Av, |

T, ( Z)VH’UH _ S'UnH2 + HA*(I—T>A'U7L||2

Daci ||v, — Sv,|* + ||A*(I — T)Av,||* = 0, atunci se opreste i v, este solutie.
Pasul 2.

Tpr1 = (1 = XNz + ASz,.

Un instrument tehnic important in analiza convergentei este Lema 6, care furnizeaza

un rezultat de marginire pentru operatori S-demicontractivi.

Lema 6. Fie U: H — H un operator 3-demicontractiv cu Fix(U) # (). Definim opera-
torul \-mediat Uy = (1 — A\)I + AU, pentru A € (0,1 — 3). Atunci, pentru orice v € H

siu € Fix(U), are loc inegalitatea

Uz = ull* < Jlz = ul* = AL = 8= N |(I = U)z|*.
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Analiza convergentei este realizata in conditiile existentei a trei ipoteze naturale: fap-
tul ca multimea solutiilor €2 este nevida, demicontractivitatea operatorilor si proprietatea
de semiinchidere a operatorilor S si T, precum si liniaritatea i marginirea operatorului
A. In aceste ipoteze, teorema principala a capitolului stabileste convergenta catre solutia

de norma minima a problemei SCFP.

Teorema 13. In contextul ipotezelor de mai sus, sirul {x,} generat de Algoritmul 3

converge catre un element x* € Q, unde x* = Pq(0).

Capitolul 5, Generarea fractalilor cu TTP16-PR ([31], [27]), studiaza o aplicatie
a schemei iterative introduse in Capitolul 3 in domeniul dinamicii complexe. Proce-
sul TTP16-PR este interpretat ca o regula de iterare in planul complex, inlocuind or-
bita clasica Picard printr-o structura cu doi operatori. Aceasta abordare conduce la
obtinerea de structuri fractale de tip Julia si Mandelbrot, a caror geometrie depinde atat
de parametrul ¢, cat si de parametrii de control « si 5.

Capitolul incepe prin reamintirea notiunilor standard de multimi Julia si Mandelbrot.

Pentru o aplicatie complexa f: C — C, multimea Julia plina [13] este definita prin
K(f) = {a € C:sup|"(a)] < 0},

iar multimea Julia este frontiera acesteia, J(f) = 0K (f).
In mod similar, multimea Mandelbrot [22] este asociati clasic familiei de functii de
gradul al doilea f.(x) = 2% + ¢ si este alcituitd din acei parametri ¢ € C pentru care

orbita originii ramane marginita, adica
M ={ceC:{f’0)} este marginita}.

In cadrul acestui capitol, dinamica este generata de interactiunea a doua familii de
aplicatii, anume

fox)=2*+c

b
_ o am 7
ge(r) =azx +xp +c,

unde a, b, ¢ € C si m, p > 2. Prima este aplicatia patratica clasica, in timp ce a doua
introduce o componenta rationala, combinand cresterea polinomiala cu un comportament
de tip pol. Acest cadru cu doi operatori este cel ce permite schemei TTP16-PR sa
genereze o geometrie fractala mai bogata decat cea obtinuta prin iteratia Picard clasica.

Procedura TTP16-PR este apoi adaptata planului complex prin considerarea a doi
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operatori T: C' — C g S: C — C i fixarea parametrilor de control «, 5 € (0,1). In

acest context, iteratia are forma

({L’l e C,
zn=1—=08)x, + 8Tx,,
Yo =T((1 — ) Sz, + v zy,),

( Tn+1 = Tyna

pentru orice n > 1.

Astfel, in locul iterarii unui singur operator, orbita se genereaza printr-o interactiune
imbricata intre doi operatori, parametrii o si § controland contributia fiecarui nivel.
Acesta este mecanismul de baza utilizat in generarea numerica a multimilor fractali in
acest capitol.

Deoarece iteratia este construita din doua aplicatii si poate fi organizata in doua
configuratii diferite, capitolul stabileste doua criterii de iegire distincte, in functie de
modul de atribuire a operatorilor. Prima configuratie este Tx = f.(x) si Sz = g.(x), iar
a doua este Tx = g.(z) si Sz = fo(x).

Deoarece termenii polinomiali gi rationali au comportamente asimptotice diferite,
analiza iegirii trebuie realizata separat in aceste doua situatii.

Primul rezultat teoretic principal furnizeaza un criteriu suficient de iesire pentru

prima configuratie.

Teorema 14. Consideram Tx = f.(x) i St = g.(x), undem >3, p>2, sia, b, c€ C

cu |a| > 1. Daca

1

2+05/8 )m—Q

(1 —a)(laf = 1)

1| > max \c|,2,rb|ml+p,<

atunci |x,| — oo cind n — oo.
Al doilea rezultat ofera criteriul analog pentru atribuirea inversa celor doua aplicatii.

Teorema 15. Consideram Tx = g.(x) i Sx = fe(x), undem >3, p>2, sia, b, ceC

cu |a| > 1. Daca

1 1 1

B e B N N
x max < |c|, |b|m*,2, | ———— N , ;
! aBa-1) \w-1)

atunci |x,| — oo cind n — oo.
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Aceste doua criterii de iesire reprezinta contributia teoretica centrala a capitolului,
justificand constructia numerica a multimilor de tip Julia si Mandelbrot generati prin
TTP16-PR.

In continuare, este analizata generarea multimilor Julia prin discretizarea unei regiuni
din planul complex si aplicarea iteratiei TTP16-PR fiecarui punct. Timpul de iegire este
utilizat pentru clasificarea punctelor gi aproximarea multimii Julia pline. Sunt utilizate
doua proceduri computationale, corespunzatoare celor doua configuratii ale operatorilor.

Sunt testate mai multe configuratii de parametri, evidentiind faptul ca geometria
rezultanta depinde de ¢, a, B, m, p, a si b. Multimile obtinute variaza de la forme
compacte la structuri mai neregulate, fragmentate sau cu simetrie radiala. In plus, in-
terschimbarea rolurilor celor doua aplicatii conduce la comportamente dinamice gi modele
geometrice vizibil diferite.

Capitolul se concentreaza apoi asupra generarii multimilor de tip Mandelbrot. In
acest context, parametrul complex ¢ nu mai este fix, ci variaza intr-o anumita regiune
a planului complex, iar valoarea initiala este aleasa ca fiind 7 = c. Aceasta alegere
este naturala in cadrul considerat, deoarece termenul rational nu permite utilizarea
initializarii clasice x; = 0. In consecinta, se defineste multimea de tip Mandelbrot

asociata iteratiei TTP16-PR prin
M* ={ce C: {x,} este marginita}.

Sunt utilizate din nou doua proceduri computationale, corespunzatoare celor doua
configuratii ale operatorilor.

Experimentele numerice arata ca geometria multimilor depinde de toti parametrii c,
a, B, p, a, bgi, in special, de gradul m. Pentru valori mici, multimile raman apropiate
de forma clasica Mandelbrot, in timp ce cresterea gradului conduce la frontiere mai
groase §i structuri mai complexe, cu mai multi lobi sau simetrii accentuate. In a doua
configuratie, multimile prezinta modele radiale si florale mai pronuntate, numarul de lobi
fiind influentat de parametrul m.

Toate calculele sunt realizate pentru un numar fix de iteratii si o rezolutie uniforma
atat in planul dinamic, cat si in planul parametrilor. In ansamblu, rezultatele arati
ca schema TTP16-PR genereaza o gama larga de structuri fractale si extinde dinamica

clasica prin formularea sa cu doi operatori si cu mai multi pasi.
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