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Dan I. RICINSCHI

E-mail: dan.ricinschi@stud.fsa.upb.ro

Rezumatul tezei de doctorat

Sub conducerea Prof. Dr. habil. Mihai POSTOLACHE
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Rezumat

Obiectiv general. Această teză este motivată de dezvoltarea teoriei punctului fix ı̂n

cadre de lucru ı̂n care ipotezele clasice, precum contractivitatea sau nonexpansivitatea,

sunt prea restrictive. Lucrarea avansează ı̂n această direcţie prin studierea unor cadre

metrice generalizate şi a unor noi condiţii contractive din punct de vedere structural, şi

prin proiectarea unor scheme iterative eficiente şi robuste, adecvate implementării nu-

merice, din punct de vedere algoritmic. În particular, teza unifică mai multe direcţii

complementare de cercetare: rezultate de punct fix pentru contracţii Istrăţescu ı̂n spaţii

metrice generalizate, studiul schemelor iterative cu mai mulţi paşi pentru aplicaţii non-

expansive generalizate, atât ı̂n spaţii W -hiperbolice, cât şi ı̂n spaţii Banach. Pentru

aceste procese, stabilim proprietăţi fundamentale de convergenţă, cu accent deosebit pe

monotonia Fejér, ∆-convergenţă, slab convergenţă şi convergenţă. În plus, propunem

un algoritm inerţial ı̂n doi paşi, cu paşi auto-adaptivi, pentru problema realizării de-

falcării punctului fix comun pentru operatori demicontractivi ı̂n spaţii Hilbert. În final,

versatilitatea proceselor cu mai mulţi paşi este ilustrată printr-o aplicaţie ı̂n dinamica

complexă, unde structura TTP16-PR generează mulţimi fractale de tip Julia şi Mandel-

brot şi conduce la criterii practice de ieşire.

• versatilitate. Pe parcursul tezei sunt investigate diferite clase de operatori neliniari,

inclusiv contracţii Istrăţescu ı̂n spaţii cu b-metrică extinsă şi spaţii cu b-metrică

extinsă nouă, aplicaţii care satisfac condiţia (E), operatori L2 şi operatori demi-

contractivi. Schemele iterative studiate ı̂n această lucrare sunt dezvoltate ı̂n mai

multe cadre, variind de la Banach şi spaţii Hilbert până la cadre geodezice neliniare,

precum spaţiile W -hiperbolice.

• valoare instrumentală. Teza investighează algoritmii iterativi propuşi cu mai mulţi

paşi ca instrumente eficiente de aproximare pentru probleme de punct fix. Pornind

de la estimări de tip Fejér, analiza conduce la ∆-convergenţă şi slab convergenţă ı̂n

cadre generale şi, sub ipoteze suplimentare asupra spaţiului sau asupra operatorilor,

rezultate de convergenţă adecvate calculului numeric.
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• aspecte calitative (stabilitate şi dependenţă de date). Proiectate pentru calcul de

precizie computaţională, iteraţiile prezentate favorizează un comportament stabil

şi mecanisme de control al erorilor (estimări de tip Fejér şi de mărginire, paşi

auto-adaptivi) pentru a preveni amplificarea erorilor de rotunjire - susţinând astfel

rezultate numerice fiabile.

Metodologie. Metodele utilizate pe parcursul tezei combină instrumente din analiza

neliniară cu tehnici din teoria algoritmilor iterativi. Rezultatele de existenţă şi unicitate

pentru puncte fixe sunt obţinute prin adaptarea inegalităţilor de tip contractiv la cadre de

spaţii metrice generalizate. Analiza convergenţei schemelor cu mai mulţi paşi studiate se

bazează pe monotonia Fejér, mărginire şi metode de regularitate asimptotică, ı̂mpreună

cu principiul de semîınchidere şi proprietăţi geometrice ale spaţiilor ambient, precum

convexitatea uniformă ı̂n cadrul geodezic. Rezultatele de convergenţă sunt obţinute prin

introducerea unor mecanisme suplimentare de control algoritmic, inclusiv efecte inerţiale

şi paşi auto-adaptivi, precum şi prin aplicarea unor leme adecvate de convergenţă a

şirurilor. Partea numerică a tezei este susţinută de criterii explicite de ieşire ı̂n planul

complex şi de experimente computaţionale implementate ı̂n Matlab.

Contextul general. Teoria punctului fix oferă un cadru fundamental pentru abor-

darea unei game largi de probleme ı̂n analiza neliniară, optimizare şi matematici apli-

cate. Diverse modele pot fi formulate ı̂n termenii ecuaţiei de punct fix x = Tx, unde

T : X → X este o aplicaţie neliniară definită pe un spaţiu cu distanţă. Un obiectiv

central ı̂n acest domeniu este identificarea unor ipoteze generale asupra operatorului şi

asupra spaţiului considerat care să garanteze existenţa (şi atunci când este posibil, uni-

citatea) punctelor fixe, păstrând ı̂n acelaşi timp suficientă flexibilitate pentru a descrie

fenomene dincolo de cadrele clasice.

Odată ce existenţa este asigurată, devine naturală investigarea modului ı̂n care aceste

puncte fixe pot fi aproximate ı̂n practică. Acest fapt motivează studiul procedurilor

iterative, ı̂n special al schemelor cu mai mulţi paşi, concepute pentru clase largi de

aplicaţii de tip nonexpansiv generalizat. Analiza convergenţei devine mai delicată ı̂n

afara structurilor liniare, deoarece multe metode clasice se bazează pe proprietăţi speci-

fice spaţiilor normate. Cu toate acestea, anumite cadre geometrice neliniare păstrează

suficientă convexitate pentru a susţine o teorie a convergenţei semnificativă şi pentru a

permite extinderea metodelor iterative la spaţii fără structură liniară.

În această teză, aceste două direcţii sunt dezvoltate ı̂n paralel. Pe de o parte, stabilim

rezultate de punct fix pentru contracţii Istrăţescu ı̂n cadre metrice generalizate, precum
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spaţii cu b-metrică extinsă. Pe de altă parte, investigăm scheme iterative cu mai mulţi

paşi ı̂n contexte geodezice neliniare, cu accent deosebit pe spaţiile W -hiperbolice, unde

noţiuni precum monotonia Fejér, ∆-convergenţă şi convergenţă pot fi studiate ı̂ntr-un

mod unificat. Mai mult, dezvoltăm şi analizăm proceduri iterative ı̂n spaţii Banach şi

spaţii Hilbert, inclusiv iteraţia TTP16-PR pentru operatori L2 şi un algoritm inerţial

ı̂n doi paşi, cu paşi auto-adaptivi, pentru problema realizării defalcării punctului fix

comun pentru aplicaţii demicontractive. În final, versatilitatea algoritmilor cu mai mulţi

paşi este ilustrată printr-o aplicaţie ı̂n dinamica complexă, unde iteraţia TTP16-PR este

utilizată ca regulă alternativă de obţinere a orbitei punctelor pentru generarea de fractali

de tip Julia şi Mandelbrot.

Descrierea tezei: structură şi conţinut.

Capitolul 1, Contracţii Istrăţescu pe spaţii cu b-metrică extinsă ([31], [29],

[30]), este dedicat studiului mai multor clase de contracţii Istrăţescu ı̂n cadrul spaţiilor

cu b-metrică extinsă şi al spaţiilor cu b-metrică extinsă nouă. Scopul principal al acestui

capitol este de a stabili rezultate de existenţă şi unicitate pentru punctele fixe ale unor

astfel de aplicaţii, prin combinarea unor ipoteze precum continuitatea orbitală cu condiţii

explicite asupra funcţiei de control θ.

Punctul de plecare al capitolului ı̂l constituie cadrul spaţiilor cu b-metrică extinsă,

introdus de Kamran et al. [14], unde inegalitatea clasică a triunghiului este ı̂nlocuită de

o inegalitate mai slabă care implică o funcţie de control θ : X ×X → [1,∞).

Definiţia 1 ([14]). Fie X o mulţime nevidă şi fie θ : X × X → [1,∞). O funcţie

d : X × X → [0,∞) se numeşte b-metrică extinsă dacă, pentru orice x, y, z ∈ X, sunt

satisfăcute următoarele condiţii:

(i) d(x, y) = 0 dacă şi numai dacă x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ θ(x, z)
[
d(x, y) + d(y, z)

]
.

Perechea (X, d) se numeşte spaţiu cu b-metrică extinsă.

Conţinutul capitolului este reprezentat de mai multe clase de contracţii Istrăţescu, in-

clusiv contracţii Istrăţescu de ordin 2, contracţii Istrăţescu bilaterale, contracţii Istrăţescu

de tip 2, contracţii Istrăţescu de ordin k şi o nouă clasă introdusă aici, anume contracţiile

Ćirić-Istrăţescu.
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Definiţia 2. O aplicaţie T : X → X se numeşte contracţie Ćirić-Istrăţescu dacă există

h ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât, pentru orice x, y ∈ X, are loc inegalitatea:

d(T 2x, T 2y) ≤ h max{d(x, y), d(Tx, Ty), d(x, Tx), d(Tx, T 2x), d(y, Ty), d(Ty, T 2y)}.

Această clasă extinde contracţiile Ćirić clasice, contracţiile Istrăţescu de ordin 2,

contracţiile Istrăţescu bilaterale şi contracţiile Istrăţescu de tip 2.

Un rol esenţial ı̂n demonstraţii ı̂l are continuitatea orbitală, care ı̂nlocuieşte continu-

itatea ı̂n trecerea de la convergenţa şirului lui Picard la existenţa punctelor fixe.

Definiţia 3 ([6]). O aplicaţie T : X → X se numeşte orbital continuă dacă limn→∞ T nx =

u implică limn→∞ T (T nx) = Tu, unde T n denotă compunerea de n ori a lui T cu el ı̂nsuşi.

Instrumentele tehnice principale ale capitolului sunt criteriile care asigură faptul că

şirurile Picard sunt şiruri Cauchy ı̂n spaţii cu b-metrică extinsă, formulate ı̂n Lema 1 şi

Lema 2. Aceste rezultate se bazează pe mărginiri explicite pentru distanţele succesive

dintre iteraţii şi pe ipoteze de tip produs care implică funcţia de control θ.

Lema 1. Fie (X, d) un spaţiu cu b-metrică extinsă, fie T : X → X o aplicaţie şi

{xn} şirul iteraţiilor Picard generat de un punct iniţial x0 ∈ X, adică xn = T nx0,

pentru orice n ≥ 0. Dacă există λ ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât inegalitatea d(xn, xn+1) ≤√
λn−1 max{d(x0, x1), d(x1, x2)} este satisfăcută pentru orice n ≥ 0, şi există constan-

tele β < 1√
λ
şi n0 ≥ 0 astfel ı̂ncât inegalitatea

∏j
i=n θ(xi, xn+p) ≤ βj−n+1 este satisfăcută

pentru orice n ≥ n0, p ≥ 1 şi j ∈ {n, n + 1, . . . , n + p − 1}, atunci {xn} este un şir

Cauchy.

Lema 2. Fie (X, d) un spaţiu cu b-metrică extinsă, fie T : X → X o aplicaţie şi {xn}
şirul iteraţiilor Picard asociat unui punct iniţial x0 ∈ X. Dacă există λ ∈ [0, 1) şi un

număr ı̂ntreg k ≥ 2 astfel ı̂ncât d(xn, xn+1) ≤ k
√
λn−k M , pentru orice n ≥ 0, unde

M = max{d(x0, x1), d(x1, x2), . . . , d(xk−1, xk)} şi există β < 1
k√
λ
şi n0 ≥ 0 astfel ı̂ncât

inegalitatea
∏j

i=n θ(xi, xn+p) ≤ βj−n+1 este satisfăcută pentru orice n ≥ n0, p ≥ 1 şi

j ∈ {n, n+ 1, . . . , n+ p− 1}, atunci {xn} este un şir Cauchy.

Pe baza acestor rezultate, prima parte a capitolului stabileşte teoreme de punct fix

ı̂n spaţii cu b-metrică extinsă complete pentru clasele de aplicaţii introduse mai sus.

Teorema 1. Fie (X, d) un spaţiu cu b-metrică extinsă complet şi fie T : X → X o

contracţie Istrăţescu de ordin 2, orbital continuă, şi fie x0 ∈ X. Notăm xn = T nx0

pentru orice n ≥ 0. Presupunem că există β < 1√
a+b

şi n0 ≥ 0 astfel ı̂ncât inegalitatea∏j
i=n θ(xi, xn+p) ≤ βj−n+1 este satisfăcută pentru orice n ≥ n0, p ≥ 1 şi j ∈ {n, n +

1, . . . , n+ p− 1}. Atunci T are un punct fix unic.
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Teorema 2. Fie (X, d) un spaţiu cu b-metrică extinsă complet şi fie T : X → X o

contracţie Ćirić-Istrăţescu orbital continuă. Fie x0 ∈ X şi {xn} şirul Picard asociat.

Presupunem că există β < 1√
h
şi n0 ≥ 0 astfel ı̂ncât inegalitatea

∏j
i=n θ(xi, xn+p) ≤

βj−n+1 este satisfăcută pentru orice n ≥ n0, p ≥ 1 şi j ∈ {n, n + 1, . . . , n + p − 1}.
Atunci T are un punct fix unic.

Teorema 3. Fie (X, d) un spaţiu cu b-metrică extinsă complet, un număr ı̂ntreg k ≥ 2,

şi T : X → X o contracţie Istrăţescu de ordin k, orbital continuă. Fie x0 ∈ X şi

xn = T nx0 pentru orice n ≥ 0. Presupunem că există β < 1
k
√
a0+a1+···+ak−1

şi n0 ≥ 0

astfel ı̂ncât inegalitatea
∏j

i=n θ(xi, xn+p) ≤ βj−n+1 este satisfăcută pentru orice n ≥ n0,

p ≥ 1 şi j ∈ {n, n+ 1, . . . , n+ p− 1}. Atunci T are un punct fix unic.

Aplicabilitatea acestor rezultate este ilustrată printr-un exemplu care arată că ipotezele

Teoremei 1 sunt satisfăcute de un operator definit pe un spaţiu cu b-metrică extinsă care

nu este un spaţiu b-metric, iar punctul fix unic este 0.

A doua parte a capitolului extinde analiza la clasa mai largă (̂ın sensul incluziunii) a

spaţiilor cu b-metrică extinsă nouă, introdusă de Aydi et al. [2], unde funcţia de control

depinde de trei variabile.

Definiţia 4 ([2]). Fie X o mulţime nevidă şi θ : X × X × X → [1,∞). O b-metrică

extinsă nouă este o funcţie d : X ×X → [0,∞) astfel ı̂ncât pentru orice x, y, z ∈ X,

(i) d(x, y) = 0 dacă şi numai dacă x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x),

(iii) d(x, z) ≤ θ(x, y, z) [d(x, y) + d(y, z)].

Perechea (X, d) se numeşte spaţiu cu b-metrică extinsă nouă.

În acest cadru, se deduc mărginiri superioare analoge pentru distanţele succesive ale

iteraţiilor Picard pentru mai multe clase de contracţii Istrăţescu, şi se stabilesc criterii

care asigură proprietatea Cauchy a acestor şiruri, ı̂mpreună cu rezultate de punct fix sub

ipoteze adecvate asupra funcţiei de control cu trei variabile.

Ulterior, se prezintă rezultate de punct fix analoge pentru aceste clase de contracţii,

extinzând concluziile obţinute ı̂n cadrul anterior.

Astfel, ı̂n acest capitol se stabileşte o teorie unificată a punctului fix pentru mai multe

clase de contracţii Istrăţescu, atât ı̂n spaţii cu b-metrică extinsă, cât şi ı̂n spaţii cu b-

metrică extinsă nouă, arătând ı̂n particular că orbital continuitatea ı̂mpreună cu ipoteze

de tip produs asupra funcţiei de control θ sunt suficiente pentru a garanta existenţa şi

unicitatea punctelor fixe ı̂n aceste cadre generalizate.
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Capitolul 2, Operatori cu Condiţia (E) ı̂n spaţii W -hiperbolice ([31], [33]), este

dedicat studiului aplicaţiilor care satisfac Condiţia (E) ı̂n cadrul spaţiilor W -hiperbolice.

Obiectivul principal este de a stabili rezultate de convergenţă pentru procesul iterativ

SRJ ı̂n acest cadru, incluzând monotonie de tip Fejér, ∆-convergenţă şi convergenţă. În

plus, capitolul conţine un exemplu neliniar bazat pe un operator integral care arată că

teoria se aplică operatorilor care satisfac Condiţia (E) dar nu sunt nonexpansivi.

Capitolul debutează cu prezentarea aplicaţiilor care satisfac Condiţia (E), introdusă

de Garćıa-Falset et al. [12], care conţine strict clasa aplicaţiilor de tip Suzuki ce satisfac

Condiţia (C). În acest cadru, Condiţia (E) conduce la o clasă de operatori suficient

de largă pentru a depăşi aplicaţiile nonexpansive, păstrând totodată o teorie eficientă

de aproximare a punctelor fixe. De asemenea, se arată că orice aplicaţie care satisface

Condiţia (E) şi admite un punct fix este cvasi-nonexpansivă.

Definiţia 5 ([12]). Fie (X, d) un spaţiu metric, C o submulţime nevidă a lui X şi µ ≥ 1.

O aplicaţie T : C → C satisface Condiţia (Eµ) pe mulţimea C dacă

d(x, Ty) ≤ µ d(x, Tx) + d(x, y),

pentru toate x, y ∈ C.

Mai mult, aplicaţia T se spune că satisface Condiţia (E) dacă există o constantă

µ ≥ 1 pentru care T satisface Condiţia (Eµ).

Cadrul ambiental al capitolului este cel al spaţiilor W -hiperbolice, introduse de

Kohlenbach [16], care oferă un cadru metric neliniar echipat cu o structură de con-

vexitate.

Definiţia 6 ([16]). Un spaţiu metric (X, d) se numeşte spaţiu W -hiperbolic dacă există

o aplicaţie W : X2 × [0, 1] → X care satisface următoarele condiţii pentru toate x, y, z,

w ∈ X şi α, β ∈ [0, 1]:

(i) d(z,W (x, y, α)) ≤ (1− α) d(z, x) + α d(z, y),

(ii) d(W (x, y, α),W (x, y, β)) = |α− β| d(x, y),

(iii) W (x, y, α) = W (y, x, 1− α),

(iv) d(W (x, z, α),W (y, w, α)) ≤ (1− α) d(x, y) + α d(z, w).

O parte substanţială a secţiunii preliminare este dedicată centrelor asimptotice şi ∆-

convergenţei ı̂n spaţii W -hiperbolice uniform convexe. În acest cadru, folosim unicitatea
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centrelor asimptotice pentru şiruri mărginite şi unele rezultate tehnice care descriu com-

portamentul asimptotic al şirurilor ı̂n spaţiu. Acestea sunt utilizate ulterior ı̂n analiza

convergenţei.

Procedura iterativă analizată ı̂n acest capitol este procesul SRJ, introdus iniţial de

Dashputre et al. [11], adaptat aici la cadrul spaţiilor W -hiperbolice.

Algoritmul 1 Iteraţia SRJ ı̂n spaţii W -hiperbolice

Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic (X, d,W ) şi
o aplicaţie T : C → C. Pentru un punct iniţial, ales arbitrar, x1 ∈ C, şirul {xn} este
definit prin 

zn = T (W (xn, Txn, αn)),

yn = T (W (zn, T zn, βn)),

xn+1 = T (W (yn, T yn, γn)), n ≥ 1,

unde {αn}, {βn} şi {γn} sunt şiruri ı̂n (0, 1).

Prima proprietate importantă a şirului iterativ este stabilită ı̂n Teorema 4, care arată

că iteraţia SRJ este monotonă ı̂n sens Fejér ı̂n raport cu mulţimea punctelor fixe a

aplicaţiei considerate.

Teorema 4. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic

(X, d,W ). Fie T : C → C o aplicaţie care satisface Condiţia (E), cu Fix(T ) ̸= ∅. Dacă

{xn} este definit prin Algoritmul 1, atunci {xn} este monoton ı̂n sens Fejér ı̂n raport cu

mulţimea Fix(T ).

Un rezultat de caracterizare este apoi obţinut ı̂n Teorema 5, care leagă existenţa

punctelor fixe de mărginirea şi regularitatea asimptotică a şirului generat.

Teorema 5. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic

complet uniform convex (X, d,W ), cu modul de convexitate uniformă monoton, şi fie

T : C → C o aplicaţie care satisface Condiţia (E). Dacă {xn} este definit prin Algoritmul

1 cu αn ∈ [a, b] ⊂ (0, 1), atunci Fix(T ) este nevidă dacă şi numai dacă şirul {xn} este

mărginit şi limn→∞ d(xn, Txn) = 0.

Unul dintre rezultatele principale de convergenţă ale capitolului este următoarea teo-

remă de ∆-convergenţă.

Teorema 6. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic

complet uniform convex (X, d,W ) cu modul de convexitate uniformă monoton. Fie

T : C → C o aplicaţie care satisface Condiţia (E), cu Fix(T ) ̸= ∅. Atunci şirul {xn}
definit prin Algoritmul 1 este ∆-convergent către un punct fix al lui T .
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Analiza convergenţei este completată de două rezultate suplimentare ca mai jos.

Teorema 7. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic

complet uniform convex (X, d,W ) cu modul de convexitate uniformă monoton şi fie

T : C → C o aplicaţie care satisface Condiţia (E), cu Fix(T ) ̸= ∅. Atunci şirul {xn}
definit prin Algoritmul 1 converge către un punct fix al lui T dacă şi numai dacă

lim infn→∞D(xn,Fix(T )) = 0, unde D(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}.

Definiţia 7 ([32]). O aplicaţie T definită pe o submulţime C a unui spaţiu W -hiperbolic

(X, d,W ) cu mulţimea punctelor fixe Fix(T ) nevidă se spune că satisface Condiţia (I)

dacă există o funcţie crescătoare f : [0,∞) → [0,∞) astfel ı̂ncât f(0) = 0 şi f(t) > 0

pentru orice t > 0, iar

d(x, Tx) ≥ f
(
D(x,Fix(T ))

)
,

pentru orice x ∈ C.

Teorema 8. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu W -hiperbolic

complet uniform convex (X, d,W ) cu modul de convexitate uniformă monoton şi fie

T : C → C o aplicaţie care satisface Condiţia (E). Mai mult, presupunem ca T satisface

Condiţia (I) şi Fix(T ) ̸= ∅. Atunci şirul {xn} definit prin Algoritmul 1 converge către

un punct fix al lui T .

Partea numerică a capitolului include mai ı̂ntâi o comparaţie ı̂ntre procesul SRJ şi

patru scheme iterative multi-pas reprezentative din literatură, anume: schemele Abbas-

Nazir [1], Thakur et al. [35], Piri et al. [26] şi Kumar-Pathak [17]. Această comparaţie

este realizată pentru o aplicaţie definită pe [0, 1] care satisface Condiţia (E), dar nu şi

Condiţia (C), arătând astfel că teoria din acest capitol prezintă un cadru care depăşeşte

ı̂n mod practic cadrul clasic Suzuki.

Datele numerice şi graficele obţinute pentru mai multe configuraţii de parametri arată

că toate schemele considerate converg, ı̂n timp ce procesul SRJ atinge punctul fix mai

rapid decât celelalte metode considerate.

O contribuţie importantă a acestui capitol este un exemplu neliniar definit printr-

un operator de tip integral ı̂n L2([0, 1]), introdus ı̂n această lucrare, care ilustrează ı̂n

mod netrivial faptul că teoria se aplică operatorilor care satisfac Condiţia (E) fără a fi

nonexpansivi. Acest exemplu extinde domeniul de aplicabilitate dincolo de cazul finit

dimensional şi evidenţiază utilitatea procesului SRJ ı̂ntr-un cadru funcţional neliniar.

Capitolul 3, Punct fix comun pentru operatori L2 via TTP16-PR ([31], [27]),

este dedicat aproximării punctelor fixe comune pentru doi operatori L2 ı̂n cadrul spaţiilor

Banach uniform convexe. Clasa operatorilor L2 a fost introdusă de Latif, Postolache şi
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Alansari [18] prin izolarea celei de-a doua părţi a Condiţiei (L) introduse de Llorens-

Fuster şi Moreno-Gálvez [20]. Mai precis, dacă C este o submulţime nevidă, mărginită şi

convexă a unui spaţiu Banach uniform convex (X, ∥·∥), o aplicaţie T : C → C se numeşte

operator L2 dacă, pentru orice şir de puncte aproape fixe {xn} al lui T ı̂n C şi pentru

orice x ∈ C, are loc

lim sup
n→∞

∥xn − Tx∥ ≤ lim sup
n→∞

∥xn − x∥ .

Obiectivul principal al acestui capitol este studiul problemei punctului fix comun

pentru doi operatori T : C → C şi S : C → C din această clasă. În acest scop, este

introdus un nou algoritm iterativ, inspirat din iteraţia TTP16 introdusă de Thakur et

al. [35], dar adaptat cadrului cu doi operatori. Schema propusă, numită iteraţia TTP16-

PR, păstrează structura iterativă a procedurii originale, incorporând al doilea operator

la pasul intermediar.

Algoritmul 2 Algoritmul TTP16-PR

Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu Banach (X, ∥·∥). Pentru
două aplicaţii T : C → C şi S : C → C şi x1 ∈ C, şirul {xn} este generat ı̂n trei paşi prin
regulile: 

zn = (1− βn)xn + βnTxn,

yn = T ((1− αn)Sxn + αnzn),

xn+1 = Tyn, n ≥ 1,

unde {αn} şi {βn} sunt şiruri reale ı̂n (0, 1).

Un prim pas important ı̂n analiză constă ı̂n demonstrarea faptului că iteraţiile ge-

nerate constituie un şir monoton ı̂n sens Fejér faţă de mulţimea Fix(T ) ∩ Fix(S) şi că

mai multe şiruri asociate converg către aceeaşi limită. Aceste proprietăţi sunt stabilite

ı̂n Lema 3.

Lema 3. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu Banach (X, ∥·∥),
iar T , S : C → C aplicaţii cvasi-nonexpansive, şi 0 < A ≤ αn, βn ≤ B < 1, pentru orice

n ≥ 1. Dacă T şi S au un punct fix comun, atunci:

1. {xn} şi {yn} sunt şiruri monotone ı̂n sens Fejér faţă de Fix(T ) ∩ Fix(S);

2. Pentru orice punct fix p ∈ Fix(T )∩Fix(S), şirurile {∥zn − p∥n}, {∥Txn − p∥n} şi

{∥Sxn − p∥n} converg către acelaşi număr real.

Pe baza acestor rezultate preliminare, Teorema 9 oferă o caracterizare a problemei

punctului fix comun ı̂n termeni de mărginire şi regularitate asimptotică a şirului generat.

Teorema 9. Fie C o submulţime nevidă, ı̂nchisă şi convexă a unui spaţiu Banach uni-

form convex (X, ∥·∥), şi fie T : C → C şi S : C → C doi operatori. Pentru un x1 ∈ C,
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şirul {xn} este generat prin Algoritmul 2, unde {αn} şi {βn} sunt şiruri de numere reale

ı̂n [a, b], cu 0 < a ≤ b < 1. Atunci au loc următoarele afirmaţii:

1. Dacă S şi T sunt cvasi-nonexpansivi şi Fix(T ) ∩ Fix(S) ̸= ∅, atunci {xn} este

mărginit şi limn→∞ ∥xn − Txn∥ = limn→∞ ∥xn − Sxn∥ = 0.

2. Dacă {xn} este mărginit, limn→∞ ∥xn − Txn∥ = limn→∞ ∥xn − Sxn∥ = 0 şi T şi

S sunt operatori L2, atunci Fix(T ) ∩ Fix(S) ̸= ∅.

Analiza slab convergenţei este realizată apoi sub ipoteza suplimentară că spaţiul

Banach uniform convex satisface proprietatea Opial. În această direcţie, Lema 4 oferă

un rezultat de tip Principiul de semîınchidere pentru doi operatori L2.

Lema 4. Fie T : C → C, S : C → C operatori L2 definiţi pe o submulţime C a unui

spaţiu Banach (X, ∥·∥) care satisface proprietatea Opial. Dacă {xn} ⊂ C converge slab

către z ∈ C şi limn→∞ ∥Txn − xn∥ = limn→∞ ∥Sxn − xn∥ = 0, atunci z este un punct

fix comun al lui T şi S, adică Tz = Sz = z.

Combinând acest rezultat cu mărginirea şi regularitatea asimptotică obţinute ante-

rior, se stabileşte teorema principală de slab convergenţă.

Teorema 10. În cadrul unui spaţiu Banach uniform convex (X, ∥·∥) care satisface pro-

prietatea Opial, fie T : C → C şi S : C → C doi operatori L2 definiţi pe o submulţime

nevidă, ı̂nchisă şi convexă C a lui X. Presupunem că T şi S au cel puţin un punct fix

comun. Atunci, pentru orice punct iniţial x1 ∈ C, şirul {xn} generat de Algoritmul 2

converge slab către un punct z ∈ Fix(T ) ∩ Fix(S).

Capitolul conţine de asemenea două rezultate de convergenţă. Primul este obţinut

sub ipoteze de compacitate asupra mulţimii C.

Teorema 11. Fie C o submulţime compactă, nevidă şi convexă a unui spaţiu Banach

uniform convex (X, ∥·∥) şi fie T , S : X → X operatori L2 cu Fix(T ) ∩ Fix(S) ̸= ∅.
Pentru un x1 ∈ C, şirul {xn} este generat prin Algoritmul 2, unde {αn} şi {βn} sunt

şiruri de numere reale ı̂n [a, b], cu 0 < a ≤ b < 1. Atunci {xn} converge către un punct

fix comun al lui T şi S.

O a doua cale de a obţine convergenţa este bazată pe Condiţia (I), fără a necesita

ipoteza de compacitate. În acest cadru, Propoziţia 1, Lema 5 şi Teorema 12 furnizează

argumentele necesare.

Propoziţia 1. Dacă T este un operator L2, atunci Fix(T ) este o mulţime ı̂nchisă.
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Lema 5. Fie C o submulţime ı̂nchisă, nevidă şi convexă a unui spaţiu Banach uniform

convex (X, ∥·∥) şi fie T : C → C şi S : C → C operatori L2 cu Fix(T ) ∩ Fix(S) ̸= ∅.
Dacă şirul {xn} generat prin Algoritmul 2 satisface

lim inf
n→∞

∥xn − Fix(T )∥ = lim inf
n→∞

∥xn − Fix(S)∥ = 0,

atunci {xn} converge către un punct fix comun al lui T şi S.

Teorema 12. Fie C o submulţime ı̂nchisă, nevidă şi convexă a unui spaţiu Banach

uniform convex (X, ∥·∥) şi fie T : C → C şi S : X → X operatori L2 cu Fix(T )∩Fix(S) ̸=
∅. Pentru un x1 ∈ C, şirul {xn} este generat prin Algoritmul 2, unde {αn} şi {βn} sunt

şiruri de numere reale ı̂n [a, b], cu 0 < a ≤ b < 1. Dacă T şi S satisfac Condiţia (I),

atunci {xn} converge către un punct fix comun al lui T şi S.

Ultima parte a capitolului este dedicată unei comparaţii numerice ı̂ntre iteraţia

TTP16-PR propusă şi mai multe scheme clasice şi recente pentru doi operatori, şi anume

procesul Das-Debata [10], iteraţia lui Liu et al. [19], procesul de tip Mann al lui Khan

et al. [15], iteraţia Y introdusă de Yadav [36] şi iteraţia N propusă de Navascués [24].

Pentru realizarea comparaţiei, ı̂n acest capitol este utilizat operatorul neliniar de tip

integral introdus ı̂n capitolul precedent, format din doi operatori L2 neliniari definiţi pe

L2([0, 1]) prin nucleele:

θ1(t, s) =
1 + cos

(
π(t− s)

)
2

, θ2(t, s) = e−20(t−s)2 .

Aceste nuclee generează operatorii T : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) şi S : L2([0, 1]) → L2([0, 1]),

care au punctul fix comun u ≡ 0.

Rezultatele numerice obţinute pentru acest exemplu arată că toate schemele consi-

derate converg, ı̂n timp ce metoda TTP16-PR propusă atinge punctul fix comun ı̂ntr-un

număr mai mic de iteraţii şi necesită un timp de calcul mai scurt faţă de metodele

considerate ı̂n cazurile testate.

Capitolul 4, Problema realizării defalcării pentru operatori demicontractivi

([31], [21]), este dedicat studiului problemei realizării defalcării punctului fix comun ı̂n

spaţii Hilbert reale pentru operatori demicontractivi. Contribuţia principală a aces-

tui capitol constă ı̂n introducerea unui nou algoritm inerţial ı̂n doi paşi, cu paşi auto-

adaptivi, pentru rezolvarea problemei realizării defalcării punctului fix comun, ı̂mpreună

cu o teoremă de convergenţă către soluţia de normă minimă. În plus, abordarea pro-

pusă combină efecte inerţiale cu mecanisme de control adaptiv ı̂ntr-un cadru unificat,

permiţând atât accelerarea, cât şi stabilitatea procesului iterativ. Un avantaj important
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al metodei este faptul că analiza convergenţei nu necesită calculul explicit al normei

operatorului liniar mărginit, care este adesea dificil de estimat sau chiar inaccesibil ı̂n

anumite aplicaţii practice.

Capitolul ı̂ncepe prin prezentarea problemei realizării defalcării, care constă ı̂n deter-

minarea unui punct

x ∈ C astfel ı̂ncât Ax ∈ Q,

unde C şi Q sunt submulţimi nevidĕ, ı̂nchise şi convexe ale spaţiilor Hilbert H1 şi H2, iar

A : H1 → H2 este un operator liniar mărginit. Această formulare apare ı̂n mod natural ı̂n

aplicaţii ı̂n care constrângerile sunt impuse ı̂n spaţii diferite legate printr-o transformare

liniară, cum ar fi procesarea semnalelor, reconstrucţia imaginilor sau problemele inverse.

Atunci când mulţimile C şi Q desemnează mulţimi de puncte fixe ale unor operatori

neliniari, se ajunge la problema realizării defalcării punctului fix comun (SCFP), şi anume

determinarea unui punct

x ∈ Fix(S) astfel ı̂ncât Ax ∈ Fix(T ),

unde S : H1 → H1 şi T : H2 → H2 sunt operatori neliniari. Mulţimea soluţiilor asociată

este

Ω = {x ∈ H1 : x ∈ Fix(S) şi Ax ∈ Fix(T )}.

Pentru formularea precisă a problemei şi dezvoltarea unei teorii de convergenţă, ı̂n

capitol se reaminteşte clasa aplicaţiilor demicontractive, care joacă un rol central ı̂n

analiză. Mai precis, dacă T : H → H este un operator cu mulţimea punctelor fixe

nevidă, atunci T se numeşte β-demicontractiv, cu 0 ≤ β < 1, dacă

∥Tx− u∥2 ≤ ∥x− u∥2 + β ∥x− Tx∥2 ,

pentru orice u ∈ Fix(T ) şi x ∈ H. Această clasă extinde ı̂n mod strict mai multe clase

cunoscute de operatori neliniari, inclusiv aplicaţii de tip nonexpansiv, şi oferă un cadru

flexibil pentru studiul problemelor realizării defalcării ı̂n spaţii Hilbert.

Capitolul discută şi abordările anterioare pentru problemele privind realizarea de-

falcării, ı̂ncepând cu algoritmul CQ clasic al lui Byrne [4], continuând cu extinderile

datorate lui Censor şi Segal [5], Moudafi [23], Cui şi Wang [7], Boikanyo [3], Dang et

al. [9], Cui et al. [8] şi Suparatulatorn et al. [34]. Aceste metode incorporează treptat

clase mai generale de operatori şi mecanisme de convergenţă ı̂mbunătăţite. Totuşi, o

dificultate comună ı̂n multe dintre aceste abordări este dependenţa alegerii pasului de

norma operatorului liniar, ceea ce poate fi dificil sau nepractic ı̂n aplicaţii. Acest fapt
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motivează studiul unor scheme auto-adaptive care evită astfel de cerinţe. În acelaşi timp,

metodele inerţiale inspirate de Polyak [28] şi Nesterov [25] sugerează că accelerarea poate

fi obţinută prin incorporarea informaţiei din iteraţiile anterioare ı̂n regula de actualizare,

conducând la o convergenţă mai rapidă ı̂n practică.

Motivat de aceste dezvoltări, ı̂n acest capitol se introduce un nou algoritm inerţial ı̂n

doi paşi pentru SCFP, care combină paşi auto-adaptivi cu un termen inerţial de ordin

doi. Metoda propusă realizează un echilibru ı̂ntre stabilitate şi accelerare, asigurând ı̂n

acelaşi timp convergenţa către soluţia de normă minimă sub ipoteze naturale. Totodată,

aceasta evită calculul explicit al normei operatorului liniar, ceea ce constituie un avantaj

practic semnificativ. Metoda este formulată ı̂n Algoritmul 3.

Algoritmul 3 Algoritm inerţial ı̂n doi paşi pentru SCFP

Iniţializare: Fie ξ1 > 0, ξ2 > 0, α ∈ (0, 1], 0 < γ < 1, λ ∈ (0, 1 − k1) şi x−1, x0,
x1 ∈ H1 arbitrare. Presupunem că şirurile {βn} ⊂

(
0, 1

1+α

)
, {ϵ1,n}, {ϵ2,n} sunt şiruri

pozitive astfel ı̂ncât:

lim
n→∞

βn = 0,
∞∑
n=1

βn = ∞, lim
n→∞

ϵ1,n
βn

= 0, lim
n→∞

ϵ2,n
βn

= 0.

Paşi iterativi: Se calculează xn+1 astfel:
Pasul 1. 

tn = xn + ξ1,n(xn − xn−1) + ξ2,n(xn−1 − xn−2),

vn = βn(1− α)xn + (1− βn)tn,

zn = vn − τnA
∗(I − T )Avn,

unde

τn = (1− k2)γ
∥(I − T )Avn∥2

∥vn − Svn∥2 + ∥A∗(I − T )Avn∥2
.

Dacă ∥vn − Svn∥2 + ∥A∗(I − T )Avn∥2 = 0, atunci se opreşte şi vn este soluţie.
Pasul 2.

xn+1 = (1− λ)zn + λSzn.

Un instrument tehnic important ı̂n analiza convergenţei este Lema 6, care furnizează

un rezultat de mărginire pentru operatori β-demicontractivi.

Lema 6. Fie U : H → H un operator β-demicontractiv cu Fix(U) ̸= ∅. Definim opera-

torul λ-mediat Uλ = (1 − λ)I + λU , pentru λ ∈ (0, 1 − β). Atunci, pentru orice x ∈ H

şi u ∈ Fix(U), are loc inegalitatea

∥Uλx− u∥2 ≤ ∥x− u∥2 − λ(1− β − λ) ∥(I − U)x∥2 .
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Analiza convergenţei este realizată ı̂n condiţiile existenţei a trei ipoteze naturale: fap-

tul că mulţimea soluţiilor Ω este nevidă, demicontractivitatea operatorilor si proprietatea

de semîınchidere a operatorilor S şi T , precum şi liniaritatea şi mărginirea operatorului

A. În aceste ipoteze, teorema principală a capitolului stabileşte convergenţa către soluţia

de normă minimă a problemei SCFP.

Teorema 13. În contextul ipotezelor de mai sus, şirul {xn} generat de Algoritmul 3

converge către un element x∗ ∈ Ω, unde x∗ = PΩ(0).

Capitolul 5, Generarea fractalilor cu TTP16-PR ([31], [27]), studiază o aplicaţie

a schemei iterative introduse ı̂n Capitolul 3 ı̂n domeniul dinamicii complexe. Proce-

sul TTP16-PR este interpretat ca o regulă de iterare ı̂n planul complex, ı̂nlocuind or-

bita clasică Picard printr-o structură cu doi operatori. Această abordare conduce la

obţinerea de structuri fractale de tip Julia şi Mandelbrot, a căror geometrie depinde atât

de parametrul c, cât şi de parametrii de control α şi β.

Capitolul ı̂ncepe prin reamintirea noţiunilor standard de mulţimi Julia şi Mandelbrot.

Pentru o aplicaţie complexă f : C → C, mulţimea Julia plină [13] este definită prin

K(f) = {x ∈ C : sup
n≥0

|fn(x)| < ∞},

iar mulţimea Julia este frontiera acesteia, J(f) = ∂K(f).

În mod similar, mulţimea Mandelbrot [22] este asociată clasic familiei de funcţii de

gradul al doilea fc(x) = x2 + c şi este alcătuită din acei parametri c ∈ C pentru care

orbita originii rămâne mărginită, adică

M = {c ∈ C : {fn
c (0)} este mărginită}.

În cadrul acestui capitol, dinamica este generată de interacţiunea a două familii de

aplicaţii, anume

fc(x) = x2 + c

şi

gc(x) = a xm +
b

xp
+ c,

unde a, b, c ∈ C şi m, p ≥ 2. Prima este aplicaţia pătratică clasică, ı̂n timp ce a doua

introduce o componentă raţională, combinând creşterea polinomială cu un comportament

de tip pol. Acest cadru cu doi operatori este cel ce permite schemei TTP16-PR să

genereze o geometrie fractală mai bogată decât cea obţinută prin iteraţia Picard clasică.

Procedura TTP16-PR este apoi adaptată planului complex prin considerarea a doi
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operatori T : C → C şi S : C → C şi fixarea parametrilor de control α, β ∈ (0, 1). În

acest context, iteraţia are forma

x1 ∈ C,

zn = (1− β)xn + β Txn,

yn = T ((1− α)Sxn + α zn),

xn+1 = Tyn,

pentru orice n ≥ 1.

Astfel, ı̂n locul iterării unui singur operator, orbita se generează printr-o interacţiune

ı̂mbricată ı̂ntre doi operatori, parametrii α şi β controlând contribuţia fiecărui nivel.

Acesta este mecanismul de bază utilizat ı̂n generarea numerică a mulţimilor fractali ı̂n

acest capitol.

Deoarece iteraţia este construită din două aplicaţii şi poate fi organizată ı̂n două

configuraţii diferite, capitolul stabileşte două criterii de ieşire distincte, ı̂n funcţie de

modul de atribuire a operatorilor. Prima configuraţie este Tx = fc(x) şi Sx = gc(x), iar

a doua este Tx = gc(x) şi Sx = fc(x).

Deoarece termenii polinomiali şi raţionali au comportamente asimptotice diferite,

analiza ieşirii trebuie realizată separat ı̂n aceste două situaţii.

Primul rezultat teoretic principal furnizează un criteriu suficient de ieşire pentru

prima configuraţie.

Teorema 14. Considerăm Tx = fc(x) şi Sx = gc(x), unde m ≥ 3, p ≥ 2, şi a, b, c ∈ C
cu |a| > 1. Dacă

|x1| > max

|c|, 2, |b|
1

m+p ,

(
2 + αβ

(1− α) (|a| − 1)

) 1
m−2

 ,

atunci |xn| → ∞ când n → ∞.

Al doilea rezultat oferă criteriul analog pentru atribuirea inversă celor două aplicaţii.

Teorema 15. Considerăm Tx = gc(x) şi Sx = fc(x), unde m ≥ 3, p ≥ 2, şi a, b, c ∈ C
cu |a| > 1. Dacă

|x1| > max

|c|, |b|
1

m+p , 2,

(
3− α

αβ (|a| − 1)

) 1
m−2

,

(
2

|a| − 1

) 1
m−1

,

(
1

|a| − 1

) 1
m−2

 ,

atunci |xn| → ∞ când n → ∞.
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Aceste două criterii de ieşire reprezintă contribuţia teoretică centrală a capitolului,

justificând construcţia numerică a mulţimilor de tip Julia şi Mandelbrot generaţi prin

TTP16-PR.

În continuare, este analizată generarea mulţimilor Julia prin discretizarea unei regiuni

din planul complex şi aplicarea iteraţiei TTP16-PR fiecărui punct. Timpul de ieşire este

utilizat pentru clasificarea punctelor şi aproximarea mulţimii Julia pline. Sunt utilizate

două proceduri computaţionale, corespunzătoare celor două configuraţii ale operatorilor.

Sunt testate mai multe configuraţii de parametri, evidenţiind faptul că geometria

rezultantă depinde de c, α, β, m, p, a şi b. Mulţimile obţinute variază de la forme

compacte la structuri mai neregulate, fragmentate sau cu simetrie radială. În plus, in-

terschimbarea rolurilor celor două aplicaţii conduce la comportamente dinamice şi modele

geometrice vizibil diferite.

Capitolul se concentrează apoi asupra generării mulţimilor de tip Mandelbrot. În

acest context, parametrul complex c nu mai este fix, ci variază ı̂ntr-o anumită regiune

a planului complex, iar valoarea iniţială este aleasă ca fiind x1 = c. Această alegere

este naturală ı̂n cadrul considerat, deoarece termenul raţional nu permite utilizarea

iniţializării clasice x1 = 0. În consecinţă, se defineşte mulţimea de tip Mandelbrot

asociată iteraţiei TTP16-PR prin

M∗ = {c ∈ C : {xn} este mărginită}.

Sunt utilizate din nou două proceduri computaţionale, corespunzătoare celor două

configuraţii ale operatorilor.

Experimentele numerice arată că geometria mulţimilor depinde de toţi parametrii c,

α, β, p, a, b şi, ı̂n special, de gradul m. Pentru valori mici, mulţimile rămân apropiate

de forma clasică Mandelbrot, ı̂n timp ce creşterea gradului conduce la frontiere mai

groase şi structuri mai complexe, cu mai mulţi lobi sau simetrii accentuate. În a doua

configuraţie, mulţimile prezintă modele radiale şi florale mai pronunţate, numărul de lobi

fiind influenţat de parametrul m.

Toate calculele sunt realizate pentru un număr fix de iteraţii şi o rezoluţie uniformă

atât ı̂n planul dinamic, cât şi ı̂n planul parametrilor. În ansamblu, rezultatele arată

că schema TTP16-PR generează o gamă largă de structuri fractale şi extinde dinamica

clasică prin formularea sa cu doi operatori şi cu mai mulţi paşi.
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